Google 


This  is  a  digital  copy  of  a  book  that  was  prcscrvod  for  gcncrations  on  library  shclvcs  bcforc  it  was  carcfully  scannod  by  Google  as  pari  of  a  projcct 

to  make  the  world's  books  discoverablc  online. 

It  has  survived  long  enough  for  the  Copyright  to  expire  and  the  book  to  enter  the  public  domain.  A  public  domain  book  is  one  that  was  never  subject 

to  Copyright  or  whose  legal  Copyright  term  has  expired.  Whether  a  book  is  in  the  public  domain  may  vary  country  to  country.  Public  domain  books 

are  our  gateways  to  the  past,  representing  a  wealth  of  history,  cultuie  and  knowledge  that's  often  difficult  to  discover. 

Marks,  notations  and  other  maiginalia  present  in  the  original  volume  will  appear  in  this  flle  -  a  reminder  of  this  book's  long  journcy  from  the 

publisher  to  a  library  and  finally  to  you. 

Usage  guidelines 

Google  is  proud  to  partner  with  libraries  to  digitize  public  domain  materials  and  make  them  widely  accessible.  Public  domain  books  belong  to  the 
public  and  we  are  merely  their  custodians.  Nevertheless,  this  work  is  expensive,  so  in  order  to  keep  providing  this  resource,  we  have  taken  Steps  to 
prcvcnt  abuse  by  commercial  parties,  including  placing  lechnical  restrictions  on  automated  querying. 
We  also  ask  that  you: 

+  Make  non-commercial  use  ofthefiles  We  designed  Google  Book  Search  for  use  by  individuals,  and  we  request  that  you  use  these  files  for 
personal,  non-commercial  purposes. 

+  Refrain  fivm  automated  querying  Do  not  send  automated  queries  of  any  sort  to  Google's  System:  If  you  are  conducting  research  on  machinc 
translation,  optical  character  recognition  or  other  areas  where  access  to  a  laige  amount  of  text  is  helpful,  please  contact  us.  We  encouragc  the 
use  of  public  domain  materials  for  these  purposes  and  may  be  able  to  help. 

+  Maintain  attributionTht  GoogXt  "watermark"  you  see  on  each  flle  is essential  for  informingpcoplcabout  this  projcct  and  hclping  them  lind 
additional  materials  through  Google  Book  Search.  Please  do  not  remove  it. 

+  Keep  it  legal  Whatever  your  use,  remember  that  you  are  lesponsible  for  ensuring  that  what  you  are  doing  is  legal.  Do  not  assume  that  just 
because  we  believe  a  book  is  in  the  public  domain  for  users  in  the  United  States,  that  the  work  is  also  in  the  public  domain  for  users  in  other 
countries.  Whether  a  book  is  still  in  Copyright  varies  from  country  to  country,  and  we  can'l  offer  guidance  on  whether  any  speciflc  use  of 
any  speciflc  book  is  allowed.  Please  do  not  assume  that  a  book's  appearance  in  Google  Book  Search  mcans  it  can  bc  used  in  any  manner 
anywhere  in  the  world.  Copyright  infringement  liabili^  can  be  quite  severe. 

Äbout  Google  Book  Search 

Google's  mission  is  to  organizc  the  world's  Information  and  to  make  it  univcrsally  accessible  and  uscful.   Google  Book  Search  hclps  rcadcrs 
discover  the  world's  books  while  hclping  authors  and  publishers  rcach  ncw  audicnccs.  You  can  search  through  the  füll  icxi  of  ihis  book  on  the  web 

at|http: //books.  google  .com/l 


Google 


IJber  dieses  Buch 

Dies  ist  ein  digitales  Exemplar  eines  Buches,  das  seit  Generationen  in  den  Realen  der  Bibliotheken  aufbewahrt  wurde,  bevor  es  von  Google  im 
Rahmen  eines  Projekts,  mit  dem  die  Bücher  dieser  Welt  online  verfugbar  gemacht  werden  sollen,  sorgfältig  gescannt  wurde. 
Das  Buch  hat  das  Uiheberrecht  überdauert  und  kann  nun  öffentlich  zugänglich  gemacht  werden.  Ein  öffentlich  zugängliches  Buch  ist  ein  Buch, 
das  niemals  Urheberrechten  unterlag  oder  bei  dem  die  Schutzfrist  des  Urheberrechts  abgelaufen  ist.  Ob  ein  Buch  öffentlich  zugänglich  ist,  kann 
von  Land  zu  Land  unterschiedlich  sein.  Öffentlich  zugängliche  Bücher  sind  unser  Tor  zur  Vergangenheit  und  stellen  ein  geschichtliches,  kulturelles 
und  wissenschaftliches  Vermögen  dar,  das  häufig  nur  schwierig  zu  entdecken  ist. 

Gebrauchsspuren,  Anmerkungen  und  andere  Randbemerkungen,  die  im  Originalband  enthalten  sind,  finden  sich  auch  in  dieser  Datei  -  eine  Erin- 
nerung an  die  lange  Reise,  die  das  Buch  vom  Verleger  zu  einer  Bibliothek  und  weiter  zu  Ihnen  hinter  sich  gebracht  hat. 

Nu  tzungsrichtlinien 

Google  ist  stolz,  mit  Bibliotheken  in  Partnerschaft  lieber  Zusammenarbeit  öffentlich  zugängliches  Material  zu  digitalisieren  und  einer  breiten  Masse 
zugänglich  zu  machen.     Öffentlich  zugängliche  Bücher  gehören  der  Öffentlichkeit,  und  wir  sind  nur  ihre  Hüter.     Nie htsdesto trotz  ist  diese 
Arbeit  kostspielig.  Um  diese  Ressource  weiterhin  zur  Verfügung  stellen  zu  können,  haben  wir  Schritte  unternommen,  um  den  Missbrauch  durch 
kommerzielle  Parteien  zu  veihindem.  Dazu  gehören  technische  Einschränkungen  für  automatisierte  Abfragen. 
Wir  bitten  Sie  um  Einhaltung  folgender  Richtlinien: 

+  Nutzung  der  Dateien  zu  nichtkommerziellen  Zwecken  Wir  haben  Google  Buchsuche  Tür  Endanwender  konzipiert  und  möchten,  dass  Sie  diese 
Dateien  nur  für  persönliche,  nichtkommerzielle  Zwecke  verwenden. 

+  Keine  automatisierten  Abfragen  Senden  Sie  keine  automatisierten  Abfragen  irgendwelcher  Art  an  das  Google-System.  Wenn  Sie  Recherchen 
über  maschinelle  Übersetzung,  optische  Zeichenerkennung  oder  andere  Bereiche  durchführen,  in  denen  der  Zugang  zu  Text  in  großen  Mengen 
nützlich  ist,  wenden  Sie  sich  bitte  an  uns.  Wir  fördern  die  Nutzung  des  öffentlich  zugänglichen  Materials  fürdieseZwecke  und  können  Ihnen 
unter  Umständen  helfen. 

+  Beibehaltung  von  Google-MarkenelementenDas  "Wasserzeichen"  von  Google,  das  Sie  in  jeder  Datei  finden,  ist  wichtig  zur  Information  über 
dieses  Projekt  und  hilft  den  Anwendern  weiteres  Material  über  Google  Buchsuche  zu  finden.  Bitte  entfernen  Sie  das  Wasserzeichen  nicht. 

+  Bewegen  Sie  sich  innerhalb  der  Legalität  Unabhängig  von  Ihrem  Verwendungszweck  müssen  Sie  sich  Ihrer  Verantwortung  bewusst  sein, 
sicherzustellen,  dass  Ihre  Nutzung  legal  ist.  Gehen  Sie  nicht  davon  aus,  dass  ein  Buch,  das  nach  unserem  Dafürhalten  für  Nutzer  in  den  USA 
öffentlich  zugänglich  ist,  auch  für  Nutzer  in  anderen  Ländern  öffentlich  zugänglich  ist.  Ob  ein  Buch  noch  dem  Urheberrecht  unterliegt,  ist 
von  Land  zu  Land  verschieden.  Wir  können  keine  Beratung  leisten,  ob  eine  bestimmte  Nutzung  eines  bestimmten  Buches  gesetzlich  zulässig 
ist.  Gehen  Sie  nicht  davon  aus,  dass  das  Erscheinen  eines  Buchs  in  Google  Buchsuche  bedeutet,  dass  es  in  jeder  Form  und  überall  auf  der 
Welt  verwendet  werden  kann.  Eine  Urheberrechtsverletzung  kann  schwerwiegende  Folgen  haben. 

Über  Google  Buchsuche 

Das  Ziel  von  Google  besteht  darin,  die  weltweiten  Informationen  zu  organisieren  und  allgemein  nutzbar  und  zugänglich  zu  machen.  Google 
Buchsuche  hilft  Lesern  dabei,  die  Bücher  dieser  Welt  zu  entdecken,  und  unterstützt  Autoren  und  Verleger  dabei,  neue  Zielgruppcn  zu  erreichen. 
Den  gesamten  Buchtext  können  Sie  im  Internet  unter|http:  //books  .  google  .coiril  durchsuchen. 


.>^^^  •:^V,■-;-^^,r•.^•:^- 


■■^  ••■V  •    ■^-  ■  ■> 


/ 


> 


o 


ENCYKLOPlDIE 


DEB 


MATHEMATISCHEN 

WISSENSCHAFTEN 

MIT  EINSCHLUSS  IHRER  ANWENDUNGEN. 


HERAÜSaEaSBEN 

Df  AÜFTRAOE  DEB  AXADEHIEEN  DEB  WISSENSCHAFTEN 

ZU  GÖTUNGEN,  LEIPZIG,  MÜNCHEN  UND  WIEN, 

SOWIE  ÜNTEB  UTWIBEUNa  ZAHLBEICHEB  FACHGENOSSEN. 


ERSTER  BAND  IN  ZWEI  TEILEN. 

ARITHMETIK  UND  ALGEBRA. 

BBDIOIBBT  VON 

WILHELM  FRÄirZ  METER 

IH  KÖHI68BKRO  I.  PB. 

ZWEITER  TEIL. 


•  .••  « 


•  »  • » 

4    m 


•  C 


LEIPZia, 
DRUCK  UND  VERLAG  VON  B.  G.  TEUBNER. 

1900—1904. 


•••:: 


•  • 


•  •  •• 


■  ••••  ••     •         •-•  •  •  • 

•  •   •    •        ••, 

•  •     ••         *•••• 


•  •  •  •  • 


•  •  •  •• 


•  •  ••  • 


•..   •• 


»  B 

*  «    * 


•  ••  *  • 

•  •     • 

•  *  •  •  • 


•  •  *  •  • 

,  •        • • ••  • 

•  •  •  •  • 

•        ■ 

(  ••••         ••• 

•  •       •     •     • 

•  •••       •    •  • 

•  ••••      ••••  • 

•  •  •«       • 

■  ••••       •••*•• 


'•* 


ALLS  BSGHTE,  EINSCHLIESSLICH  DES  ÜBEESBTZüNOSBECHTS  ,  VOBBEHALTEN. 


InhaltsYerzeiclmis  za  Band  I  Teil  ü. 


k 


€•  Zahlenfheorie« 

I.  Niedere  ZaUeithe^rie.    Von  P.  Bacediann  in  Weimar. 

1.  n.  2.  Die  TeQbukeit  der  ganxen  Zahlen 556 

S.  EnklidiBcher  Algorithmns.    Faiey'sche  Reihen 558 

4.  Beste  nnd  Kongnienxen.     Sätxe  Ton  Fennat  und  Wilson.     PrimitiTe 
Wuraehi 561 

5.  Kongraenzen   nnd  nnbeatimmte   Gleichnngen   ersten  Grades.     Partial- 
brüche.   Perioden  der  Dezimalbrüche 563 

6.  Quadratische  Reste;  Redprootätsgesets 565 

7.  Unbestinunte  Gleichungen  2.,  3.,  4.  Grades.    Quadratische  Kongraenxen  569 

8.  Höhere  Kongruenzen.    Galois*8che  Imaginäre 573 

9.  Feststellung  einer  Zahl  als  Primzahl;  Zerlegung  grosser  Zahlen  in  Faktoren  576 

10.  Vollkommene  Zahlen 578 

11.  Potenzsummen  der  ersten  m  ganzen  Zahlen 579 

12.  Magische  Quadrate 580 

CAbcMckloMCB  ia  Min  1900.) 


2.  Arithnetiseke  Tke«rie  der  Femen.    Von  K.  Th.  Vahlen 
in  Königsberg  i.  Pr. 

a.  Lineare  Fonnen 582 

b.  Allgemeines  über  bilineare  und  quadratische  Formen 591 

c.  Binäre  quadratische  Formen  und  bilineare  Formen  Ton  Tier  Variablen  599 

d.  Temäre  quadratische  Formen 613 

e.  Quadratische  Formen  Ton  m  Variablen 622 

f.  Formen,  die  in  Linearfaktoren  zerfallen 629 

g.  Sonstige  Formen 633 

(AbgMchloMea  ia  ApiU  1900.) 

3.  Aialytisdie  ZaUentheerie.   Von  P.  Bachicahn  in  Weimar. 

1.  Zerfällung  der  Zahlen  (ihre  additiven  Darstellungen) 636 

^  2.  DirichleVsche  Reihen  nnd  Methoden,  Gauss*sche  Summen 643 

^  3.  Zahlentheoretische  Funktionen 648 

4.  Die  Funktion  [x] 654 

,  5.  Asymptotische  Ausdrücke  zahlentheoretischer  Funktionen.    Die  Anzahl 

*  der  frimzahlen 658 

fc  6.  Mittlere  Punktionswerte!    .    .    ,    . 663 

;  7.  Transzendenz  der  ZiüÜen  e  und  « 667 

It  (AbgMcMown  ia  April  1900.) 


4a.  Tkeerie  der  algebraiseken  ZablkSrper.  Von  D.  Hilbebt 
in  Gottingen. 

1.  Algebraischer  Zahlkörper ^76 

2.  Ganze  algebraische  Zäd 677 

3.  Ideale  des  Körpers  und  ihre  Teilbarkeit 678 

4.  Kongruenzen  nach  Liealen 679 


nf^f 


■^ 


ly  Inhaltsveizeichnis  zu  Band  I  Teil  11. 

Seite 

5.  Diskriminante  des  Körpers 680 

6.  Relativkörper 682 

7.  Einheiten  des  Körpers 682 

8.  Idealklassen  des  Körpers 683 

9.  Transzendente  BestimmTing  der  Klassenanzahl 684 

10.  Kronecker's  Theorie  der  algebraischen  Formen 686 

11.  Zerlegbare  Formen  des  Körpers 686 

12.  Integritätsbereiche  des  Körpers 687 

13.  Moduln  des  Körpers 687 

14.  Gkklois'scher  und  Abel'scher  Körper 688 

15.  Zerlegungskörper,  Trägsheitskörper  und  Yerzweigungskörper  eines  Prim- 
ideals im  Gulois'schen  Körper 689 

16.  Zusammensetzung  mehrerer  Körper 691 

17.  Relativcyklischer  Körper  von  relativem  Primzahlgrade 691 

18.  Klassenkörper  eines  beliebigen  Zahlkörpers 693 

19.  Belativquadratischer  Zahlkörper 695 

20.  Reziprozitätsgesetz  für  quadratische  Reste  in  einem  beliebigen  Zahl- 
körper   696 

(AbgeBchloBBen  im  April  1900.) 

4b.  Theorie  des  KreiskSrpers.  Von  D.  Hilbert  in  ööttinqen. 

1.  Kreiskörper  für  einen  Primzahlexponenten 699 

2.  Kreiskörper  für  einen  zusammengesetzten  Wurzelexponenten 700 

3.  Lagrange'sche  Resolvente  oder  Wurzelzahl 701 

4.  Anwendungen   der   Theorie    des   Kreiskörpers   auf  den   quadratischen 
Körper 702 

5.  Kreiskörper  in  seiner  Eigenschaft  als  Abel'scher  Körper 704 

6.  Transzendente  Bestimmung  der  Anzahl  der  Idealklassen  im  Kreiskörper  705 

7.  Kummer'scher  Zahlkörper  und  seine  Primideale 706 

8.  Normenreste  und  Normennichtreste  des  Kummer'sdien  Zahlkörpers  .   .  708 

9.  Existenz    unendlich    vieler   Primideale  mit   vorgeschriebenen  Potenz- 
cbarakteren 710 

10.  Regulärer  Kreiskörper  und  regulärer  Kummer'scher  Körper 710 

11.  Geschlechter  im  regulären  Kimmier'schen  Körper 711 

12.  Reziprozitätsgesetz  fOr   V^   Potenzreste    im    regulären    Kummer'schen 
Körper t   .    ,    ,  712 

18.  Anzahl    der    vorhandenen   Greschlechter    im   regulären    Kummer'schen 

Körper 713 

14.  Der  Fermat'sche  Satz 713 

(Abgeschlossen  im  April  1900.) 

5.  Arithmetische  Theorie  algebraischer  OrSssen.  Von  G.  Lakds- 

BERG  in  Heidelberg.     (Siehe:  B  ic,  p.  284— SOI.) 

6.  Komplexe  Hnltiplikation.    Von  H.  Weber  in  Strassborg. 

1.  Historische  Einleitung 718 

2.  Komplexe  Multiplikation  und  quadratische  Formen 719 

3.  Die  Invarianten 720 

4.  Klasseninyarianten  und  Klassenkörper 722 

5.  Klasseninvarianten  in  verschiedenen  Ordnungen 723 

6.  Irreduzibilität  der  Klassengleichung 724 

7.  Ckilois'sche  Gruppe  der  KlAssengleichung 726 

8.  Primideale  im  Klassenkörper 727 

9.  Zerfällung  der  Klassengleichung 727 

10.  Die  Klasseninvarianten  /•(©),  fAm) 729 

11.  Komplexe  Multiplikation  und  Teilung 729 

12.  Die  Klassenzahlrelationen 781 

(Abgeschlossen  im  Juni  1900.) 


Inhaltsverzeichnis  zu  Band  I  Teil  II.  Y 

D.Wahrscheinlichkeits-  nnd  Ansgleichimgsreclmiiiig. 

1.  Wahrscheinliclikeitsrechnniig.    Von  E.  Czüber  in  Wien,  g^^ 

1.  Wahrscheinlichkeit  a  priori.     Definition  und  Bedeutung  der  mathe- 
matischen Wahrscheinlichkeit 734 

2.  Direkte  Wahrscheinlichkeitsbestimmung 787 

3.  Totale  Wahrscheinlichkeit 738 

4.  Zusammengesetzte  Wahrscheinlichkeit 739 

6.  Kombination  der  Sätze  über  totale  u.  zusammengesetzteWahrscheinlichkeit  741 

6.  Die  Differenzenrechnung  als  methodisches  A^rfahren  der  Wahrschein- 
lichkeitsrechnung    742 

7.  Teilungsproblem 744 

8.  Moivre  s  Problem 746 

9.  Problem  der  Spieldauer 748 

10.  Weitere  Probleme,  Glücksspiele  betreffend 760 

11.  Erweiterung  der  Definition.    Geometrische  Wahrscheinlichkeit   ....  753 

12.  Theorem  von  Jakob  I  Bemoulli 765 

13.  Poisson's  Gesetz  der  grossen  Zahlen 768 

14.  Wahrscheinlichkeit  a  posteriori.   Wahrscheinlichkeit  der  Ursachen,  aus 

der  Beobachtung  abgeleitet 759 

15.  Wahrscheinlichkeit  künftiger  Ereignisse,  aus  der  Beobachtung  abgeleitet  762 

16.  Von  znfSliigen  Ereignissen  abhängende  Vor-  nnd  Nachteile.    Mathe- 
matische Erwartung 764 

17.  Moralische  Erwartmag 765 

18.  Mathematisches  Risiko 766 

(Abgesohlossen  im  Ang.  1900.) 

2.  Aasgleichnngsrechnnng.    Von  J.  Bauschinger  in  Berlin. 

1.  Aufgabe  der  Ausgleichungsrechnung 769 

2.  Erste  Begründung  von  Gauss 771 

3.  Der  Satz  vom  arithmetischen  Mittel 772 

4.  Das  Gauss'sche  Fehlergesetz.    Fehlerfunktion.    Tafeln  hierfür.    Andere 
Fehlergesetze 773 

5.  Begründung  von  Laplace 776 

6.  Zweite  Bekundung  von  Gauss 777 

7.  Weitere  BegrOndungsmethoden 778 

8.  Mittlerer,  durchschnittlicher  und  wahrscheinlicher  Fehler,  Gewicht   .   .  779 

9.  Direkte  Beobachtungen  von  gleicher  Genauigkeit 782 

10.  Direkte  Beobachtungen  von  verschiedener  Genauigkeit 785 

11.  Ausgleichung  vermittelnder  Beobachtungen 786 

12.  Ausgleichung  vermittelnder  Beobachtungen  mit  Bedingungsgleichungen  792 

13.  Ausgleichung  bedingter  Beobachtungen 794 

14.  Fehler  in  der  Ebene  und  im  BAume 796 

15.  Fehler  der  Ausgleichung.  Ausschluss  von  Beobachtungen.  Systematisches 
Verhalten  der  Fehler 796 

(Abgesohlotsen  im  Ang.  1900.) 

3.  Interpolation.    Von  J.  Bauschinger  in  Berlin. 

1.  Definition  einer  Interpolationsformel.    Verschiedene  Arten  derselben    .  800 

2.  Historisches  und  hauptsächlichste  Anwendungen 801 

3.  Parabolische  Interpolation.    Formel  von  Larnnge 801 

4.  Newton*sche  Formel  mit  den  Gauss'schen  Umformungen 808 

5.  Andere  Begründungen 806 

6.  Die  Interpolationsformeln  bei  gleichen  Intervallen  der  Argumente.   .   .  806 

7.  Die  früheren  und  einige  neue  Literpolationsformeln  in  der  Encke'sch'en 
Bezeichnungsweise 807 


VI  Inhaltsverzeichnis  za  Band  I  Teil  II. 

8«it6 

8.  Mechanische  Differenziation  und  Quadratur 810 

9.  Herstellung  mathematischer  Tabellen 812 

10.  Interpolation  durch  periodische  Reihen 816 

11.  Die  Cauchy'sche  Interpolationsmethode 817 

12.  Interpolation  durch  die  Exponentialfunktion 818 

13.  Intexpolation  bei  zwei  Variabeln 818 

14.  Die  üiterpolationsmethoden  von  Tschebjscheff 819 

(AbgeichloMen  im  Jaa.  1901.) 

4  a.  An  Wendungen  der  Wahrscheinliclikeitsrechnnng  anf  Stati- 
stik. Von  L.  VON  BoRTKiEWicz  in  St  Petersburg  (jetzt 
in  Berlin). 

1.  Einfuhrung  des  Wahrscheinlichkeitsbegriffs  in  die  Statistik 822 

2.  Die  von  Laplace  begründeten  Methoden  zur  Bestimmung  des  Genauigkeits- 
grades statistischer  Ergebnisse,  Schlussfolgerungen  und  Koigektiuralbe- 
rechnungen 823 

3.  Verbreitung  dieser  Methoden  zumal  unter  dem  Einflüsse  Poisson's    .   .  826 

4.  Bienaym^'s  und  Coumot's  Lehre  von  den  solidarisch  wirkenden  zufälligen 
Ursachen 827 

5.  Die  Lexis*sche  Dispersionstheorie 829 

6.  Das  Schema  einer  serienweise  variierenden  Wahrscheinlichkeit  und 
dessen  Anwendung  auf  die  Statistik 882 

7.  Wahrscheinlichkeitstheoretische  Behandlung  der  statistischen  Mittelwerte  886 

8.  Die  innere  Struktur  der  Sterblichkeitstafel 887 

9.  Die  formale  Bevölkerungstheorie 889 

10.  Methoden  zur  Ermittelung  der  Sterbenswahrscheinlichkeit  und  des  Sterb- 
lichkeitskoefßzienten 848 

11.  Weiteres  zur  Konstruktion  von  Sterblichkeitstafeln 846 

12.  Konstruktion  von  Invaliditätstafebi 846 

(AbgetchloBMn  im  April  1901.) 

4b.  Lebenyersicherangs-Hathematik.  Von  G.  Bohlmann  in 
Gtöttingen  (jetzt  in  Berlin). 

1.  Grundlagen.  Verhältnis  der  Lebensversicherung  zu  anderen  Versiche- 
rungen       867 

2.  Hypothesen,  auf  denen  die  Theorie  beruht 869 

3.  Prinzipien,  nach  denen  die  Theorie  auf  die  Erfahrung  angewendet  wird  860 

4.  Normale  Risiken 864 

6.  Extrarisiken 867 

6.  Ausgleichung  und  Interpolation 869 

7.  Der  Nettofonds.    Definitionen 878 

8.  Einmalige  Prämien  fOr  Leibrenten 876 

9.  Einmalige  Prämien  für  Todesfallversicherungen 879 

10.  Sonstige  Prämien 880 

11.  Prämienreserve 888 

12.  Abhängigkeit  der  Prämien  und  Reserven  von  den  Rechnungselementen  886 

13.  Verbundene  Leben 887 

14.  Der  Bmttofonds.    Zuschläge  und  Unkosten 889 

15.  Der  Rückkaufswert B9% 

16.  Die  Bilanz 894 

17.  Der  Gewinn 899 

18.  Dividenden 901 

19.  Theorie  des  Risikos.    ProblemsteUung 902 

20.  Definitionen 904 

21.  Das  mittlere  Risiko 906 

22.  Das  durchschnittliche  Risiko 909 

28.  Die  Stabüität 918 

(AbgetohloMea  im  April  1901.) 


Inhaltsverzeichnis  zn  Band  I  Teil  U. 


vn 


E.  Differenzenrechnimg. 

1.  Differenzenreclinimg.  Von  D.  Seliwanofp  in  St.  Petersburg,  g^^^ 

1.  Definitionen 919 

2.  Differenzen  einfacher  Fonktionen 920 

3.  Anwendung  auf  die  Absonderung  der  Wurzeln  numerischer  Gleichungen  920 

4.  Relationen  zwischen  successiven  Werten  und  Differenzen  einer  Funktion  921 

5.  Newton'sche  Interpolationsformel 922 

6.  Anwendung  dieser  Interpolationsformel  auf  die  Berechnung  der  Logarith- 
men und  Antilogarithmen 923 

7.  Anwendung  auf  die  angenäherte  Berechnung  bestimmter  Integrale  .    .  924 

8.  Summation  der  Funktionen 925 

9.  Bestimmte  Summen 927 

10.  Die  Jacob  Bemoulli'sche  Funktion 928 

11.  Euler'sche  Summationsformel 929 

12.  Anwendungen  der  Euler'schen  Formel 930 

13.  Allgemeines  über  Differenzengleichungen 931 

14.  Lineare  Differenzengleichungen  erster  Ordnung 933 

15.  Lineare    Differenzengleichungen     höherer    Ordnung     mit     konstanten 
Koeffizienten 933 

16.  Anwendungen  der  Differenzengleichungen 935 

(AbgeBchloftBen  im  April  1901.) 


F.  Numerisches  Bechnen. 

1.  Nnmerisches  Reclinen.    Von  R.  Mehmke  in  Stuttgart. 

1.  Geordnete  Multiplikation  und  Diyision 941 

2.  Komplementäre  Multiplikation  und  Division 942 

3.  Umgehung  der  Division 943 

4.  Beschränkung  in  den  verwendeten  Ziffern 944 

5.  Tafeln.    Produktentafeln 944 

6.  (Multiplikationstafeln  mit  einfachem  Eingang:)  Tafeln  der  Yiertelquadrate 

und  der  Dreieckszahlen 947 

7.  Quotienten-  und  Divisionstafeln 949 

8.  Tafeln  der  Quadrate,  Kuben  und  höheren  Potenzen 950 

9.  Faktoren-(Divisoren-)Tafeln 951 

10.  Apparate.    Rechenbrett  (Abacus) 953 

11.  Sonstige  Additions-  (bezw.    Subtraktions-)  Apparate  ohne  selbsttätige 
Zehnerübertragfung 954 

12.  Multiplikations-  und  Divisionsapparate 955 

13.  Arithmographen  für  alle  vier  Spezies 957 

14.  Maschinen.    Zählwerk 959 

15.  Maschinen  zum  Addieren  und  Subtrahieren 960 

16.  Schaltwerk 964 

17.  Erweiterte  Additionsmaschinen  (für  alle  vier  Spezies) 966 

18.  Eigentliche  Multiplikationsmaschinen 970 

19.  Subtraktion  und  Division.    Nebenzählwerk  (Quotient) 973 

20.  Besondere  Einrichtungen 974 

21.  Ausführung  zusammengesetzter  Rechnungen 975 

22.  Differenzenmaschinen 977 

23.  Analytische  Maschinen 978 

24.  Das  Rechnen  mit  ungenauen  Zahlen  im  allgemeinen 978 

25.  Abgekürzte  Multiplikation  und  Division 983 

26.  Abgekürztes  Wurzelausziehen 984 

27.  Tafeln.    Logarithmentafeln 986 

28.  Fortsetzung:  Abgekürzte  Logarithmentafeln 993 

29.  Tafehi  der  Antilogarithmen 997 

30.  Additions-  und  Subtraktionslogarithmen 998 


ym  InlialtsyerzeichniB  zu  Band  I  Teil  11. 

Seit« 

31.  Quadratisclie  Logarithmen 1001 

32.  Tafeln  der  Proportionalteile 1002 

33.  Tafeln  der  Beziproken  und  zur  Verwandlung  gewöhnlicher  Brüche  in 
Dezimalbrüche 1003 

34.  Tafeln  der  Quadrate  und  höheren  Potenzen 1004 

36.  Tafeln  der  Quadrat-  und  Kubikwurzeln 1004 

36.  Tafeln  zur  Auflösung  numerischer  Gleichungen 1004 

37.  Graphisclies  Reehnen.    Gleichniässiger  Massstab.    Gewöhnliche  arith- 
metische Operationen 1008 

38.  Berechnung  rationaler  ganzer  Funktionen  und  Auflösung  von  Gleichungen 

mit  einer  Unbekannten 1011 

39.  Systeme  linearer  Gleichungen 1014 

40.  Logarithmischer  Massstab.    Gewöhnliche  arithmetische  Operationen   .  1018 

41.  Berechnung  von  Funktionen  und  Auflösung  von  Gleichungen  mit  einer 
Unbekannten 1020 

42.  Systeme  von  Gleichungen 1023 

43.  Nomographie.    Tafeln  für  Funktionen  einer  Veränderlichen 1026 

44.  Cartesische  Tafeln 1028 

46.  Hezagonale  Tafeln 1086 

46.  Methode  der  fluchtrechten  Punkte 1038 

47.  Mehrfach  bezifferte  Elemente 1043 

48.  Bewegliche  Systeme 1046 

49.  Allgemeine  Theorie  von  d'Ocagne 1060 

60.  Apparate  nnd  Maschinen.    Logarithmischer  Rechenschieber 1063 

61.  Gekrümmte  Rechenschieber  (Rechenscheiben  n.  s.  w.) 1060 

62.  Verallgemeinerungen  des  Rechenschiebers 1063 

63.  Stetige  Rechenmaschinen  für  die  gewöhnlichen  arithmetischenOperationen  1 066 

64.  Mechanismen  zur  Auflöung  von  Gleichungen  mit  einer  Unbekannten  1067 
66.  Mechanismen  zur  Auflösung  von  Gleichunffssystemen 1070 

66.  Physikalische  Methoden,    ^drostatische  Auflösung  von  Gleichungen 

und  Systemen  solcher 1072 

67.  Elektrische  Auflörung  von  Gleichungen 1078 

68.  Anhang.    Proben 1073 

69.  Gemischte  Methoden 1076 

60.  Vorbereitung  der  Formeln  und  der  Rechnung 1076 

(AbgeiohloMen  Im  Juni  1902r) 

Q.  Ergänzungen  zum  L  Bande. 

1.  Mathematische  Spiele.    Von  W.  Ahsens  in  Magdeburg. 

1.  Mathematische  Fragen  des  praktischen  Schachpiels 1081 

2.  Achtdamenproblem 1082 

3.  Rösselsprung 1084 

4.  Nonnen-  oder  £insiedler-(Solitär-)spiel .    .    .  * 1086 

6.  Boss-Puzzle  oder  Fünfzehnerspiel 1087 

6.  Josephsspiel 1088 

7.  Wanderungsspiele 1089 

8.  Eartenmischen  nach  Gergonne  und  nach  Monge 1090 

9.  Baguenaudier 1091 

10.  Nim  oder  Fan-Tan 1092 

11.  Varia 1093 

(AbgeschlosMn  im  Juni  1902.) 

2.  Anwendnngeii    der   Mathematik    anf  NationalSkonomie. 

Von  Y.  Pab£TO  in  Lausanne. 

1.  Geschichte 1097 

2.  Welche  Erscheinungen  behandelt  die  mathematische  Wirtschaftslehre?  1099 

3.  Grundgleichungen,  die  sich  durch  Verwertung  des  Begriffes  der  Ophe- 
limit&t  aufstellen  lassen 1102 


iBhalfciverawfnwii  an  Bond  I  Teil  IL  IX 


4.  Grandgleiehaiigea^  die  mek  ergeben,  wenn  man  cüe  Aosgangswahl  als 
AnagaBflsptinkt  nimmt HOT 

$.  Eigenaeoaften  der  ElementaF-Opiielimiät  und  der  Indcffezenzlbsfen.    .  tili 

5.  Terwertung  der  Qrnndgieiclnmgen 1113 

T.  Dae  Maximnm  der  OphelTinT^U  oder  die  Freilieit  dar  Wahl 1117 

dw  Die  TariationeB  der  ProdaktunakoeffiaieBten llld 

*,  Ppaadk Ulf 

(AbgeseiikMMa  im  Aagnuk  I90S.) 


3u  Piqifflidbe Pf »acMg  Mit k»Mpl€i« Tcrtm.  Ton  A.Proig»- 

HEIK  in  Mftndiexu 

1.  Grenzwerte  komplexer  Zahlwrfolgen 1191 

i.  ünendlidbe  Bethen  mit  koBflesen  GHedecn:  KonfczgeBx  xad  Diieigenz  1133 

t.  Abeofaite  KoBTergena 1133 

4.  ünbediwte  und  l>edxiigte  Kosfergenz 1134 

5.  Malti^ikatu»  und  A<&tion  ko«iq>lezer  Reihen.    IXoppebeilieB    ,    .    .  ll!25 

6.  ünendlidie  Plrodnkte 113« 

7.  UnendHdie  Kettenbrüehe 1137 

(AbfMehtoMn  te  Jni  19M.) 


112*— 1197 


InlialtsTerzeichms  der  einzeliten  Hefte  zu  Band  I  Teil  II 
mit  ihren  Ansgabedaten. 

2.  Teil. 

C.  Zahlentheorie. 

II.  BicBiuini:  Niedere  Zafalentheorie. 
S.  Tahlsh:  Arithinetitche  Theorie  der  Formen. 
B.  Bacsmanh:  Analjtiiclie  Zahlectheorie. 
4  a.  Eilbsbt;  Theorie  der  algebr&iachen  ZahlkOrper. 
4b.  Eilbebt:  Theorie  des  EreiHkeipers. 
6.  L^HDiBEBo:  Ärithmet.  Theorie  a^ebi.  QrOBea.    (Siehe:  B  ic.) 
at:  Komplexe  Multiplikation. 


'{.  Ww^ 


.  WahrBchei 
gleichi 


iiichkeitB- 

ngsröchnnng. 


nd  Äaa- 


1.  CtDBRB:  Wahracheinlichkeitsrechmmg. 

2.  BAuacBnaEB:  Ansgleichungsrechnnitg. 
8.  BjiiiicHniaiB:  InterpolatioD. 

4  a.  BoKTKiBwrrcE:  Änwendongen  der  WahracheinlichkeitBrechniing 

auf  Statistik. 
4b.  Boelmabn:  LebenBversichenmgs-Mathematdk. 

E.  DiffereaEearechnang. 
Sbliwikoff:  Differenzenrechnnng. 

F.  NnmerischeB  Rechnen. 
Kehhu:  NumeriHcheB  Rechnen. 
Hbbkke;  NnmeriBchea  Bechnen.    (Schlnw.) 

6.  Ergänzungen  za  Bd.  I. 

1.  Asbbhb:  Uathematieche  Spiele. 

2.  Fabxto:  Anwendungen  der  MaÜiematik  auf  Nationalökonomie. 

8.  Pbinqbhsiii:  Unendliche  PiozeBse  mit  komplexen  Tertnmi. 
Eegister  m  Band  L 


r.  Dicx:  Einleitender  Bericbt  übet  daB  üntemefamen  der  Heraus- 
gabe der  BncyklopAdie  der  mathematiieben  Wissenschaften. 
I  Him:  Vonede  in  BÜd  L 
I  luhalteveneiohnis  von  Band  I,  Teil  1. 
\  InlutltaTerzeicbnia  von  Band  I,  Teil  2. 


I  p  1.    NIEDERE  ZAHLEISTTHEORIE 

VON 
PAUL  BAGHMANN 

IN   WBDfAB. 


Inhaltsübersicht. 

1«  u.  2.    Die  Teilbarkeit  der  ganzen  Zahlen. 

8.  Euklidischer  Algorithmus.    Farey'sche  Reihen. 

4«  Beste  und  Kongruenzen.   Sätze  von  Fermat  und  Wilson.    Primitive  Wurzeln. 

5«  Kongruenzen  imd  unbestimmte  Gleichungen  ersten  Grades.    Partialbrüche. 

Perioden  der  Dezimalbrüche. 

6«  Quadratische  Reste;  Reziprozitätsgesetz. 

7.  ünbestinmite  Gleichungen  2.,  3.,  4.  Grades.    Quadratische  Kongruenzen. 

8«  Höhere  Kongruenzen.    GcUMsche  Imaginäre. 

9.  Feststellung  einer  Zahl  als  Primzahl;  Zerlegung  grosser  Zahlen  in  Faktoren. 
10«  Vollkommene  Zahlen. 

11«   Potenzsummen  der  ersten  m  ganzen  Zahlen. 
12.   Magische  Quadrate. 


Litteratur. 

Ä.  M.  LegendrCy  Theorie  des  Nombres,  1.  ^d.  (Essai  sur  la  th.  d.  N.)  Paris  1798, 
2.  ^d.  1808,  8.  ^d.  in  2  Teilen  1830,  4.  ^d.  1899;  nach  der  3.  Ausgabe 
deutsch  von  H,  Mciser,  2  Bände,  2.  Ausgabe,  Leipzig  1893. 

K.  F.  GausSj  Disquisitiones  arithmeticae ,  Lipsiae  1801  <=  Werke  1;  zusammen 
mit  Gauss*  arithmetischen  Abhandlungen  1889^  Leipzig,  deutsch  von  Maser. 

P.  G.  Lejeune-DiricMet ,  Vorlesungen  über  Zahlentheorie,  herausg.  und  mit  Zu- 
sätzen versehen  von  B,  Dedekind^  1.  bis  4.  Aufl.,  Braunschweig  1863,  1871, 
1879,  1894. 

P.  Bachmann ^  Zahlentheorie,  Leipzig.  1.  Teil,  die  Elemente  der  Zahlentheorie 
1892;  2.  Teil,  die  analytische  Zahlentheorie  1894;  3.  Teil,  die  Lehre  von  der 
Kreisteilung  und  ihre  Beziehungen  zur  Zahlentheorie  1872;  4.  Teil,  die  Arith- 
metik der  quadratischen  Formen,  erste  Abt.  1898. 

P  Tschebyscheffj  Theorie  der  Kongruenzen  (Elem.  d.  Zahlentheorie),  aus  dem 
Russischen  (1849)  übers,  von  H.  Schapira,  Berlin  1889. 

F.  Ä.  LebesguCj  Introd.  ä  la  Theorie  des  Nombres,  Paris  1862. 

G.  Werdheim,  Elemente  der  Zahlentheorie,  Leipzig  1887. 

G.  B.  Maihews,  Theorie  of  numbers,  part  1,  Cambridge  1892. 

Ed,  Lttcas,  Theorie  des  Nombres  1. 1  (der  einzig  erschienene)  Paris  1891. 


556  I  C  1.    Niedere  Zahlentheorie. 

P.  Bachmann,  Vorlesungen  über  die  Natur  der  Irrationalzahlen,  Leipzig  1892. 
St  Smith,  Report  on  the  Theory  of  Numbers^  Brit.  Ass.  Rep.  1869,  p.  228;  1860, 
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Die  Zahlentheorie  behandelt  die  Eigenschaften  der  (positiven) 
ganzen  Zahlen  *)  1,  2,  3,  4, . . .  {natürliche  Zahlenreihe), 

1.  Die  Teilbarkeit  der  gaiuen  Zahlen.  Ist  eine  ganze  Zahl  n=^t6 
ein  Produkt  zweier  andern,  so  heisst  jeder  der  Faktoren  ein  Teuer, 
t  und  0  komplementäre  Teiler  yon  n^  n  ein  Vielfaches  jedes  derselben. 
Hat  n  nur  die  Teiler  1,  n,  so  heisst  n  Primzahl,  sonst  zusammen- 
gesetzt. Zwei  Zahlen^  deren  grösster  gemeinsamer  Teiler  1  ist,  heissen 
reUUiv  prim  (teilerfremd). 

Die  Menge  der  Primzahlen  ist  unbegrenzt«). 

Ist  m  gegebene  positive  ganze  Zahl,  so  kann  jede  ganze  Zahl  n 

in  die  Form 

n  =  q^m  -{-r  (0  ^  r  <  m) 

gesetzt  werden');  m  heisst  Modulus  (Gauss),  r  der  Best  von  n  (mod.  m). 
Bezeichnet  E(x)  (Legendre,  Th.  d.  n.,  Einl.  Nr.  16)  oder  [x]  (Gomss, 
Werke  2,  p.  5,  1808)  filr  jedes  reelle  x  die  nächst  kleinere  ganze  Zahl, 

so  ist  qQ  =  E  (—]  =  1—1  •    Es  folgt  der  EuMidische  Älgoriihmus  des 

grössten  gemeinsamen  Teilers  von  n,  ni: 

n  =  q^m  +  m^ ,  m  =  q^m^  +  w, ,  . . .  (0  ^  Wg+i  <  m,), 

aus  ihm  die  Sätze  über  Teilbarkeit  (L.  Poinsot,  J.  de  matL  10,  1854, 
p.  1  und  Dirichlet,  Vorl.).  EvMidischer  Fundamentalsatz:  Sind  n,  m 
relativ  prim,  so  ist  hn  durch  m  teilbar  nur,  wenn  h  es  ist.    Haupt- 

1)  t5ber  diesen  Begriff  selbst  s.'  VU  A. 

2)  S.  Euklid  lib.  IX,  20  und  E.  E.  Kummer'%  Beweis  mittels  der  J^wfer'sclien 
Funktion  tpin\  Berl.  Ber.  1878,  p.  771.  Ein  Satz  von  Chr,  Goldbach  (L.  Euler, 
correspondance,  St.  P^t.  1842,  1,  p.  136),  den  neuere  Untersuchungen  (J,  J.SyU 
veMer,  Lond.  M.  S.  Proc.  4,  1872,  p.  4;  G.  Cantor,  Assoc.  fran9.  23,  1894,  p.  117; 
P.  Stachel,  Gott.  Nachr.  1896,  p.  292;  JR.  Haussner,  Deutsche  Math. -Verein.  6  (1897), 
p.  62;  Tafeln  dazu:  Leop.  N.  Acta  72,  1897,  p.  1)  unterstützen,  behauptet,  dass 
jede  gerade  Zahl  Summe  zweier  Primzahlen  sei. 

3)  Dies  ist  die  Grundlage  der  ganzen  Zahlentheorie  {DiricMetj  Vorl.  üb. 
Zahlenth..  4.  Aufl.,  p.  514). 


1.  u.  2.    Die  Teilbarkeit  der  ganzen  Zahlen.  557 

sai/s:  Jede  ganze  Zahl  n  ist  auf  einzige  Art  in  Potenzen  verschiedener 
Primzahlen  zerlegbar, 

n=^+p^p^p'^" 

Der  grösste  gemeinsanie  Teuer  mehrerer  Zahlen  ist  das  Produkt  der 
höchsten  Primzahlpotenzen,  die  in  Urnen  allen  aufgehen,  ihr  kleinstes 
gefneifisames  Vielfache  das  Produkt  der  höchsten  Primzahlpoteuzen,  die 
in  ihren  Zerlegungen  überhaupt  sich  finden. 

Die  AnzM  der  Teuer  von  n  ist  t  (w) = (a  + 1)  (a'+ 1)  •  •  -^  ihre  Summe*) 


ß 


die  Anzahl  der  Zerlegungen  von  n  in  zwei  relativ  prime  Faktoren  ist 
p{n)  =  2^^"),  wenn  lar(n)  verschiedene  Primfaktoren  in  w  aufgehen. 

Die  Evtler'sche  Funktion  9 (n)  =  w  ( 1 \\\ 7)  •  •  •  giebt  die 

Anzahl  der  Zahlen  <n,  welche  prim  zu  n  sind.  Für  relativ  prime  » ,  n"  ist 

q>{n)  '  q>{n')  =  q){n'n'), 

allgemein  ist  2Jtq>{l)  =  n  (t  Teiler  von  w).  q>(n)  ist  einfacher  Fall 
einer  von  F.  Schemmd  untersuchten  Funktion;  eine  andere  Verallgemeine- 
nmg  von  q>{n)  gab  K,  Th.  VaJUen  *).  Nach  St  Smith  (Lond.  Proc.  Math. 
Soc.  7,  1876,  p.  208  =  Coli.  Pap.  2,  p.  161  ist,  wenn  dj^  grösster 
gemeinsamer  Teiler  von  r,  s  ist,  die  Determinante  [I  A  2J 

^+ ^^'  •  •  dr  =  9(1)9(2)  •  ••  (p(n), 
ein  Satz,  welchen  P.  Mansion  verallgemeinert  hat  (Messenger  (2)  7, 
1877,  p.  81). 

%•  Für  jede  positive  ganze  Zahl  p  kann  die  positive  ganze  Zahl  n 
in  die  Form  gesetzt  werden: 

w  =  aj)«  +  aii>"-^_-| h  aa-iP  +  «a/) 

(0^a,<i}); 

p  =  10  giebt  die  dekadische  Gestalt  von  n,  aus  der  mittels  des  Eon- 

4)  Leider  herrscht  bez.  der  Bezeichnung  der  zahlentheoretischen  Funktionen 
keine  Übereinstimmung.  Das  Zeichen  /(n)  oder  /n  stammt  von  Euler,  Opusc. 
var.  Arg.  2,  1760,  p.  23  »=  Comm.  Ar.  1,  p.  102;  J.LiouviUe,  J.  de  math.  (2)2, 
1867,  p.  425,  bezeichnet  mit  J:^(n)  die  Summe  der  x*«"  Potenzen  der  Teiler  von  n. 

6)  EtUer,  Petr.  N.  Comm.  8,  1760/61,  p.  74  =  Comm.  Ar.  1,  p.  274,  das 
Zeichen  (p{n)  stanmit  von  Gauss,  Disqu.  Ar.  art.  88;  Schemmel,  J.  f.  Math.  70, 
1869,  p.  191;  L.  Goldschmidt,  Zeitschr.  Math.  Phys.  39,  1894,  p.  203;  Vahlen, 
ebend.  40,  1896,  p.  126. 

6)  S.  hierin  einen  besonderu  Fall  der  G.  Cantor*schen  einfachen  Zahlen- 
systeme, Zeitschr.  Math.  Phys.  14,  1869,  p.  121;  vgl.  E.  Strauss,  Acta  math.  11, 
1887/8,  p.  13;  Darstellungen  in  verschiedenen  Zahlensystemen  bei  J.  Kraus, 
Zeitschr.  Math.  Phys.  87,  1892,  p.  321;  89,  1894,  p.  11. 
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gruenzbegriffs  (s.  u.  Nr.  4)  die  Sätze  über  Teilbarkeit  durch  3,  5,  7, 
9^  11  u.  a.  fliessen^).  Jede  positive  ganze  Zahl  ist  eine  Summe  (ein 
Aggregat)  verschiedener  Potenzen  der  Zwei  (Drei).  Ist  p  Primzahl^ 
so  ist 

der  Exponent  der  höchsten  Potenz  von  jp,  die  in  n!  aufgeht;  den  Rest 

von  --  (mod.  p)  giebt  L.  Stickelberger  (Math.  Ann.  37,  1890,  p.  321). 

P 
Das   Produkt   von   n   successiven   Zahlen   ist   teilbar  durch   das   der 

ersten  n;  nl  kann  keine  Potenz  sein®),  desgleichen  sind,  wenn  n  Prim- 
zahl >  5,  die  Gleichungen 

unmöglich^).  Aus  einem  allgemeineren,  von  F.  G,  Teixeira  bewiesenen 
Satze  von  M,  WeiU  (Par.  C.  R.  92, 1881,  p.  IO665  Par.  Soc.  M.  F.  Bull.  9, 

1881,  p.  172)  folgt  ^  teübar  durch  »!,  nach  D.  Andre  (Par.  C.  R  94, 

1882,  p.426)  sogar  durch  eine  gewisse  Potenz  (w!)«,  welche  C  de  Polignac 
(Par.  C.  R.  96, 1883,  p.  485)  näher  bestimmt  hat.    Nach  E.  Catälan  *°) 

ist      \(  j^h\\\i\    gai^ize  Zahl.     Die  Kugelzahl    in  einem   Kugelhaufen 

mit  quadratischer  (dreieckiger)  Basis, 

n(n+l)(2n  +  l)    /  n(n  +  l)(n+2)\ 

6  v^^^p-         6       ;> 

ist  eine  Quadratzahl  nur  für  n  =  1,  24  (resp.  1,  2,  48),  sie  kann  kein 
Kubus  noch  eine  fünfte  Potenz  sein^*). 

3,  EukUdisoher  Algorithmus.  Farey*80he  Beihen.  Bei  relativ 
primen   w,  n   giebt  der  Euklidische  Algorithmus  den  gewöhnlichen 

Kettenbruch  für  — : 

m 

J  =  «o  +  -^+.  1  =?o,(?i,...?,)- 

7)  Man  bemerke  unter  diesen  Sätzen  die  von  0.  Kessler,  Zeitschr.  Math. 
Phys.  28,  1883,  p.  60. 

8)  J.  Liouvük  im  J.  de  math.  (2)  1, 1866,  p.  277,  sowie  M,  C.  Moreau,  N.  Ann. 
(2)  11,  1872,  p.  172.  Der  Beweis  geschieht  mittels  des  von  Tschehyscheff  (Petr. 
Ac.  Bull.  11,  1868)  bewiesenen  Postulats  von  J.  Bertrand,  wonach  es  für  a> 8 
zwischen  a,  2  a  —  2  eine  Primzahl  giebt. 

9)  J.  Lwuville  im  J.  de  math.  (2)  1,  1866,  p.  861. 

10)  Catalan,  N.  Ann.  (2)  18,  1874,  p.  618;  vgl.  J,  Bourguet,  ebend.  (2)  14, 
1876,  p.  89;  Bachma/nn,  Zahlentheorie  1,  p.  37. 

11)  N.  Ann.  (2)  16,  1876,  p.  46;  17,  1878,  p.  464;  20,  1881,  p.  380. 


8.  EuklidUcher  Algorithmus.    Farey'sche  Reihen.  5Ö9 

Die  Abhängigkeit  von  n,  m  von  den  Teilnennem  bezeichnet  Gauss 
durch  die  Symbole  n  =  [qo,  qi,...qi],  ni  =  [qi,  q^,,  ,\  qi]  (Gauss* sehe 
Klammem)]  über  die  Gesetze,  die  sie  befolgen,  s.  die  Theorie  der 
Kettenbrüche  [I  A  3,  Nr.  46  f.]. 

Ist  —  bei  dem  gewohnlichen  Kettenbruch  für  einen  reellen  Wert 

o  der  n**  Näherungsbruch,  so  ist ^^  =  ^~"  — ;    J«,  i^n    sind 

relativ  prim;  die  Näherungsbrüche  ungerader  und  die  gerader  Ord- 
nung sind  zwei  gegen  einander  konvei^erende  Wertreihen,  cd  zwischen 
ihnen  enthalten;  a;  =  S»;  V  =  V»  geben  ein  relatives  Minimum  von 
X  —  yo,  insofern  der  Ausdruck  für  yKrjn   grösser  ist  (Lagrange). 


n 


Ist  in  dem  Kettenbruch  für  —  >  1  die  Reihe  der  Teilnenner  symmetrisch, 

so  ist  m*  +  1  oder  w* — 1  teilbar  durch  w.  Die  gewöhnlichen 
Kettenbrüche  für  zwei  äquivalente  Irrationellen  cd,  fo,  für  welche 
nämlich 

^'==  ^^T^'    ">  ^'  y^  *  8aJQ2i®  Zahlen,   a*  —  /Jy  =  +  1, 

haben  einen  vollständigen  Quotienten  gemeinsam,  und  umgekehrt. 
Über  periodische  Kettenbrüche  vgl.  I  C  3,  Nr.  ?• 

Nimmt  man  bei  dem  Algorithmus  des  grössten  gemeinsamen  TeUers 
statt  positiver  Reste  negative,  oder  mischt  beide  Methoden,  so  werden 

die   Teilzähler  —  1   resp.    +  1.     Jeder  irreduktible  Bruch  —  besitzt 

m  solcher  Kettenbrüche,  keinen  kurzem  als  den,  wo  nach  dem  klein- 
sten Rest  dividiert  wird;  diejenigen  nach  dem  grössten  geben  die  (zwei) 
längsten  ^^).  Die  Anzahl  der  erforderlichen  Divisionen  ist  bei  der 
Euklidischen  Methode  <5fi,  wo  fi  die  Ziffemzahl  von  m<n  (G.Lam4, 
Par.  C.  R.  19,  1844,  p.  867),   bei    der    nach    dem    kleinsten   Reste 

<ylogm  (J,  Bind,  J.  de  math.  6,  1841,  p.  449);    noch    kleinere 

Grenzen  bestimmte  A,  Dupre  (ebend.  11,  1846,  p.  41). 

Die  irreduktiblen  Brüche,  deren  Zahler  und  Nenner  ^i/,  bilden, 
der  Grösse  nach  geordnet,  die  Farey^sche  Beihe  i/**'  Ordnung.    Nach 

CL  C 

A,  Cauchy  ist  für  zwei  successive  Brüche  -^,  -j  einer  solchen  ad — bc 
=  +  1 ;  femer  ist  (Farey'sGker  Satz)  jeder  ihrer  Brüche  -^  aus  den 
zwei  ihm   benachbarten  -^,  y   komponierte^):  -^  =  ,  ^  ^'     Letztem 

12)  Vahlen,  J.  f  Math.  116,  1896,  p.  221. 

13)  Cauchy,  Exerc.  de  math.  1,  Par.  1827,  p.  114;  J.  Farey,  Phil.  Mag.  (1) 
47  (1816),  p.  386  (ohne  Beweis;  durch  Beobachtung  an  den  Goodwyn^schen 
Quotiententafeln);  Anonym  ib.  48  (1817),  p.  204. 
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Satz  gab  A,  Hurwitz^^)  unter  anderer  Form  und  zeigte,  wie  er  dann 
umzukehren  ist.    Die  successiven  Glieder  -^,  -j  der  Jbrey'schen  Reihe 

i;*«'  Ordnung,  zwischen  denen  ein  Wert  w  liegt,  heissen  Näherungswerte 
für  w  (Hurtvitg  und  VaMen  a.  a.  0.);  für  wachsendes  v  wird  der  kom- 
ponierte Bruch  der  nächstfolgende  Näherungswert.     Von  ^^  "ä"  *^^ 

erhält  man  alle  positiven  Brüche,  indem  man  zwischen  je  zwei  suc- 
cessiye  den  komponierten  setzt  Komponiert  man  stets  nur  die  zwei, 
zwischen  denen  w  liegt,  so  entstehen  alle  Nähenmgswerte  für  tv. 
Diese,  geordnet  wie  sie  durch  Komposition  hervorgehen,  teilen  sich  in 
Gruppen  mit  positivem  Fehler  (f  =  +  1)  und  solche  mit  negativem 
(i^  =  —  1);  bei  den  Hauptnäherungswerten  wechselt  sein  Vorzeichen. 
Die  Reihe  der  Vorzeichen  ist  die  Charakteristik  von  Wy^^)  darstellbar 
durch  £i^*»«**ij*» . . .;  ihr  entspricht  der  gewöhnliche  Kettenbruch 
m;  =  (xi  —  1,  ^9  ^9 ' '  ')y  seine  Näherungsbrüche  sind  die  Haupt- 
näherungswerte für  w. 

Ahnlich  gelingt  die  gleichzeitige  Annäherung  an  zwei  Werte  Xy  y 
durch  zwei  Brüche  mit  gleichem  Nenner  geometrisch  mittels  y^Farey- 
scher  Breiecksnetzef^, 

Mit   den  JPorey'schen  Reihen   ist  die  Reduktion   der  indefiniten 

quadratischen  binären  Formen  verknüpft  ^^).    Desgleichen  die  5^em'sche 

Entwicklung  ^^)  {m,  n),  bei  der  aus  den  positiven  ganzen  teilerfremden 

Zahlen  m,  n  die  Reihen 

>»,  m  -{•  ny  n 

m,  2m  +  w,  m  -{-  n,  w  +  2n,  n 

u.  s.  w.  gebildet  werden;  jede  positive  ganze  Zahl  km  +  ^w  (k,  l  teiler- 
fremd) kommt  in  ihr  vor  (für  m  =  1,  w  =  1  jede  positive  ganze  Zahl, 
auch  je  zwei  relativ  prime  Zahlen  a,  b  als  successive  Glieder);  die 
Ordnung  der  Reihe,  in  der  dies  geschieht,  bestimmt  sich  durch  den 

gewöhnlichen  Kettenbruch  für  -r-- 

J.  Hermes  (Math.  Ann.  45, 1894,  p.  371)  nennt  Farey'sche  Zahlen  die 
Zahlen  r,-,  für  welche  t^  =  \  und,  falls  h  ^  2*,  r^x^*  =  **"!"  V_ä4-i 
ist.   Nach  dem  Werte  von  x  zerfallen  sie  in  Abteilungen;  diejenigen  der 

14)  Hurwitz,  Math.  Ann.  44,  1894,  p.  417. 

16)  Vgl.  hierzu  E.  B.  Christoffel,  Ann.  di  mat.  (2)  15,  1887,  p.  263. 

16)  Hurwite,  Math.  Ann.  39,  1891,  p.  279  u.  46,  1894,  p.  86,  sowie  Chic. 
Math.  Congr.  pap.  1896  (1893),  p.  126;  8.  auch  A.  Markoff,  Math.  Ann.  15,  1879, 
p.  381. 

17)  M.  A.  Stern,  J.  f.  Math.  66,  1868,  p.  193;  s.  dazu  G.  Eisenstein,  Berl. 
Ber.  1860,  p.  36. 
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X  —  1*®"  sind  Gauss^sche  Klammern,  deren  Elemente  die  Zerlegungen 
von  X  in  positive  Summanden  bilden.  Heisst  eine  solche  Zerlegung 
(1,  2, ...r)-frei,  wenn  darin  die  Summanden  1,  2, . .  .  r  fehlen,  so  ist 
die  Anzahl  der  (1,  2, . . .  r) -freien  Zerlegungen  von  x  (mit  Permuta- 
tionen) gleich  dem  x*®°  Gliede  der  Lanie" sehen  Reihe  r^^'  Ordnung: 
Lk-^i  =  Lh  -{-  Lh—r ,  die  mit  r  Nullen  und  r  +  1  Einsen  beginnt. 

4.  Beste  und  Eongruenzen.  Sätze  von  Fermat  und  Wilson. 
Primitive  Wurzeln.  Haben  n,  ri  gleiche  Reste  (mod.m),  so  heissen  sie 
(mod.  n%)  hmgrumti  n^^^ri  (mod.  w),  Gauss,  Disqu.  A.  art.  1.  —  Alle 
(mod.  m)  kongruenten  Zahlen  bilden  eine  BestMasse,  m  inkongruente 
Zahlen  ein  vollständiges,  q>(ni)  inkongruente  zu  m  prime  Zahlen  ein 
reduziertes  Bestsystem  (mod.  m). 

Jede  ganze  Zahl  x,  für  welche  eine  ganze  ganzzahlige  Funktion 

fix)  ^  0  (mod.  m) 

wird,  heisst  eine  Lösung,  alle  kongruenten  Lösungen  eine  Wurzel 
dieser  Kongruenz.  Ihr  Grrad  ist  der  Exponent  h  der  höchsten  Potenz, 
deren  Koeffizient  durch  m  nicht  aufgeht.  Ist  m  Primzahl,  so  ist  die 
Anzahl  der  Wurzeln  <A.^®) 

Jede  zu  m  prime  Zahl  a  gehört  zu  einem  (kleinsten)  Exponenten  t 
derart,  dass  a'=E  1  (mod.  w);  t  ist  Teiler  von  q>(ni),  also 

a<pOn)  ^  1  (mod.  w); 
insbesondere  wenn  m  Primzahl  p,  so  ist  {Fermaf scher  Satz) 

aP-^  -^^  1  (mod.  p). 

Euler  bewies  letztem  (Petr.  Comm.  nov.  7,  1758/59,  p.  49  =  Comm. 
Ar.  1,  p.  260)  durch  Exhaustion  (s.  Disqu.  A.  art.  49),  den  verall- 
gemeinerten Satz  ebend.  8,  1760/61,  p.  74  =  Comm.  Ar.  1,  p.  274; 
J.  L,  LagroMge  ^®)  gab  die  Kongruenz 

xP-i  —  \^{xJ^\){x  +  2),,,{x  +  p  —  \)  (mod.  p), 

aus  der  neben  dem  Fermat'schen  auch  der  für  Primzahlen  charakte- 
ristische Wilson! sehe  Satz: 

1.2.3..-(p  — 1)  =  — 1  (mod.i)) 

hervorgeht*).     Allgemein  ist  das  Produkt  der  Zahlen  <w,   welche 

18)  Lagrange,  Berl.  Ac.  Eist.  24.  1770  (ann^e  1768),  p.  192  =  Oeuvr.  2,  p.  656; 
vorher  bezüglich  auf  x^  — 1  =  0  bei  Euler,  Petr.  Comm.  nov.  18,  1778,  p.  93 
s=  Comm.  Ar.  1,  p.  524. 

19)  Lagrange,  Berl.  Ac.  N.  M^m.  2,  1773  (ann^e  1771),  p.  125  =  Oeuvr.  8, 
p.  425. 

20)  Ed.  Waring,  Medit.  alg.  Cambr.  1770;  nach  Lagrange  bewies  den  Satz 
Euler,  Op.  anal.  Petr.  1783,  1,  p.  329  =  Comm.  Ar.  2,  p.  44,  s.  auch  Chiuss  Disqu. 
A.  art.  75 — 77.    Er  ist  in  einem  allgemeineren  J.  Steiner' Bchen  über  Primzahlen 

SnejUop.  d.  math.  Wissentoh.    I.  36 
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prim  zu  m  sind,  ^  —  1,  wenn  m  =  4,  jp",  2jp"  ist,  sonst  ^  +  1 
(mod.  niy^). 

Für  p  =  4Ä  +  3  folgt  12.3..  .5^  =  ±  1  (mod.  p);  die  von 

Lej.'Dirkhlet  (J.  f.  Math.  3,  1828,  p.  407  =  Werke  1,  p.  105)  gestellte 
Frage  nach  dem  Vorzeichen  beantwortete  K,  G.  J,  Jacohi  (J.  f.  Math.  9, 
1832,  p.  189  =  Werke  6,  p.  240)  dahin,  dass  es  gleich  dem  von  (—  1)^ 
sei,  wo  B  die  Anzahl  der  quadratischen  Reste  (s.  u.  Nr.  6)  von  p,  welche 

>  Y ;  weniger  einfache  Regeln  gaben  L.  Kronecker  und  J.  LiouviUe  [J. 

de  math.  (2)  5,  1860,  p.  127,  267]. 

JacoU  (J.  f.  Math.  3,  1828,  p.  301  =  Werke  6,  p.  238)  gab  zuerst 
Fälle    an,    in    denen    a^~*  —  1    durch   p^    teilbar.     Der    Rest    von 

(mod.  p)  bestimmt  sich  nach  einer  Regel  von  2).  Mirimanoff 

(J.  f.  Math.  115, 1895,  p.  295),  aus  welcher  auch  eine  von  Stern  (ebend.  100, 
1887,  p.l82)  richtig  gestellte  Formel  von  Sylvester  (Par.  C.  R.  52, 1861, 
p.  161)  folgt.  Aus  Stern' 8  Formeln  fliesst  u.  a.  die  Eisenstein'ache 
(Berl.  Ber.  1850,  p.  41) 


2P-^-i 


=  i  +  t  +  tH 1- ;7— 2  (P^^^' P)' 


p  '      3      '      6      '  '    jp  — 2 

Ist  d  Teiler  von  p  —  1,  so  gehören  q>(d)  Reste  zum  Exponenten 
d(mod.p)y  also  q>{p  —  1)  zum  Exponenten  p  —  1  (primitive  Wurzeln  g 
imod.p)),  Ist  a  prim  zu  p,  so  giebt  es  eine  Zahl  a<p —  1,  für 
welche  a^g^  (mod.  p)]  a  heisst  Index  von  a,  „ind.  a";  die  Indices 
aller  Reste  (mod.  p)  bilden  das  (auf  g  bezügliche)  Indexsystem.     Da 

ind.  aa'  ^  ind.  a  +  ind.  d  (mod.  p  —  1) , 

so  ist  die  Rechnung  mit  Indices  und  der  Übergang  von  einem  System 
zu  einem  andern  ähnlich  wie  bei  Logarithmen»). 

Wie  eine  primitive  Wurzel  zu  finden,  zeigt  u.  a.  Gauss,  Disqu.  A. 
art.  73  ^.  Das  Produkt  der  primitiven  Wurzeln  ist  ^  1  (mod.  p  >  3), 
ihre  Summe  ^  0,   wenn  p  —  1  gleiche  Faktoren  hat,  sonst  ^  +  1, 


enthalten,  ygl.  dazu  auch  Jacobi  {Steiner,  J.  f.  Math.  13, 1836,  p.  356  =  Werke  2, 
p.  7  und  Jacobi,  ib.  14,  1835,  p.  64  ==  Werke  6,  p.  252). 

21)  Gauss,  Disqu.  A.  art.  78;  Brennecke,  A,  L.  Grelle  und  F.  Arndt  im  J. 
f.  Math.  19,  1839,  p.  319;  20,  1840,  p.  29  und  31,  1846,  p.  329. 

22)  Jacobi" B  Canon  arithmeticus,  Regiom.  1839,  giebt  fCir  jede  Primzahl 
und  eine  bezügliche  primitive  Wurzel  die  den  Resten  entsprechenden  Indices 
und  umgekehrt.    S.  dazu  F.  A.  Lebesgue,  J.  de  math.  19,  1854,  p.  334. 

23)  S.  auch  6r.  OUramare,  J.  f.  Math.  49,  1855,  p.  161.  Eme  Tabelle  der 
kleinsten  primitiven  Wurzeln  aller  Primzahlen  <  3000  gab  G.  Wertheim,  Acta 
math.  17,  1893,  p.  315. 
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je  nachdem  die  Anzahl  der  Primfaktoren  gerade  ist  oder  nicht  (ebend. 

art.  80,  81;  F,  Arndt,  J.  f.  Math.  31,  1846,  p.  326;  F,  Hofinann,  Math. 

Ann.  20,  1882,  p.  471). 

Auf  die  Theorie  der  Indices  gründet  sich  die  der  binomischen 

Kongruenz«*) 

ic"  ^  a  (mod.  p), 

Ist  d  grosster  gemeinsamer  Teiler  von  n,  p  —  1 ,  so  hat  diese  S  oder 
0  Wurzeln,  je  nachdem  ind.  a^O  (mod.  S)  ist  oder  nicht;  ent- 
sprechend heisst  a  w**'  Potemrest  oder  -Nichtrest  von  p. 

Primitive  Wurzeln  (mod.  m),  d.  i.  zum  Exponenten  q>{fn)  gehörige 
Reste  giebt  es  nur,  wenn  m  =  p^  oder  2  •  p*  ist  (Disqu.  A.  art.  92). 
Eine  primitive  Wurzel  g  (mod.  p)  ist  es  auch  (mod.  p^)  —  und  dann  auch 
(mod.  p")  —  falls  g  nicht  der  kleinste  positive  Rest  von  gp  (mod.  p^) 
ist*^).  Im  allgemeinen  entspricht  a  kein  Index,  wie  für  m  =p,  nach 
Dirichlet^)  kann  ihm  aber  ein  Komplex  von  soviel  Indices  zugeordnet 
werden,  als  verschiedene  Primfaktoren  in  m  aufgehen;  anders  bestimmt 
F,  Mertens  ^  einen  solchen  Komplex  auf  Gru^d  eines  Kronecker'schen 
Gruppensatzes. 

6«  Eongrueiusen  und  nnbestinimte  Gleiohtingen  ersten  Grades. 
Partialbrüohe.  Perioden  der  Dezimalbrüche.  Die  Kongruenz  nx^c 
(mod.  m)  hat,  wenn  d  grosster  gemeinsamer  Teiler  von  m,  n  ist,  d 
oder  0  Wurzeln,  je  nachdem  c  durch  d  aufgeht  oder  nicht.  Sie  ist 
gleichbedeutend  mit  der  unbestimmten  (Diophantischen)  Gleichung 
nx  —  my  =  c;  im  erstem  Falle  folgt  aus  einer  Losung  x  =  Xq, 
y  3=  yo  die  vollständige  Lösung 

^  =  ^0  +  ^^}    y  =  yo+^^      (^  ganze  Zahl). 

Für  d=  1  ist  die  Gleichung  stets  auflösbar.  Sind  dann  |o,  tJq  Zähler 
und   Nenner   des   vorletzten   Näherungsbruches   fQr  — ,    so   gilt   bei 

passendem  Vorzeichen  a^o  =  ib  ^6o>  ^o  =^  it  ^^o- 

Auf  Kongruenzen  ersten  Grades  kommt  die  Aufgabe  zurück, 
rr  ^  «1 ,  Oj, . . .  (mod.  «i,  Oj, . .  .)  zu  machen.  Wenn  überhaupt  mög- 
lich, kann  sie  auf  den  Fall  relativ  primer  Moduln  reduziert  wrerden; 
mittels  Hilfiszahlen  r^,  r^,  .  .  .   von  der  Art,  dass  r,-  ^  1  (mod.  a,), 

^  0  [mod.  ^  ^  "  1  ist^  findet  sich  dann  als  allgemeine  Lösung 

24)  S.  dazu  Arndt,  J.  f.  Math.  81,  1846,  p.  333. 

25)  Lehesffue,  J.  de  math.  19,  1864,  p.  289,  334. 

26)  DiricMet,  Berl.  Abb.  1837,  p.  46  =  Werke  1,  p.  313  oder  Vorlesungen, 
Snppl.  6.   Vgl.  G.  T.  BermeU,  Lond.  Tr.  184, 1893,  p.  189,  wo  auch  Tabellen. 

27)  Mertens,  Wien.  Ber.  106,  1897,  p.  132. 
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x^ccj^Ti  +  a^r^  +  •  •  •  (mod.  üiO^  , .  .).*) 

Wenn  die  Ui  vollständige  (reduzierte)  Restsysteme  nach  den  Oi  resp.  sind^ 

so  durchläuft  x  ein  ToUständiges  (reduziertes)  Restsystem  (mod.  a^a^...). 

Zwei  Zahlen  r,  s,  för  welche  rs^l  (mod.  m),  heissen  socii  (G(mss) ; 

man  setzt  dann  —^s  (mod.  w).    Mit  ihrer  Hilfe  ergeben  sich  leicht 

die  Sätze  von  Fermai  und  Wilson  und  über  quadratische  Reste  *^). 
Die  ganzzahlige  Lösung  der  allgemeineren  Gleichung 

«1^1  +  «2^2  H h  ««^«  =^ 

kommt  auf  die  der  obigen  einfachen  zurück^).  Aus  einer  Lösung  |< 
findet  sich  die  allgemeine  in  der  Form 

w  — 1 

WO  die  a^i  bestimmte^  die  z^  unbestimmte  ganze  Zahlen  sind.  Die^ 
falls  c  und  die  a,-  positive  ganze  Zahlen  sind,  endliche  Anzahl  posi- 
tiver Lösungen  drückt  K,  Weihrauch  (Zeitschr.  f.  Math.  u.  Phys.  20, 
1875,  p.  97,  112)  durch  eine  Formel  aus,  welche  als  Koeffizienten  die 
BemouUi'schen  Zahlen  enthält.     Für  die  Gleichung  a^  x^  -{-  a^x^  =  c 

(a^,  CC2  relativ   prim)   ist  sie    +  y>    wo   y  =  0    oder    1.*^)    — 

Bezüglich  der  ganzzahligen  Lösung  eines  Systems  linearer  Gleichungen 
oder  Kongruenzen  s.  die  arithmetische  Theorie  der  linearen  Formen*^ 
[I  C  2,  Nr.  a]. 

Büerhin  gehört  auch  der  Satz  (Disqu.  A.  art.  309 — 311):  Der  irre- 

duktible  Bruch  —  ist  auf  eine  einzige  Art  in  Partialbrüche  zerlegbar: 

WO  n  =  abc . . .  eine  Zerlegung  in  relativ  prime  Faktoren,  x  ganze  Zahl, 
a,  /), . . .   positive   ganze  Zahlen   <  a,  &,  . . .  resp.   sind.     Desgleichen 

28)  Diese  Gauss'sche  Regel  (Disqu.  A.  art.  36)  giebt  schon  der  Chinese  Sun 
Tsze  in  seinem  Ta  yen  {K,  L.  Biematzki  und  L.  Matthiessen,  J.  f.  Math.  52,  1856, 
p.  59  und  91,  1881,  p.  254). 

29)  DtndWe^'s  Vorlesungen,  p.  80;  E.Schering,  Acta  math.  1,  1882/3,  p.  153. 

30)  Euler,  Op.  anal.  2,  Petr.  1785,  p.  91  =  Comm.  Ar.  2,  p.  99;  Jacohi 
gab  vier  verschiedene  Lösungsarten,  J.  f.  Math.  69,  1868,  p.  1  =  Werke  6,  p.  855; 
vgl.  die  Vereinfachung  und  Weiterfahrung  bei  W.  Fr.  Meyer,  Zürich  Congr. 
Verh.  1898,  p.  168. 

31)  E.  Cesäro,  Lihge  m^m.  (2)  10,  1883,  p.  275;  E.  Catalan,  ib.  (2)  12, 13, 
15  (1886—1888). 

32)  S.  darüber  St.  Smith,  Lond.  Trans.  151,  1862(1861),  p.  293;  Lond.Math. 
S.  P.  1873,  p.  241  =  Coli.  Pap.  1,  p.  367;  2,  p.  67;  G.  Frobenius,  J.  f.  Math.  86, 
1879,  p.  146  u.  88,  1880,  p.  96. 
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die  Periodizität  der  Dezimalbriiche  f&r  gewöhnliche  Brüche  (Disqu.  A. 
art.  312—318).    Sei  a  prim  zu  2pj  p  Primzahl.    Die  Mantissen  von 

— ,  —  sind  5f*a,  2''a;  gehört  10  (mod.  jp'*)  zum  Exponenten  c,  so 
ist  die   Mantisse   Ton  — periodisch  und  c  die  Grösse  der  Periode.   Die 

AM 

Mantisse  von  —  findet  sich  aus  denen  der  Partialbrüche.  Ist  n=2"5^i/, 

so   ist  sie  von  der  ^[ten   Stelle   an   periodisch,   je  nachdem   €c^ß. 

Daran  sich  schliessende  Sätze  s.  u.  a.  bei  S.  Mord  und  E.  Pellet^  N. 
Ann.  (2)  10,  1871,  p.  39,  93.  J.  W.  L.  Glaisher  in  „Henry  Goodwyns 
table  of  circles",  Proc.  Cambr.  3,  1879,  p.  185;  Kessler,  „Perioden- 
längen der  Dezimalbrüche . . .",  Berlin  1895,  geben  die  Perioden  und  ihre 
Grösse  bei  Brüchen  mit  Primzahlnenner  u.  dgl. 

6,  Qnadratiflohe  Beste;  BeziproBitätsgesetz.  Eine  zu  p  prime 
Zahl  n  heisst  quadratischer  Rest  oder  NicMrest  von  p,  je  nachdem 
x^^n  (mod.  p)  auflösbar  oder  nicht.     Ist  p  ungerade  Primzahl,  so 

setzt  man  resp.  {Legendr e^sches  Symbol)  (— ]  =  +  1*  ^  ^i'^®  ^^  Prim- 
faktoren zerlegte  ungerade  Zahl  p  =  p  p' . . .  {JacoMsches  Symbol) 

fe)-(7)(F)- 

Ist  p  Primzahl,  so  ist  {Euler' sches  Kriterium)^)  n  *  ^  (— )  (mod.p). 
Damit  die  Kongruenz  x^^n  (mod.  p)  bei  gegebenem  Modulus 

lösbar  sei,  sind  1)  falls  a  »=  0,  1:  die  Bedingungen  \—\  =  1, 

2)  falls  a  =:  2:  ausser  diesen  Bedingungen  n  =  4A  -f"  1; 

3)  faUs  «  >  2:  ausser  jenen  Bedingungen  n  =  8ä  +  1  notwendig 
und  hinreichend.  Sind  diese  Bedingungen  erfüllt,  so  giebt  es  resp.  2*, 
2«+S  2«+«  Wurzeln. 

Von  welchen  ungeraden  Zahlen  p  eine  gegebene  Zahl  quadratischer 
Rest  sei,  beantworten  die  sogenannten  Ergämungssätee^): 

(=^)  =  (- 1)'"^  (!>  >  0),     (A)  =  (_l)'^ 
und  das  (verallgemeinerte)  JReziprozitätsgesetz: 

83)  Euler,  Opusc.  anal.  1  (1778),  p.  242, 268  =  Comm.  arithm.  coli.  2,  p.  1, 18. 

84)  Beide  gab  P.  Fermat\  Euler  bewies  den  ersten  (op.  anal.  1,  p.  64;  Petr. 
Comm.  N.  ö,  1759,  p.  5  und  18,  1774,  p.  112  =  Gomm.  Ar.  coli.  1,  p.  210,  477), 
8.  auch  Gauss,  Disqu.  A.  art.  108 — 111;  den  zweiten  Lagrange,  Berl.  Ac.N.  M^m. 
4,  1775,  p.  849,851  *-  Oeuvr.  8,  p.  771,  s.  auch  Gauss,  Disqu.  A.  art.  112— 116. 
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(f )  •  (f )  -  (- «"^  "^ 

{p,  q  nicht  zugleicb  negatiy,  ungerade,  relatiy  prim).  Der  Entdecker 
des  auf  Primzahlen  bezüglichen  Legendre'schen  Reziprozitätsgesetzes  ist 
Etder  *^),  Legendre  gab  ihm  obige  Form  und  bewies  es  teilweise.  Gauss 
gab  sieben  Beweise  des  Satzes  (theorema  fundamentale).  Der  1^  (Disqu. 
A.  art.  131 — 151),  von  Dirichlet  vereinfachte,  ist  ein  Induktionsbeweis, 
der  des  Satzes  bedarf,  dass  es  für  eine  Primzahl  j}  =  8ä  +  1  eine 
kleinere  Primzahl  giebt,  von  welcher  p  quadratischer  Nichtrest  ist**). 
Der  2*®  Beweis  (Disqu.  A.  art.  262)  ruht  auf  der  Theorie  der  quadrati- 
schen Formen,  der  4**  und  6*®  {GausSy  Werke  2,  p.  9  u.  55)  auf  der  Kreis- 
teilung, der  7**  (ebend.  p.  234)  auf  höheren  Kongruenzen,  der  3*®  und 
5**  (ebend.  p.  3  und  51)  auf  dem  Gtmss'schen  Lemma^''),  Bei  Gauss  für 
zwei  Primzahlen,  nach  E.  Schering  (Berl.  Ber.  1876,  p.  330)  für  zwei  un- 
gerade relativ  prime  positive  p,  q  giltig,  ist  (-^j  =  ( —  1)^,  wenn  fi  die 

Anzahl  der  negativen  unter  den  Resten  von  1  •  2 ,  2  •  g,  •  •  •  "7  •  q  (mod.  p) 
ist,  oder  p_-i 

wenn   ü(rc)  =  rc  —  1  ^  "^  t1   ^®^   Unterschied    zwischen   x  und   der 

nächsten  ganzen  Zahl  und  sgn.  x  die  mit  dem  Vorzeichen  von  x  ge- 
nommene Einheit  ist  (Kranecker), 

Fast  alle  übrigen  Beweise  fallen  in  dieselben  Kategorieen.  O.Baum- 
ga/rt  (über  das  quadratische  Reziprozitätsgesetz,  Leipzig  1885)  hat  die 
bis  dahin  bekannten  systematisch  geordnet,  unter  den  späteren  Be- 
weisen^®) der  letzten  Kategorie  zeichnen  sich  die  von  H.  Schmidt  (J.  f. 

85)  S.  darüber  Kronecker,  Berl.  Ber.  1876,  p.  267. 

36)  Auf  demselben  Satze  beruht  Kronecker'%  Beweis,  Berl.  Ber.  22./6. 1876, 
p.  330  und  7./2.  1884,  p.  519,  mit  dem  Matth.  Schaar,  Brux.  Bull.  (1)  14,  1847, 
art.  1,  p.  79  zu  vergleichen  ist. 

37)  Eine  Verallgemeinerung  desselben  s.  bei  P.  Oazzaniga,  Yeneto  B.  Istituto 
(6)  4,  1886,  p.  1271. 

38)  Statt  dieses  algebraischen  Ausdrucks  benutzte  Eisenstein  (J.  f.  Math.  29, 

1845,  p.  177)  den  transcendenten 

2hq7C 


(f)-n 


sin 

P 


,»/       L  1  2hn 

h      Sin  

P 
39)  S.  u.  a.  A.  S.  Bang,  N.Tidsskr.f.  Math.  5  B,  1894,  p.  92;   F.  Buniakawsky, 
St.  F6t.  Bull.  14, 1869,  p.  432;  F.  Franklin,  Mess.  (2)  19, 1890,  p.  176;  J.  C.  Fields, 
Amer.  J.  of  math.  13, 1890,  p.  189;  Lerch,  Teixeira  J.  8,  1887,  p.  137;  J.  Hermes, 


\ 
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Math.  111,  1893,  p.  107)  aus,  sowie  der  von  G.  Zolotareff  (N.  Ann.  (2) 
11, 1872,  p.  354)  durch  sein  Prinzip:  für  zwei  Primzahlen  ist  (— j  =  +  1, 

je  nachdem  die  Restreihe  1  •  g^,  2  •  g, . . .  (jp  —  1)  g^  (mod.  p)  aus  1,  2,-  •  • 
p  —  1  durch  eine  gerade  oder  ungerade  Anzahl  Derangements  ent- 
steht. M.  Lerch  (Bull,  international,  Prague  1896)  hat  dasselbe  für  zu- 
sammengesetzte jp,  q  erweitert.  Ferner  ist  für  Primzahlen  nach  E,  Busche^) 

Ul\  =  +  1,  je  nachdem  die  Anzahl  der  Zahlen  1  ~,  2-|-,  •  •  •  ^-r — 

•  -|- ,  die  zwischen  einem  ungeraden  amd  dem  folgenden  geraden  Viel- 

fachen  von  ^  liegen,  gerade  oder  ungerade  ist.  In  wiederholten  Ar- 
beiten hat  Kronecker  die  natürlichste  Herleitung  des  Reziprozitäts- 
gesetzes aus  den  Eigenschaften  der  Funktion  [x]  gesucht.   Aus  ihnen  folgt 

h=  1,2,"-^""^, 
oder  auch 

(f)-8».77(^-|)(}+|-4). 

und  aus  jeder  dieser  Formeln  das  Reziprozität^esetz  ^^).  In  seinen 
späteren  Arbeiten  stellt  er  das  Verhältnis  seiner  Forschungen  zu  den- 
jenigen von  Ä.  Genocchi  und  Schering  fest**);  die  Beweise  der  letztem, 
im  wesentlichen  identisch,  sowie  der  5^  Gauss'sche  können  als  ,4oga- 
rithmische  Umgestaltung'^  des  von  Eronecker  in  einfachster  Oestalt 
gegebenen  3**°  Gauss'schen  gelten.  Andererseits  hebt  Schering  (Acta 
Math.  1,  1883,  p.  153)  hervor,  dass  alle  diese  Beweise,  sowie  der  geo- 
metrische von  Eisenstein,  auf  die  Zählung  der  Lösungen  linearer  und 
bilinearer  Kongruenzen  zurückkommen.  Schon  Genocchi  bemerkte  die 
Beziehungen 


Arch.  f.  Math.  u.  Phys.(2)  6,  1887,  p.  190;   E.  Lucas,  St.  P^t.  M^langes  math.  et 
astr.  7,  189i,  p.  65;  Assoc  fran9. 19, 1890,  p.  147;  s.  das.  auch  Ä.  Mairot,  p.  82. 

40)  Busche,  J.  f.  Math.  103,  1888,  p.  118;  Hamb.  Mitt.  3,  1896,  p.  233,  wo 
ein  geometrischer  Beweis  analog  dem  Eisenstein' sehen  (J.  f.  Math.  28, 1844,  p.  246). 
Vgl.  noch  Lange,  Leipz.  Ber.  48,  1896,  p.  629;  49,  1897,  p.  607,  wo  die  Be- 
ziehungen von  zwei  Reihen  von  Teilstrecken  p,  q  zu  Grunde  liegen. 

41)  Kronecker,  Berl.  Ber.  7./2.  1884,  p.  519. 

42)  Kronecker,  ebend.  1885,  p.  383  sowie  J.  f.  Math.  104,  1889,  p.  348;   Oe- 
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aus  denen  die  von  Hacks^)  sogleich  folgt: 

Beziehungen  ähnlicher  Art  gab  Stern,  J.  f.  Math.  106,  1890,  p.  337. 

Eine  durch  kein  Quadrat  teilbare  Zahl  n  kann  gleich  +  2*^  •  p 

gesetzt  werden,  wo  p  positiv  und  ungerade;  sei  *  =  +  1,  je  nachdem 

+  p  ^  1,  3  (mod.  4),  und  a  =  +  1  ^^^  ^  =  |  V ;  so  ist  für  eine  zu 
2n  prime  positive  Zahl  m  (DirüMet) 

Alle  solche  m,  für  welche  (—\  =  +  1>  sind,  wenn  d  =  e  =  -j-  1,  in 
Y  v(P)  ai^^ixietischen  Reihen  2nsf  -{'  a,  sonst  in  ebenso  viel  Reihen 

4nz  '{'  a,  alle  dagegen,  für  welche  (—\  =  —  1,  in  ebenso  viel  Reihen 

2nsf  +  6,  4n£r  +  b  resp.  gegeben  (Disqu.  A.  art.  147 — 149);  die  Prim- 
zahlen der  erstem  Art  heissen  die  Teuer  von  x^  —  w. 

Zur  Bestimmung  von  ( — j  dienen  Regeln,  die  sich  auf  Algorithmen 

wie  der  Euklidische  oder  auf  Eettenbrüche  gründen.  Die  erste  gab 
Gauss  (Werke  2,  p.  61  u.  fif.)  auf  Grund  des  Euklidischen  Algorithmus 
und  der  Eigenschaften  seines  Ausdrucks  9)(m,  n)  (s.  I  G  3,  Nr.  4). 
Ch.  Zdler,  der  sein  Verfahren  vereinfachte  (Gott.  Nachr.  1879,  p.  197), 
setzt  auch  einen  Algorithmus  mit  positiven  Resten  voraus.  Schering 
(Gott.  Nachr.  1879,  p.  217)  giebt  mittels  seiner  Funktion 

d.  i.  der  Anzahl  positiver  oder  negativer  Werte,  die  F  für  alle  fi,  v, . . . 
in  gewissen  Grenzen  annimmt,  ein  von  jener  Voraussetzung  freies,  all- 
gemeineres Verfahren.    Eine  andere  Regel  gab  Msenstein,  noch  andere, 
die  sich  der  Kettenbrüche  bedienen,  Gegenbauer  und  Kronecker^), 
Aus  Dirichlefs  Formeln  [I G  2,  Nr.  b]  für  die  Elassenanzahl  quadra- 


nocchi,  Belg.  Mäm.  26,  1863,  (1862)  chap.  13;  auch  Par.  C.  R.  90,  1880,  p.  300; 
Schering,  Gott.  Nachr.  1879,  p.  217;  s.  dazu  auch  J.  Hacks,  Acta  math.  12, 
1888,  p.  109. 

43)  Hacks  a.  a.  0.  S.  auch  Busche,  Üher  eine  Beweismethode  in  der 
Zahlentheorie,  Gott.  1883. 

44)  Eisenstein,  J.  f.  Math.  27,  1844,  p.  317;  s.  dazu  Lebesgue,  J.  de  math.  12, 
1847,  p.  497;  L.  Gegenbauer,  Wien.  Ber.  1880,  p.  931  und  1881,  p.  1089;  Kronecker, 
Berl.  Ber.  1884,  p.  630.     Vgl.  auch  G.  HeiniUy  Diss.  Gott.  1893. 
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tisclier  Formen  folgen  Sätze  über  die  quadratischen  Reste  und  Nichtreste 
in  gewissen  Grenzen;  z.  B.  ist  für  Primzahlen  p  =  4&-{-  ^  zwischen  0^ 

Y  die  Anzahl  der  quadratischen  Beste  a  grösser  als  die  der  Nicht- 
Reste 6;   zwischen  0,  p  ist  ^a<C  ^b,     Stern  fand  (J.  f.  Math.  71, 

1870,  p.  137)  ^b<2^a  für  p  =  8Ä  +  3  und  <3^a  für 
j,  =  8Ä  +  7.  Nach  R.  Götting  (ebend.  70,  1869,  p.  363;  vgl.  Ldtesgue, 
J.  de  math.  7,  1842,   p.  137)   liegen    für  ^j  =  8ä  +  3    zwischen  0, 

-^  gleichviel  quadratische  Reste  wie  Nichtreste,  fttr  jp  =  8  A  +  "^ 
zwischen  x,  y*  ^Stent  fügte  ähnliche  Sätze  hinzu,  z.  B.  giebt  es  für 
|)  =  8Ä  +  1  zwischen  0,  y  mehr  gerade  als  ungerade   quadratische 

Reste,  umgekehrt  für  j?  =  8ä  +  5-  Neben  quadratischen  Resten  hat 
Stem^)  die   trigoncUen  imd  bitrigonalen,   d.  i.  die  Reste  der  Zahlen 

^  r^  und  x(x '{' 1)  {mod.  p)  untersucht.  Eine  von  ^  7"  ver- 
schiedene Zahl  n  ist  trigonaler  Rest  oder  Nichtrest,  je  nachdem 
8n  +  1  quadratischer  Rest  oder  Nichtrest  ist;  ^—j —  hat  den  gleichen 

trigonalen  wie  quadratischen  Charakter.  U.  a.  giebt  Stern  Sätze  betr. 
die  Summen  einerseits  der  quadratischen,  andererseits  der  trigonalen 
oder  bitrigonalen  Reste  und  Nichtreste,  sowie  die  Anzahl  der  einen 
wie  der  andern  in  gewissen  (Frenzen.  Es  folgt  der  Eisenstein'sche 
Satz  (J.  f.  Math.  27,  1844,  p.  283):  Istjp  =  4Ä  + 1,  g  primitive  Wurzel 
von  p;  a,  6,  c,  d  Anzahl  der  ersten  p — 2  Trigonal-(Bitrigonal-)Zahlen, 
deren  Indices  ^  0, 1,  2,  3  (mod.  4)  sind,  so  ist  (a  —  c)'+  {b  —  d)*  =p. 

7.  Unbestimmte  Gleichungen  2.,  3.,  4.  Grades.  Quadratisolie 
Kongruenzen.  Die  ganzzahlige  Auflösung  der  ufibesUmmten  Gleicku/ngen 
höheren  Chrades  erledigt  systematisch  die  Theorie  der  Formen,  z.  B. 
die  der  allgemeinen  quadratischen  Gleichung  mit  zwei  Unbestimmten 
die  Theorie  der  binären  quadratischen  Formen  [I  C  2,  Nr.  c].  Hierhin 
gehört  die  Pell'sche  Gleichung  x^  —  Dy^  =  i  1-  Mancherlei  unbe- 
stimmte Gleichungen  oder  Systeme  solcher  haben  aber  besondere  Be- 
handlung erfahren,  bei  der,  meist  auf  Grund  von  Identitäten,  ihre 
Unmöglichkeit,  oder  Formeln  für  ihre  Lösungen,  oder  mittels  einer 
Lösung  wieder  eine  neue  hergeleitet  wird. 

Beispiele.  Quadratische  Gleiohangen.  a)  Die  Bestimmung  der 
rtxtionalen,  d.  i.  solcher  Dreiecke,  deren  Seiten  und  Inhalt  rational  sind, 
kommt  auf  die  der  rationalen  rechtwinkligen,  d.  i.  auf  die  der  Pytha- 


46)  ./SIem  im  J.  f.  Math.  69,  1868,  p.  370. 
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goräischen  ganzen  ZäMen,  för  welche  x^  -{'  y^=  js^  ist,  zurück.  Schon 
Brahmagupta  (etwa  600  n.  Chr.,  seine  Algebra  ausgebildet  von  Bhascara 
über  500  J.  später)  gab  die  Lösung 

X  =  m^  —  »*,   y  =  2mn,   je?  =  m*  +  n*    (m,  n  ungleichartig,  w*  >  n*). 

Speziellere  Regeln  gaben  Pythagoras  und  PlcUo.  Eine  historische  Über- 
sicht der  Arbeiten  über  rationale  Dreiecke  s.  bei  Th.  Pepin  (Rom.  Acc. 
P.  N.  Line.  A.  46,  1893,  p.  119),  eine  systematische  Herleitung  der 
Dreiecke  bei  K  Bath  (Arch.  f.  Math.  56,  1874,  p.  188).  Für  die  pytha- 
goräischen  ist 

X  =  d(2n  +  ci),    y  =  2n(n  +  rf),    £r  =  j/  +  rf^  =  ^  +  ^"^^j 

wenn  d  ungerade;  jedem  d  entspricht  ein  besonderer  Komplex;  Pytha- 
goras^ Regel  giebt  den  ersten  Komplex,  die  des  Plato  die  ersten  Drei- 
ecke sämtlicher  Komplexe.  Durch  An-  und  Aufeinanderlegen  pytha- 
goräischer  finden  sich  alle  schiefwinkligen  rationalen  Dreiecke.  — 
K  Hoppe  (Arch.  f.  Math.  64,  1880,  p.  441)  giebt  die  rationalen  Drei- 
ecke, deren  Seiten  drei  successive  Zahlen.  —  Eng  hiermit  verbunden 
sind  die  numeri  congrui  n,  fär  welche  die  beiden  Gleichungen  5'+ w=w*, 
s»_  w  =  v«  in  rationalen  Zahlen  möglich  sind.  In  drei  von  B.  Bon- 
compagni  publizierten  Schriften  von  Fibonacd  (Leonardo  v.  Pisa),  unter 
denen  das  libro  de'  quadrati,  werden  sie  im  Anschluss  an  zwei  ara- 
bische Manuskripte  behandelt;  Jfcf.  F,  Woepcke^  der  diese  übersetzte, 
gab  verschiedene  Formeln  zu  ihrer  Bestimmung,  u.  A.  hat  sie  auch 
Genocchi  behandelt**).  Vierecke  mit  rationalen  Seiten  und  Diagonalen 
zu  bilden,  lehrte  schon  Brahmagwpia,  dessen  schwer  verständliche 
Sätze  M.  Chasles  (Aper9u  bist.  Par.  1837,  deutsch  v.  A.  Sohncke,  Halle 
1839,  Note  12)  aufgeklärt  hat.  Kummer  (J.  f.  Math.  37,  1848,  p.  1), 
nach  dem  die  Aufgabe  auf  die  Betrachtung  rationaler  Dreiecke 
zurückkommt,  führt  sie  allgemeiner  auf  die  Euler'sche  zurück: 
die  Quadratwurzel  aus  einer  ganzen  Funktion  4.  Grades  rational  (s. 
u.  a.  Gomm.  Arithm.  coli.  2,  p.  474)  zu  machen.  Für  die  Auffindung 
von  Tetraedern,  deren  Kanten  und  Inhalt  rational  sind,  gab  K.  Schwering 
(J.  f.  Math.  115,  1895,  p.  301)  eine  gleichfalls  hierauf  zurückführende 
Methode. 

b)  Pq^n^'^  gab  die  rationale  Auflösung  des  Gleichungspaares 
X*  -|-  y*  —  l  =  z^f    x^  —  y'  —  1  =  M*. 

46)  GenocdUj  Ann,  sei.  mat.  fis.  6, 1855,  p.  273;  F,  Woepcke,  Ann.  di  mat.  3, 
1860,  p.  206;  4,  1861,  p.  247. 

47)  N.  Ann.  (2)  14,  1875,  p.  63. 
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Schon  BeJui-Eddin  stellte  in  seinem  Eh^asat  al  Hisäb  die  Aufgabe, 

das  System 

0?*  +  a?y  +  2y*  =  m^,    x^  —  xy  —  2y*  =  v* 
zu  losen. 

Genocchi^)  giebt  die  Lösung  rc  =  34,  y  =  15.     Lucas^^)  führt 

die  Auflösung  auf  die  der  Gleichung 

(f  +  s^y  +  32  rs{r^  —  s")  =  t\ 

d.  i.  auf  die  Aufgabe  zurück:  ein  rechtwinkliges  A  zu  finden,  für  welches 
das  Quadrat  der  Hypotenuse  plus  dem  32  fachen  A  ein  Quadrat  ist, 
und  lehrt  aus  einer  Lösung  stets  eine  neue  finden. 

c)  Ahnlich  behandelt  Lucas  ^)  das  System  von  Fibonouxi: 

x^  —  Ay^  =  u^y    x^  +  -^y*  =  v*5 
zur  Auflösung  ist  notwendig  und  hinreichend,  dass  a6(a  +  6)(öt  —  6) 
«=  J.cl     Die  Werte  J.  =  1,  2,  jp,  2g',  pp,  2iij  wo  p,  p  Primzahlen 
8n  +  3;  g,  q   solche  8w  +  5  ^^^  sind  unzulässige^). 

d)  Das  System  y  =  a;^  +  (^  +  l)^  y*  =  ^*  +  (^+l)*  behandelte 
E,  de  Jonquieres^^'^  y  =  5^  ist  die  einzige  zulässige  Primzahlpotenz. 
Ähnliche  Sätze  gab  (nach  Eug.  Lionnet)  M.  Mord  BUmc,  N.  Ann.  (3)  1, 
1882,  p.  357;  u.  a.  ist  13  die  einzige  Primzahl,  die  ebenso  wie  ihr 
Biquadrat  Quadratsumme  zweier  successiven  Zahlen  ist. 

e)  Nach  Fermoit  hat  das  System  x  =  2y^ —  1,  x^  =  2z^  —  1 
die  einzige  Lösung  x  =  l  [Lucas  ebend.  (2)  18, 1879,  p.  74;  Genocchi, 
N.  Ann.  (3)  2, 1883,  p.  306]. 

f)  Für  die  schon  von  Etder  (Alg.  2,  Petr.  1770  [frz.  v.  Lagrange j 
Lyon  1794,  dtsch.  v.  GrusoHy  Berl.  1796/97],  p.  234)  behandelten  Glei- 
chungen x^+y^=p\    y*+^'=g^    z^+x'^r^ 

gab  Ca.  Chabandj  N.  Ann.  (2)  13, 1874,  p.  289  unendlich  viel  Lösungen. 

Kubisohe  Gleioliangen.  Die  allgemeine  kubische  Gleichimg 
fipO)  y,  ^)  =  0  mit  drei  Unbestimmten  behandelte  Cauchy,  später  Ad, 
Deshoves  ^^).    Aus  einer  Lösung  Xj  y,  z  findet  sich  eine  zweite  als  Schnitt 

iS)  Oenocchi,  Sopra  tre  scritti  inediti  di  Leonardo  Pisano,  publ.  da  Bon- 
compagni,  Borna  1855. 

49)  N.  Ann.  (2)  15,  1876,  p.  «59. 

50)  N.  Ann.  (2)  17,  1878,  p.  446;  der  Fall  ^  »  6  (eine  Fermat'scbe  Aufgabe) 
ebend.  15,  1876,  p.  466.    Vgl.  S.  BoberU,  Lond.  M.  S.  Proc.  11,  1880,  p.  35. 

51)  Oenocchi,  Ann.  sei.  mat.  6,  1855,  p.  299. 

52)  N.  Ann.  (2)  17,  1878,  p.  219,  241,  289,  374,  419,  433,  514;  ebend.  (2) 
18,  1879,  p.  464.  Eine  Folgerong  daraus  s.  E.  Oirono  ebend.  17,  p.  381 ;  ähn- 
liche Gleichungen  ebend.  p.  521. 

53)  Ca%Khy,  Exerc.  de  math.  cahier  4;  Äd,  Deshoves,  N.  Aon.  (2)  18,  1879, 
p.  265  und  20,  1880,  p.  173,  sowie  (3)  5,  1886,  p.  545. 
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der  Tangente  in  a:,  y,  jer  mit  der  Kurve  f{Xj  y,  0)  —  0,  z.  B.  fttr  die 

Gleichung 

aa?*  +  6y*  +  cjef*  +  dxyz  =  0 

durch  die  Formeln  x(by^ — ci^),  y(cs^  —  ö^)>  is{ax^  —  5y*);  aus 
zwei  Lösungen  x,  y,  xr;  x',  y,  z  eine  dritte  als  Schnitt  der  Sekante 
dieser  Punkte  mit  der  Eurve^  im  speziellen  Falle  durch  die  Formeln 

x^}f  z'  —  x^yz^    y^x'  z'  —  y^xz ,    z}xy  —  z^xy ; 

ist  x\  y'j  z'  die  erstgefandene  zweite  Losung/  so  ist  die  dritte  im 
allgemeinen  der  ersten  gleich ,  falls  nicht  zwei  unbestimmte  symme- 
trisch auftreten^  wie  bei  rr*  +  y*  =  -^^'  Daniit  letztere  Gleichung  lös- 
bar, ist  notwendig  und  hinreichend  [iwms,  N.  Ann.  (2)  17, 1878,  p.  425], 
dass  al  (a  -f  6)  =  ^c*.  Nach  Legendre  (Th.  d.  n.  2,  §  1)  ist  ^  =  2»  für 
M  >  1  unzulässig,  gegen  seine  Aussage  ^  =  6  zulässig  (Lösung:  17, 
37,  21),  andere  unmögliche  Fälle  gaben  u.  a.  Sylvester^  Lucas,  Pepin^). 

Die  Gleichung  a:*  +  a  =  y^  ist  seit  Fermat  und  EtUer  mehrfach 
behandelt.  Für  a  =  —  2,  —  4  hat  sie  eine  Lösung,  desgl.  für  a  =  1 
{Girono)j  andere  Fälle  dieser  Art  gab  Pqpin,  J.  de  math.  (3)  1,  1875, 
p.  317;  für  a  =  8  hat  sie  mehr  als  eine  Lösung,  ist  unmöglich  für 
a  =  — 17  [Gerono,  N.  Ann.  (2)  16, 1877,  p.  325]  und  in  allgemeineren, 
Yon  de  Jonquieres  (ebend.  17,  1878,  p.  374)  angegebenen  Fallen;  s.  auch 
5.  BMis,  ebend.  (3),  2,  1883,  p.  289. 

Für  die  Gleichung  ir*  +  y"  =  jef*  +  w'  gab  Etder  (Petr.  N.  Comm.  6, 
1756/57,  p.  155;  8,  1760/61,  p.  105  =  Comm.  Ar.  1,  p.  193,  287) 
Lösungsformeln,  die  J,  Binet  (Par.  G.  R.  12, 1841,  p.  248)  umgestaltete 
und  Ch,  Hermüe  aus  der  Theorie  der  Flächen  3.  Ordnung  bestätigte 
[N.  Ann.  (2)  11,  1872,  p.  5]. 

G^nocchi  (Rom.  P.  N.  Line.  A.  1866,  s.  auch  M,  Cantor,  Zeitschr.  f. 
Math.  u.  Phys.  11,  1866,  p.  248)  führt  die  Aufgabe: 

x^+{x  +  r)»+  {x  +  2r)»  -\ [-  [^  +  (n  —  1)  r]» 

zu  einem  Kubus  zu  machen,  auf  die  Lösung  der  Gleichung 

n5(s*+(n*— l)r*)  =  8jr* 
zurück  und  findet  aus  einer  Lösung  der  letztem  stets  eine  neue;  jene 
Summe  zu  einem  Quadrate  zu  machen,  lehrt  (ebend.)  —  doch  unvoll- 
ständig —  CkxtdUm. 

Biqnadratisdhe  Gleioliimgen.    Für  die  Gleichung 

aa^  +  ^^y  +  cic^y^  +  dxy^  -{'  ey^=  z* 
lehrte  Fermat  eine  unendliche  Menge  Lösungen  finden,  falls  a  oder  e 

64)  N.  Ann.  (2)  17,  1878,  p.  507  u.  19,  1880,  p.  89,  206;  Pepin  in  J.  de  math. 
(2)  16,  1870,  p.  217,  Bowie  Born.  P.  K  Line.  34,  1881,  p.  73. 
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'  Quadratzahl  oder  schon  eine  Lösung  bekannt  ist.  Nach  Lagrange'schen 
Gesichtspunkten  hat  G,  Libri  (J.  f.  Math.  9,  1832,  p.  64)  sie  und,  zum 
Teil  mittels  Reihen,  viel  allgemeinere  Gleichungen  behandelt;  u.  a.  ist 
(p.  291)  jede  positive  rationale  Zahl  als  Summe  von  4  positiven  ratio- 
nalen Kuben  darstellbar.    Zur  Lösung  der  spezielleren  Gleichung 

gab  Ld)esgue  Formeln,  s.  dazu  LegendrCj  Th.  d.  n.  2,  p.  126,  sowie 
Lucas,  N.  Ann.  (2)  18,  1879,  p.  67,  der  auch  für  die  Gleichung 

(1)  4a;*  +  By*  =  Cis^ 

aus  einer  Lösung  zwei  andere  findet.  Lagrcmge  löste  die  Gleichungen 
rr*—  2y*  =  +  ;8f*;rr*+8y*=£r2  (vgl.  EuWs  Alg.  2,  Kap.  13),  Lebesgue 
erstreckte  (J.  de  math.  18,  1853,  p.  73)  die  Untersuchung  auf  die  andern: 
2?*+  2^y*=  £?*;  2^ar*  —  y*=  xr*.  Nach  Legendre  sind  die  Gleichungen 
a?*  +  y*  =  ^*  und  ar*  +  y*=  ^^^  (ausser  x  =^y  =  z  =  1)  unmöglich; 
ausgedehnte  Klassen  von  Fällen,  in  denen  (1)  unmöglich  ist,  gab 
Th.  Pepin  (Par.  C.  R.  78,  1874,  p.  144  u.  91,  1880,  p.  100);  z.  B.  ist 
jpar*  —  14y*  =  z^  unmöglich,  wenn  p  eine  durch  2u^  -{'  Iv^  darstell- 
bare Primzahl  ist.  Derselbe  giebt  [J.  de  math.  (3)  5,  1879,  p.  405] 
eine  Methode  zur  vollständigen  Auf lösung  der  Gleichung  7a:*— 5y*=2je?*. 

QnadratiBohe  Kongruenzen.  Lebesgue  (J.  de  math.  2, 1837,  p.  253) 
hat  die  Kongruenzen  f{x^y  ajj,  •  •  •  a;„)  ^  0  (mod.  p)  für  ganze  Funk- 
tionen fj  insbesondere  die  von  der  Form 

a^x^  +  <h^%^  -|-  . . .  -|-  a^Xj^  ^  «x+i  (mod.  p  =  hm  +  1,  Primzahl) 

behandelt.  Für  m  =  2  hatte  schon  Mm  (J.  f.  Math.  9,  1832,  p.  182  f.) 
die  Anzahl  der  Wurzeln  für  a^x^'\'a^x^^^a^  (mod.  i?)  bestimmt. 
Lebesgue  gab  die  allgemeinen  Formeln  für  die  Anzahl  der  Wurzeln 
der  allgemeineren  quadratischen  Kongruenz,  die  sich  auch  finden  bei 
C.  Jordany  trait^  des  substitutions,  Par.  1870,  Art.  197 — 200.  Bei 
Libri  und  Lebesgue  ergaben  sich  Anwendungen  mancherlei  Art  auf 
die  Kreisteilung  [I  C  4  b]. 

8.  Höhere  Kongruenzen.  Galois^BOhe  Imaginäre.  Die  all- 
gemeine Theorie  der  Kongruenzen  höheren  Grades  F(x)^0  (moi.p) 
ist  bereits  von  Gauss  bearbeitet  worden  (Werke  2,  p.  212),  doch  rührt 
die  erste  sie  behandelnde  Publikation  von  Th,  Schönemann  her  (J.  f. 
Math.  31, 1846,  p.  269  u.  32, 1846,  p.  93);  Dedekind  (ebend.  54, 1857, 
p.  1)  gab  eine  elementare,  systematische  Darstellung.  S.  auch  J.  A, 
Serrä's  Höhere  Algebra  2,  p.  96. 

Zwei  ganze  ganzzahlige  Funktionen  f(x),  g{x)  heissen  (mod.  p, 
p  Primzahl)  kongruent:  f(x)^g(x)  (mod.  jp),  wenn,  die  Koeffizienten 
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in  f{x)  —  g{x)  durch  p  teilbar  sind,  f{pc)  vom  Gh^e  n,  wenn  rc"  die 
höchste  Potenz,  deren  Koeffizient  durch  p  nicht  teilbar  ist;  f(x)  heisst 
primär,  wenn  der  Koeffizient  von  rr"  kongruent  1  ist,  irreduktibel  oder 
Primfunktion,  wenn  die  Zerlegung  f(^x)  ^  q>{x)  if{x)  {moA,p)  unmög- 
lich ist.  Jede  ganze  Funktion  f{x)  ist  auf  eine  Weise  einem  Pro- 
dukte primärer  Primfunktionen  (mod.  p)  kongruent. 

Ist  q>{x)  —  ^{x)  (mod.  |>)  teilbar  durch  F{x)y  d.  h.  q>{x)  —  ^(ic) 
i^  F{x)  •  0{x)  (mod.  jp),  so  heisst 

(a)  q>{x)  ^  ^(a;)  (mod.  jp,  F{x)), 

Alle  ganzen  Funktionen  lassen  sich  in  Bezug  auf  einen  solchen  doppelten 
Modulus,  wenn  fi  der  Grad  von  F(x)  und  q,  6,  r,  ...  die  Grade  der 
verschiedenen  Primfunktionen  sind,  aus  denen  sich  F(x)  (mod.  p)  zu- 
sammensetzt, in  jy*  Klassen  einander  kongruenter  Funktionen  verteilen, 
\inter  denen 

ohne  gemeinsamen  Teiler  mit  F{x)  (mod.jp)  sind.  Für  jede  solche 
relative  Primfunktion  f(x)  zu  F(x)  ist  f(xy^l  (mod.  p,  F{x))]  ins- 
besondere ist  für  jede  ganze  ganzzahlige  Funktion  f{x),  wenn  F(x) 
Primfunktion  vom  Grade  x  ist, 

f(xy  =  fix)  (mod.  p,  F{x)), 

Bei  derselben  Voraussetzung  hat  die  irreduktible  Kongruenz 
F{x)  ^  0  (mod  p)  keine  ganzzahlige  Losung,  fiülB  sr  >  1;  man  kann 
aber  mit  £^.  GiJais  (J.  de  matk  11,  1846,  p.  398)  eine  ,4maginare''  i 
einfilhrai  der  Art^  dass  f&r  sie  F{{)  ^  0  (mod  p)  ist  Aladann  ist 
die  Kongmenz  (a)  völlig  gleichbedeutend  mit  9(1)  ^  ^(i)  (mod.  p), 
f{{)  ist  dann  und  nur  dann  ^  0  (mod  p),  w«ui  fix)  talbar  durch 
F\j[)  (mod  p\  ist;  andemfidls  ist 

/(t>  =  «  -f  Oit  +  Ojt*  H \-  a«_it*~*  (modp), 

WK>  «,  «1, . . .  gannaUig,  and  stets  ist  fif)  Wnnel  von 

{b)  x*^  ^  X  (mod  jp) , 

sodass  diese  Koi^niau  |i*  WonDeln  hat  Eine  Kongmenz  4(x)^0 
\«Md  p I  kaiin  nidit  melir  Woraefai  von  dar  Foim  f{fS  haben,  als  ihr 
6r»d  betiigt:  die  sämtlkiien  Wonodu  von  jF^x)  ^  0  sind  t ,  t>  i'^, 
. . .  t>^^\  bt  •  die  Ueiiisl»  Zahl,  filr  weldie  f{iX^  =  1,  so  heisst 
fn^  £0  •  ffABrkii  m  ist  Teiler  von  jp*  —  1^  >»  jede»  Tetler  »  ge- 
iMTCa  f>4«)  Zahlen  Z*^!);  es  gi^bt  ^>\p^ —  1)  primitive  WorMfai  der 
K«s^gnM9Bc  {b;,  d  L  iaLungufccmfee  /*(#),  welche  n  ji^  —  1   gekSren. 


k 
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Jede  dieser  primitiven  Wurzeln  ist,  wie  i  selbst,  Wurzel  einer  irre- 
duktibeln  Kongruenz  vom  Grade  tc  und  ihre  Potenzen  liefern  alle 
Wurzeln  der  Kongruenz  (b)  oder  sämtliche  inkongruenten  f(i).  Z.  B. 
lassen  sich  die  Wurzeln  der  Kongruenz  x^^^x  (mod.  7),  da  i'^2 
(mod.  7)  irreduktibel  ist,  aUe  in  der  Form  a  -{'  a^i  +  «a**  (mod.  7) 
darstellen;  als  primitive  Wurzel  findet  sich  j  =  i  —  P,  d.  i.  eine 
Wurzel  der  irreduktibeln  Kongruenz  /  — ^'  +  2^0  (mod.  7),  dem- 
nach sind  alle  Wurzeln   der  obigen  Kongruenz  auch  von  der  Form 

Ist  m  die  kleinste  Zahl,  für  welche  f(i)^~^  ^  1  (mod.  p),  so 
heisst  f(i)  zu  m  passend]  m  ist  Teiler  von  n,  und  wenn  a,  6,  c,  . . . 
die  verschiedenen  m  zusammensetzenden  Primzahlen  sind,  so  ist  die 
von  Null  verschiedene  Zahl 

tn  m  tn 

r—  2jP^  +2^^  -2j^"  •  •  • 

die  Anzahl  der  zu  m  passenden  inkongruenten  f{i).  Die  Potenzen 
f(}\  fi})''}  fi^)^y  '  •  'fii)^~^  sind  die  Wurzeln  einer  irreduktibeln 
Kongruenz  9{x)^zO  (mod.  p)  vom  Qrade  w;  umgekehrt  hat  jede 
ganzzahlige  Kongruenz,  der  f{t)  genügt,  zugleich  jene  Potenzen  zu 
Wurzeln. 

Die  Famktion  x^  —  x  ist  (mod.  p)  kongruent  dem  Produkte  aus 
aUen  inkongruenten  primären  Primfunktionen,  deren  Grade  Teuer  von 
%  sind.  Sind  a,  ß,y, ,,,  die  verschiedenen,  n  zusammensetzenden  Prim- 
zahlen, so  ist 

kongruent  dem  Produkte  aller  inkongruenten  primären  Primfunktionen 
vom  Grade  ^,  also  deren  Anzahl  gleich 

i  ■  (p'  -^r  +2^  -^A'  ■  ■  •) 

und  somit  von  Null  verschieden.  Nach  dem  ersten  dieser  beiden 
Sätze  hat  jede  irreduktible  Kongruenz  O(x)^0  (mod.  jp),  deren  Grad 
ein  Teiler  von  n,  genau  soviel  Wurzeln,  als  ihr  Grad  beträgt.  Ist 
demnach  W(x)  ^  0  (mod.  p)  eine  beliebige  ganzzahlige  Kongruenz, 
f(x),  fi{x), ...  die  (gleichen  oder  verschiedenen)  Primfunktionen  resp. 
vom  Grade  fi,  ^4, . . .,  aus  denen  sich  W(x)  (mod.  p)  zusammensetzt, 
und  X  das  kleinste  gemeinsame  Vielfache  von  /*,  fi^,  . . .,  so  existiert 
nach   dem   zweiten   der   obigen   Sätze  eine  Primfunktion  F(x)   vom 
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Grade  sr;  ist  i  eine  ihrer  Wurzeln,  so  hat  die  Kongruenz  W{x)  ^  0 
(mod.  p)  genau  soviel  Wurzehi,  wie  ihr  6rad  betntgt,  welche  ganze, 
ganzzahlige  Funktionen  /*(i)  von  i  sind.  Dieser  Satz  yomehmlich 
zeigt  den  Nutzen  der  Einführung  der  (Mois'schen  Imaginären;  auf 
Grund  desselben  haben  sie  namentlich  in  der  Theorie  der  Substitu- 
tionen (s.  darüber  C,  Jordan's  traite  des  substitutions,  Paris  1870) 
vielfache  Verwendung  gefunden  [I  Ä  6,  Anm.  57,  63]. 

9.  Feststellung  einer  Zahl  als  Primzahl;  Zerlegung  grosser 
Zahlen  in  Faktoren.  Man  findet  die  Primzahlen  der  Beihe  1,2, 3,... n, 
wenn  aus  ihr  alle  Vielfachen  der  Primzahlen  <  Yn  gestrichen  werden 
(cribrum  Eratosthenis).  Sei  Nx  die  natürliche  Zahlenreihe,  nachdem 
die  Vielfachen  der  ersten  x  Primzahlen  aus  ihr  gestrichen  sind;  zählt 
man,  wieviel  Zahlen  zwischen  je  zweien,  die  noch  stehen  blieben, 
fehlen,  so  erhält  man  die  x^  diatomische  Beihe  von  C  de  Polignac,  der 
ihre  Eigenschaften  im  J.  de  math.  19,  1854,  p.  305  untersucht  hat; 
mittels  jener  Reihen  findet  sich  (alö  suite  mediane)  die  der  Zahlen  von 
der  Form  2"  —  1.     Zwischen  x  und  x^  liegt  stets  eine  Primzahl. 

Zur  Zerlegung  grosser  Zahlen  in  ihre  Faktoren  gab  Gauss  (Disqu. 
A.  art.  329—334)  zwei  Methoden.  Schon  früher  hatte  Euler  ^^  zu 
gleichem  Zwecke  die  Darstellungen  durch  die  Form  rx^  +  ^V^  ^^ 
hierfür  geeigneter  Determinante  D  =  rs  (numeri  idonei)  benutzt. 
P.  Sedhoff  [Zeitschr.  f.  Math.  u.  Phys.  31,  1886,  p.  116  und  Arch.  f. 
Math.  u.  Phys.  (2)  2,  1885,  p.  329,  sowie  Amer.  J.  of  math.  7,  1885, 
p.  264;  ib.  8,  1885,  p.  26,  39]  stützt  sich  auf  ähnliche  Betrachtungen; 
vgl.  auch  Pepiriy  Rom.  Acc.  P.  N.  Line.  43, 1890,  p.  163.  Lmcos^)  benutzte 
die  Ausdrücke 

fr=?!_:z^,    F.  =  a«  +  6«, 


in  denen  a,  h  die  Wurzeln  der  ganzzahligen  Gleichung  x^  =  Px  —  Q 
sind.  Diese  Ausdrücke,  welche  die  grösste  Analogie  mit  Sinus  und  Cosinus 
haben,  bestinunen  sich  aus  der  Beziehimg  Än^^  =  PAn-\-i  —  QAn,^'^) 
der  sie  genügen.  Es  sind  drei  Arten:  erstens,  bei  welchen  a,  b  ganz; 
a  =  2,  6  =  1    geben   die   Fermafsche  Zahlenreihe  2*  —  1,   2"+  1? 

56)  Euler,  Berl.  N.  mäm.  6, 1776,  p.  337,  a.  auch  Petr.  N.  Comm.  13, 1768,  p.  67 
=  Comm.  Ar.  2,  p.  270;  1,  p.  379.  S.  dazu  F.  Grube,  Zeitschr.  f.  Math.  u.  Phys.  19, 
187i,  p.  492. 

66)  Lucas,  Amer.  J.  of  math.  1,  1878,  p.  184, 289.  S.  dazu  Genocchi,  Par.  C. 
B.  98,  1884,  p.  411;  Ann.  di  mat.  (2)  2,  1868,  p.  256;  D.  Seliwano ff,  UoBk&u  Math. 
Samml.  16,  1892,  p.  469. 

57)  Über  solche  rekurrente  Reihen  s.  F.  H.  Siebeck,  J.  f.  Math.  33,  1846, 
p.  71;  D.  Ändri,  Ann.  ^.  norm.  (2)  7,  1878,  p.  375  j  (2)  9,  1880,  p.  209. 
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zweitens,  bei  welchen  a,  b  inkommensurabel;  die  Gleichimg  rr*  =  a:+  1 
giebt 

und  die  Un  sind  die  Zahlen  von  Fibonacd  oder  von  Lame  (Fat.  CR.  19, 
1844,  p.  867);  für  die  Gleichung x^=2x-{'l  nennt  Lucas  die  entstehen- 
den Zahlen  die  PeU' sehen;  drittens,  wenn  a,  b  imaginär.  Folgende  Sätze 
sind  wichtig.  Die  Un  ungeraden  Ranges  sind  Teiler  von  x*  —  Qy^, 
in  der  Reihe  von  Fibonacci  also  von  der  Form  4g  +  1-  ^^^  eigent- 
lichen Primteiler  von  Un,  d.  i.  diejenigen,  die  in  keinem  Un  geringeren 
Ranges  aufgehen,  sind  bei  der  ersten  Art  von  der  Form  xn  +  1> 
diejenigen  von  F„  von  der  Form  2xn  +  1-  Ist  C^qn,  aber  kein  Un, 
dessen  n  Teiler  von  p  +  1  resp.  ist,  durch  p  teilbar,  so  ist  p  Primzahl. 
Dieser  Satz,  der  die  Umkehrung  des  Fermat'schen  in  sich  enthält, 
giebt  viele  besondere,  von  der  Art  wie  der  von  Pepin  (Par.  C.  R.  85, 
1877,  p.  329  und  86,  1878,  p.  307)  gegebene:  M  p  =  4q  +  3  Prim- 

I  Fermaf  sehen 

PeWschen 
Up^O  (mod.  2p  +  1)  ist,  und  umgekehrt. 

Lucas^  Sätze  eignen  sich  besonders  zur  Zerlegung  der  Zahlen 
2*  +  1.  Die  Zahl  2"  +  1  kann  nur  Primzahl  sein,  wenn  n  =  2% 
2"  —  1  nur,  wenn  n  eine  Primzahl  p  ist.  Die  Primfaktoren  von  2^+1 
haben  nach  Fermat  die  Form  xp  +  1  {Euler's  Beweis  Petr.  N.  Comm.  1, 
1747/48,  p.  20  =  Comm.  Ar.  coli.  1,  p.  50);  über  eine  Verallgemeine- 
rung hiervon  s.  Ä.  Lef^bure,  Par.  C.  R.  98,  1884,  p.  293,  413,  567,  613, 
sowie  Ann.  ec.  norm.  (3)  1,  1884,  p.  389;  2, 1885,  p.  113.  Fermafs  Be- 
hauptung, dass  jede  Zahl  2^'  +  1  Primzahl,  widerlegte  Eulen  für 
V  =  h   geht   sie  auf  durch  641.     Für  v  =  6,  12,  23,  36  sind  resp. 

274177,     114689,     167772161,    2748779069441 

Teiler  ^).  Eine  Tafel  der  Faktoren  von  2»  +  1  f ür  n  =  1  bis  64 
nach  Landry  ^^)  findet  sich  bei  Lucas  a.  a.  0.  p.  230,  s.  auch  TT.  Bouse 
BaU  in  Messenger  (2)  21,  1891,  p.  34, 120. 


zahl,   so   ist   2|)  +  1    Primzahl,    wenn    in    der  |  ^  «    ,  Reihe 


68)  Euler,  Petr.  Comm.  6,  1739,  p.  103  =  Comm.  Ar.  1,  p.  1 ;  Beguelin,  Berl. 
N.  m^m.  6, 1777,  p.  300;  F.  Buniakowsky,  St.  P^t.  Bull.  24  u.  26, 1378;  Fort.  Landry^ 
N.  Corr.  Math.  6,  1880,  p.  417  und  Seelhoff,  Zeitschr.  Math.  Phys.  31,  1886,  p.  380. 
Letzterer  giebt  a.  a.  0.  auch  die  Zerlegung  einer  Reihe  von  Zahlen  von  der  Form 
X .  2"  +  1. 

69)  L<mdry,  D^composition  des  nombres  2"  ij^  1  etc.,  Paris  1869.  Le  Lasseur 
benutzte  bei  bezüglichen  Untersuchungen  die  Identität  von  d'AurifeuiUe: 

2*«+«  +  l  =  (2»»+^  +  2«+i  +  l)(2«"+l-2«+^  +  l). 
Enoyklop.  d.  math.  WitMiitoli.  L  37 
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Durch  Erweiterung    der    Oauss'schen  Zerlegungsmethode   findet 

Th.  Pepin  (Rom.  P.  N.  Line.  9^,  1893,   p.  47)  u.  a.,  dass    ^^_^ 

Primzahl  ist. 

Tafeln,  welche  die  Teiler  der  Zahlen  ergeben,  lieferte  L,  Chemac, 
Cribnmv  arithmeticum,  Deventer  1811  (bis  1020000);  J.  Ch.  Burck- 
hardl,  Tables  des  diviseurs  jusqu'ä  3036000,  Paris  1814—17;  Z.Dase, 
Faktorentafeln  (7**  bis  9^  Million),  Hamburg  1860,  63,  65;  J,  W.  L, 
Glaisher,  Factortables  for  the  4.,  5.,  6.  Million,  London  1870,  80,  83, 
wo  sich  auch  mancherlei  Abzahlungen  zum  Vergleich  mit  den  Formeln 
von  GausSy  Legendre  u.  A.  ftlr  die  Primzahlmenge  u.  a.  m.  finden.  S.  auch 
a  Tuxen  und  R  Thaamp  in  Tidsskr.  f.  Math.  (4)  5,  1881,  p.  16,  77. 

10.  Vollkommene  Zahlen.  Eine  Zahl  heisst  voUkofHmen,  wenn 
die  Summe  ihrer  aliquoten  Teile  ihr  selbst  gleich  ist.  Eine  solche 
ist  nach  Eudid  2^—^(2^ — 1),  wenn  2p — 1  Primzahl;  alle  geraden 
vollkommenen  Zahlen  haben  diese  Form  **).  J.  CarvaUo^s  Beweis,  dass 
es  keine  ungeraden  gebe^^),  ist  ungenügend,  doch  kennt  man  keine. 
Dass  es  keine  von  der  Form  4x  +  3  giebt,  zeigte  Ä.  Stern  •*),  den  not- 
wendigen Ausdruck  derjenigen  von  der  Form  4x  +  1  gaben  Etder 
und  Stern  a.  a.  0.  Einige  Sätze  über  solche  Zahlen,  falls  sie  vor- 
handen, gaben  Servais,  Cesäro,  Sylvester  in  Mathesis  7,  1887,  p.  228, 
245  u.  8,  1888,  p.  92,  135,  571.  Die  bekannten  geraden  vollkommenen 
Zahlen  entsprechen  p  =  2,  3,  5, 7, 13, 17, 19, 31  (Etder),  61  (Seelhoff)  «») 
—  fraglich  sind  67, 127, 257  (Bouse  Bau)  —  welche  Werte  Merserme'^chß 
Zahlen  heissen,  da  dieser  (cogitata  phys.  math.  Paris  1644)  —  wohl 
nach  Ferma£^  Mitteilungen  —  sie  (unvollständig)  angegeben. 

Vollkommene  Zahlen  zweiter  Art  nennt  Eug.  lAonnety  N.  Ann.  (2) 
18,  1879,  p.  306  diejenigen,  welche  dem  Produkte  ihrer  aliquoten  Teile 
gleich  sind  (die  Zahlen  p^  und  p  .p")'^  2.3  ist  die  einzige  vollkommene 
Zahl  beider  Arten. 

Befreundete  Zahlen  (numeri  amicabiles)  sind  zwei  Zahlen,  deren 
jede  gleich  der  Summe  der  aliquoten  Teile  der  andern  ist,  z.  B.  220, 
284.    Sie  sind  noch  wenig  untersucht    Euler,  Op.  var.  2,  1750,  p.  23 


60)  Euler,  Comm.  Ar.  coli.  2,  p.  614,  Imcos  a.  a.  0. 

61)  Par.  C.  R.  81,  1875,  p.  73  sowie  in  seiner  Theorie  des  nombres  parfaits, 
Barcelone  1883. 

62)  Mathesis  6,  1886,  p.  248.    S.  das.  Seelhoff  p.  100,  178;  Lucas  p.  146. 

63)  Zeitschr.  Math.  Phys.  31, 1886,  p.  174;  Arch.  f.  Math.  (2)  2,  1886,  p.  327, 
829;  (2)  3,  1886,  p.  326;  G.  Valentin,  ebenda  (2)  4,  1887,  p.  100;  dasselbe  Per- 
vouchine  (s.  darüber  W.  Imschenetzky  etc.,  St.  P^t.  Bull.  1887)  u.  Hudelot,  Mathesis  7, 
1887,  p.  46,  auf  Grund  eines  der  Lucas'schen  Sätze. 


10.  Vollkommene  Zahlen.    11.  Potenzsummen  der  ersten  m  g.  2,        579 

=  Comm.  Ar.  1,  p.  102  gab  ihrer  61  Paare,  noch  andere  P.  Seelhoff, 
ArcL  f.  Math.  70,  1883,  p.  75;  Lucas ,  Th.  d.  n.,  p.  381  berichtet  von 
bez.  Untersuchungen  von  Le  Lasseur. 

11.  Fotenzsnmmen  der  ersten  m  ganzen  Zahlen.     Setzt  man 
fif^  (m)  =  1«  -f  2«  H f-  w«,  80  ist 

o/    \  a/    \        fn(fn  +  l)        o  /    \       w(m  + 1)  (2m4- 1) 

(Polynome  von  BemouUi)]  den  allgemeinen  Ausdruck  für  5x(m)  gab 
u.  a.  Cauchy^)  [Resumes  analyt.,  Turin  1833,  p.  70];  P.  Appell  [N.  Ann. 
(3)  6,  1887,  p.  312,  547]  lehrte  sie  durch  Integration  successive  finden. 
G.  Dostor  [N.  Ann.  (2)  18,  1879,  p.  459,  513,  oder  Arch.  f.  Math.  u. 
Phys.  63,  1879,  p.  435;  64,  1879,  p.  310]  gab  Sätze,  wie  diesen: 

Ä,(m)-s,(m)  —  Ty^^-r  i;> 

also  ganz,  wenn  w  =  5ä  +  2.  Vgl.  dazu  E,  Lucas ,  Rech,  sur  l'anaL 
ind^term.,  Moulins  1873.  Nach  Eug,  Lionnet  ist  S»  (m)  teilbar^)  durch 
w,  wenn  m  Primzahl  >  x  +  1.  Im  J.  f.  Math.  21,  1840,  p.  372 
giebt  Ch,  V.  Staudt  mehrere  Sätze  wie  den  folgenden:  Sind  a,  &,  •  •  • 
relativ  prim,  so  ist 

SAah--)        S(a)        S(h) 


ab • '  ■  a  b 

ganzzahlig.  Schon  die  Inder  kannten  die  Beziehung  ^3  (m)  ^=  S^  (m)^. 
Nach  M.  F.  Woepcke  (Ann.  di  mat.  5,  1863,  p.  147)  findet  sie  sich 
bei  Ibn  Älbannd  (Zeitgenosse  von  Fibonacci),  nach  welchem  für  ungerades 

m^VySM+l  +1  —1 

Jaccbi^)  gab  die  fernere  Formel:  2Si(m)*  =  57(m)  +  S'5(w).  Diese, 
wie  die  der  Inder,  ist  in  zwei  von  M.  A.  Stern  (J.  f.  Math.  84,  1878, 
p.  216)  gegebenen,  und  letztere  in  noch  allgemeineren  Von  E.  Lampe 
(ebend.  p.  270)  enthalten.  LUnmlle^'^)  gewann  aus  der  Formel  der 
Inder  die  Beziehung: 

2;^  t  (d)»  =  [21,  t  {d)Y        (d  Teuer  von  m) , 

64)  Vgl.  J.  L.  Raäbe,  J.  f.  Math.  i2,  1851,  p.  848;  Hermüe  ebend.  79,  1879, 
p.  839;  J.  Tcmnery,  Sur  la  th^orie  des  fonctions,  Par.  1886,  p.  150;  F.  SuKci, 
Ann.  di  mat.  4,  1861,  p.  46. 

65)  S.  Catalan,  Belg.  M^m.  46,  1886,  p.  14. 

66)  Briefwechsel  zwischen  Gauss  u.  Schumacher,  herausgeg.  v.  JP".  Peters, 
Altena  1868,  5,  p.  299. 

67)  Liouville  im  J.  de  math.  (2)  2,  1857,  p.  393.  S.  dazu  Par.  C.  B.  44, 
1867,  p.  758. 

87  • 
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die  eine  Deutang  auf  die  Anzahl  der  Zerlegungen  2w  =  rr*  +  !/*  z^" 
lässt.  Ist  (fx  (w)  Summe  der  x**°  Potenzen  der  Zahlen  <  w,  die  prim 
zu  m  [A  Thacher  hat  (J.  f.  Math.  40,  1850,  p.  89)  ihren  Ausdruck 
gegeben],  so  ist 

^d^  •  9)3  (d)  =  {^d  '  9i  {d)y       (*,  d  complementare  Teiler  von  m). 

12.  Magisolie  Quadrate.  Mehr  der  Theorie  der  Kombinationen 
als  der  Zahlen  gehört  die  der  magischen  QuadrcUe  an.  Es  gilt^  in  die 
n^  Zellen  eines  Quadrates  die  ersten  n'  Zahlen  so  zu  stellen,  dass  die 
Summe  in  jeder  Reihe,  Kolonne  und  Diagonale  die  gleiche  ist.  Nächst 
Moschqpulos  (14.  Jahrh.)  gab  zuerst  Backet  de  M^^riac  eine  Losung  für 
ungerade,  Bern.  FrAiide  för  gerade  n,  W.  H,  Thompson  (Quart.  J.  10, 
1869,  p.  186)  führte  diesen  Fall  auf  jenen  zurück,  indem  er  aus  einem 
Quadrate  mit  w*  ein  solches  mit  {pnf  Zellen  bildete^).  J,  Homer' ^ 
Theorie  (Quart.  J.  11,  1870,  p.  57,  123)  führt  (hauptsächlich  für  un- 
gerade n)  auf  sogenannte  NuUquadrate  und  diese  auf  die  Aufgabe  hin- 
aus: den  Rest  eines  Ausdrucks  ax-^hy  (mod.  2n  + 1)  zu  bestimmen*^). 
Ä  Jf.  DrocÄ  (Mess.  (2)  2, 1873,  p.  169)  bestätigt  die  Regel  für  ungerade 
n  und  führt  den  Fall  eines  geraden  n  auf  den  Fall  w  =  4  zurück. 
JA.  Harmuth  (Arch.  f.  Math.  u.  Phys.  66, 1881,  p.  286,  413-,  67,  1882, 
p.  238  und  69,  1884,  p.  90)  giebt  für  ungerade  n  noch  eine  neue  Regel, 
behandelt  die  Fälle  n  =  4x,  4x  -{-  2  sowie  die  magischen  Bechtedce 
(insbesondere  bei  ungeraden  Seitenzahlen)  und  dehnt  seine  Untersuchung 
auch  auf  mf^ische  Parallelepipeda,  sogar  auf  polydimensionale  Zahlen- 
figuren aus.  Eine  anderweitige  Verallgemeinerung  der  mimischen 
Quadrate  gab  A.  K  Frost  (Quart.  J.  7, 1866,  p.  92,  und  15, 1877,  p.  34, 
93)  in  seinen  sogenannten  Nasik  Squares,  noch  eine  andere,  indem  er 
nicht  die  Summe  der  Zahlen,  sondern  die  ihrer  Quadrate  konstant  setzt, 
Lucas,  N.  Corr.  Math.  2,  1876,  p.  97.  S.  ferner  Euler,  Conmi.  Ar.  2, 
p.  302,  der  auch  die  verwandte  Aufgabe  des  Rösselsprungs  behandelte, 
Berl.  Mem.  1759,  p.  310  =  Comm.  Ar.  1,  p.  337;  diese  eingehend  bei 
Exner,  Progr.  Hirschberg  1876. 


68)  S.  über  die  Geschichte  des  Problems  8.  Chüniher  im  Arch.  f.  Math.  u. 
Phys.  57,  1876,  p.  285,  wo  die  Regel  von  Moschoptdos  in  bequemer  Form  aus- 
gesprochen und  bewiesen  ist. 

69)  Eine  systematische  Entwicklung  auf  Qrund  derselben  Eongruenzaufgabe 
yersuchte  H.  Scheffler,  Die  magischen  Figuren,  Leipzig  1882.  Vgl  noch  M.  Frolow, 
Le  Probleme  d'Euler  etc.,  avec  un  atlas,  Par.  1884;  O.Ämoux,  Arithm.  graphique, 
Par.  1894.  H.  v.  Pesal,  Progr.  Amberg  1873,  gewinnt  durch  Aufwicklung  des 
magischen  Quadrates  auf  einen  Ereiscylinder  eine  besondere  Formulierung  der 
Aufgabe. 
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Nachträge  zu  I  G  1. 

Zu  Nr.  1.  B.  Bedekind,  Braunschw.  Festschr.  1897,  p.  1,  bemerkt,  wie  aus  dem 
grössten  gemeinsamen  Teiler  d  dreier  Zahlen  a^  h^  c  und  den  grössten  ge- 
meinsamen Teilern  cTj,  &,,  q  je  zweier  von  ihnen  sechs  Zahlen  a\  h\  c\ 
a\  h'\  c"  sich  ergeben  der  Art,  dass  a=^db'ca\  h  =  dc'a'h'\  c^dah'c" 
wird.  Diese  Zerlegung  dreier  Zahlen  in  ihre  ,,Eerne*'  dehnt  er  dann  auf 
beliebig  viel  Zahlen  und  noch  allgemeiner  auf  Elemente  Aberscher  Gruppen 
[I  A  6,  Nr  20]  aus. 

Erweiterungen  der  Sätze  von  Smith  und  Mansion  durch  E.  Cesäro  s. 
Ann.  ^c.  norm.  (8)  %  1885,  p.  425;   N.  Ann.  (3)  5,  1886,  p.  4A. 

Zu  Nr.  8  be2.  der  Farey* sehen  Reihen  und  der  Stem'schen  Entwicklung  (m,  n) 
8.  noch  G,  Halphen,  Par.  Bull.  Soc.  M.  5,  1877,  p.  170. 

Zu  Nr.  4.  Der  erste  Beweis  des  Fermat*schen  Satzes  durch  Euler  findet  sich 
Petr.  Comm.  8,  1736,  p.  141  =»  Comm.  Ar.  1,  p.  21  und  geschieht  mittels 
der  binomischen  Entwicklung. 

Zu  Nr.  5  s.  bez.  der  Qualität  der  Dezimalbrüche,  welche  echten  gemeinen 
Brüchen  gleich  sind,  Th.  Schröder,  Progr.  Ansbach  1872;  J.  Harttncmn,  Progr. 
Rinteln  1872. 

Zu  Nr.  6  bemerke  noch  einen  Kranecker^ Bchen  Beweis  des  quadratischen  Rezi- 
prozitätsgesetzes auf  Grund  der  Primteiler,  für  welche  AbeFsche  Gleichungen 
als  Kongruenzen  lösbar  sind,  Berl.  Ber.  1880,  p.  404;  desgl.  einen  solchen 
von  Th.  Pepin,  Rom.  P.  N.  Line.  43,  1890,  p.  192  mittels  Komposition 
der  Formen.  S.  auch  noch  E.  Busche,  J.  f.  Math.  106,  1890,  p.  65  [I  0  3, 
Nr.  4].  B.  lApschiU  gab  Par.  C.  R.  108,  1889,  p.  489  einen  Beweis  des 
verallgemeinerten  Gauss^schen  Lemma,  desgl.  M.  Mandl,  Quart.  J.  25,  1891, 
p.  227.     Vgl.  noch  W.  Scheibner,  Leipz.  Abh.  25,  1900,  p.  367. 

Li  Fussnote  42)  sind  bei  Oenocchi  die  Belg.  Mdm.  cour.  sav.  [^tr.]  ^5 
gemeint. 

Zu  Nr.  7.  Die  Gleichung  x*  +  a  =>  y*  behandelte  Euler,  Comm.  Ar.  1,  p.  33 
und  2,  p.  474;  ebenda  1,  p.  207  die  Gleichung  a;'  +  y"  =  jp';  ebenda  2, 
p.  183,  492  die  andere:  x*  ~\-  mx^y^  -{-  y*  =^  z^.  S.  über  x^  +  cy*  =  «■ 
Th.  Pepin,  Rom.  P.  N.  Line.  8,  1892,  p.  41.  Deshoves  behandelte  die 
Gleichung  aa^  +  6j^  «  c«",  N.  Ann.  (2)  18,  1879,  p.  266,  398,  433,  481. 
Buniakowaky  wies  St.  P^t.  M^m.  (6)  4,  1841,  p.  471  die  Unmöglichkeit  nach, 
dass  gewisse,  irrational  aus  ganzen  Zahlen  gebildete  Ausdrücke,  wie 
y3  +  ys,   yj.  +  YB  +  yc  u.  a.,  rational  sein  könnten. 

Zu  Nr.  9,  Fussnote  55)  bemerke  noch  EtUer^  Petr.  N.  A.  12,  1794,  p.  22  »= 
Comm.  Ar.  2,  p.  249;  bezüglich  der  Zerlegung  der  Zahlen  in  Faktoren 
Buniakoujsky,  St.  P^t.  Mäm.  (6)  4,  1841,  p.  447. 

Bezüglich  der  Angaben  über  ältere  Mathematik  ist  auf  M.  Cantor,  Yorles.  üb. 
Geschichte  der  Mathematik,  Leipzig,  1.  Teil  1880  (2.  Aufl.  1894),  2.  Teil  1892, 
3.  Teil  1898,  zu  verweisen;  s.  über  Pyfhagoras*  und  Plato's  Regel  [in  Nr.  7] 
das.  1.  Teil  (2.  Aufl.)  p.  173,  211 ;  s.  femer  über  Fermafa  Behauptung  (Nr.  9), 

dass  jede  Zahl  2*"  + 1  Primzahl,  2.  Teil,  p.  709. 
Zu  berichtigen:  p.  558,  Z.  5  im  letzten  Bruche  p  —  1  statt  p. 

Die  Litteraturangaben  von  I  C  1  hat  W.  Fr.  Meyer  wesentlich   ver- 
vollständigt. 
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I C  2.  ARITHMETISCHE  THEORIE  DER  FORMEN 

VON 

KABL  THBODOB  VAHLBN 

IN    KÖNI08BEB0    I.  FB. 


Inhaltsübersicht. 

A«  Lineare  Fonnen. 

b.  Allgemeines  über  bilineare  und  qnadratisclie  Formen. 

Cm  Binäre  quadratische  Formen  und  bilineare  Formen  von  vier  Variablen. 

d.  Temäre  quadratisclie  Formen. 

e*  Quadratische  Formen  von  n  Variablen. 

f.  Formen,  die  in  Linearfakioren  zerfallen;  Normen. 

gm  Sonstige  Formen. 

Liitteratur. 

H.  J.  St.  Smüh,  Sur  la  repräsentation  des  nombres  par  des  sommes  de  cinq 
carr^.    Par.  Mäm.  Sav.  tt  (2)  29,  Nr.  1,  1887  »  CoU.  Math.  Pap.  2,  p.  628. 

H.  Minkowski,  Sur  la  th^orie  des  formes  quadratiques  k  coefficients  entiers. 
Par.  M^m.  Sav.  fit.  (2)  29,  Nr.  2,  1887. 

H,  Minkowski,  Geometrie  der  Zahlen,  Leipzig,  1.  Lief.  1896. 

P.  Muth,  Theorie  und  Anwendung  der  Elementarteiler,  Leipzig  1899  (Bilineare 
Formen). 

Im  Übrigen  s.  unter  I C  1  und  bes.  P.  Bcu^mann,  Zahlentheorie  4\  Leipzig  1898. 


a.    Lineare  Fonnen.     1)  Ist  r  die  grösste  Zahl,  für  welche  nicht 
aUe  Subdeterminanten  r^'  Ordnung  des  Koeffizientensystems: 

(«'*)         \h=l,...,n) 
der  m  ganzzahUgen  Linearformen  von  »  Variabeln: 

verschwinden^  so  heisst  r  der  „Bang^^  des  Eoeffizientensystems  oder 
des  Systems  der  Linearformen  [I  A  2,  Nr.  24]. 

2)  Ist  dk  der  grösste  gemeinsame  Teiler  aller  Subdeterminanten 
Jfe*^  Ordnung   des  Systems  («it),   (dr-f-i  =  0,  dr-f-s  =  0,  . . .),   so   ist 

T eine  ganze  Zahl  e*,  der  k^  ,yMemmlarteUer^^  des  Systems  [I  B  2, 

Nr.  3].    Wir  setzen  Cr^x  =  0,  Cr-f-j  — »  0,  etc.;   der  Rang  ist  die  An- 
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zahl  der  nicht  yerschwindenden  Elementarteiler.     Die  Zahl 
eine  ganze  Zahl. 

3)  Geht  das  System 

durch  die  beiden  ganzzahligen  Substitutionen 

(A,Ä=l,2,...,n) 


k-i 


ist 


h 


\hj  i  =  1,2,  . . .,  I») 

in  das  System  y;  =^«1,4 

Über,  so  heisst  das  Koeffizientensystem  (ant)  unter  dem  Eoeffizienten- 
systeme  (o,*)  „efUhaUenf*, 

4)  Sind  auch  die  „reciprokenf'  Substitutionen 

(Ä,  fc  =  1,  2, . .  .,n) 


Xa  =  ^,  «Ata:* 

^  ßikyk-=yi 


(i,Ä  =  l,2,...,w) 


ganzzahlig,  also  die  ,,Substihiti(>nS'l)eterminafUenf^  oder  ,,Moduln''  [I B  2, 
Nr.  1,  2] 

gleich  +  ^;  ^^  heissen  die  Substitutionen  j^Einheits-Substittitionenf' 
oder  „ummodeiJa)^.  Alsdann  ist  von  den  beiden  Systemen  (a^),  (oi») 
jedes  unter  dem  andern  enthalten,  dieselben  sind  „äquivalent^': 

(fhk)  '^  (öJ*)- 
5)  Das  System  (ctut)  ist  äquivalent  dem  ,JHagonalsystem'': 

rei  0  .  .  0  0  .  .^ 
0  ci  .  .  0   0  .  . 


•         • 


•        • 


0     0      .     .     6r      0    .    . 

0  0  .  .  0  0  .  . 


V 


und   wird  durch   blosse   Anwendung   der   drei   Arten   Ton   Einheits- 
Substitutionen: 


1) 


^<  B  —  ^i 


auf  dasselbe  jyreduziertf'^). 


2) 


sSi  H  £r* 


^*l|— ^o 


3)     Zi  II  jgr,-  +  jgr* 


1)  G.  Frobmius,  J.  f.  Math.  86  (1879),  p.  146;  L,  Kroneeker,  Berl.  Ber.  1866, 
p.  697  —  J.  f.  Math.  68  (1868),  p.  273  »  Werke  2,  p.  148;  J.  f.  Math.  107 
(1891),  p.  186. 


•i  ID&mii:  abo  •&»  syvouiL  ^c^«  mdasr  «fiim:  Sy'rtMiL  <«^'  .gaAiiäs9L 
Kiita^ia    ^nüffl:  aucä.  <)■  ab  Fafttiiir  airiBfflfnc    <far  »mffitgcggfrfflitfen  vthl 

Wir  i&st  J^nrxalfsm  bimira:  "Sy^sobboos  qsü  <&  {TbfsraiziBQiüiQiLim^  '^sm- 
iqrwhjsBOjisc  fflfemmTTartaälig  iiiiiii;v«mtfii£  oniii  &äii!«Hidbgiii^'. 

TT  SlnB  JoüifatBEmiTimim  Ht^  ^'k^rbamuE:  vria  4;^  bHUfin  .^/nipdidm 
/fi.  Afi27M/:  'Mf  äff  Phmenii  ff^,.  wfgm.  «i^  «GKSsOkit  in:  «iersdläfm:  Fv^taiz 
wie  (üb  «^TritfiftL 

Sms  im  ffigsmc  auf  ^  ramiflce  aqttifetecnnTnmm  &«sHibiB  «im^  im  Bttznic 
auf  ff  xxspiSkfft  Su&i&tBniimHDifi^  mnC  3iLgta?fenH?iniiiiMHa^  jyüfigr  o^r&mntc 

Ein.  ^$;(?9tan!  wm.  SafaifigtaasnriTimrtiHi  «fiasHlfiiBL  <0^if&iimi£  üüü»t: 
.j/^BpUÄuf^^  wiem.  ifir  gssrTBHtffir  jgtmtriniHtnifflr  Tnaübr  «feaiL  jCC^Efliorai-  il^ 
msmaomim.  ITsilier  <&*»  wiUbmnfigsBL  SifefateniriTiiammMyBttnig  «fissel&iBL 
<Otffimnj|C  ;£fHiK&  ist. 

irrm.  SoäiüiCKnmnanQSL  »atier  JirpiflcdgttgnniinHTten  j*Aflr<0teAiimci!gg!gi5r''''> 

^)  Ibö  r <  «t«  io  «xie&ti  «»  aniSET  »ähl  «t  ffiirmraL  ,^ii.&Ji.  S^^üaam» 

T^ni  r    imi£  am&l:  me^^  ab  /r    ^rrm  «äiiBD&er  imnftft«mpicm  Faomac:: 

<fiH^  JGKiesnaii  S&mgiaL  1»  —  w  mni.  Domr  &innai|cigL  cationndL  aas  (&««£ 

äiill  moui  abir  jhe  |B9gffft«nff  gmi»  Za&llBL  «t-^* . .  . .  du  t&n^  <&^ 
m  F<iinniHL  mH!HHfetMrfwi  «iiD»  jpmwMftfigSHt  W«dsp|ratans  <£nr  i;  ,y<£»^ 
.iMEoir^«  :X9-  mäJEHERnc  irmr  aUbnn  Zrwuwibtit  <fini  <s  ifiüselbeL  bimiiiQEBttfiL 
SniHuraiL  SsfiitxiiniHi:  wie  zwiav&sn  isssL  ffocmmL  ftmtti&fflL 

Xn.  bann  :su&:(fii&»irao£<fiRt  Fall  irasm^^«  bosc&cin&an  [i^  aouk 

9*    Ibt  znnae&st  Mf»  »«  ia<  isii  «b»  Sjr^tian: 

«ipEwaiifnjti  (finum  Sjrsoezn: 

^4  i?*  =^  <»*  S  =  t,  ±. .  .  . ,.  »1 . 

afiso'  jffiiiniisiJb  «imürasi^  lilsöttr^  a&ifr  ipuuszoitliu:  «iaan  am£  aar  «iuan 
D^e&iur^  m«im:  (4  =«  ^^ «/,  •  <f ^  =»  H «  «£  IL  w«Hm.  «ba^  S^psdünL  .  ^a^;  ^in 
«JhnjBtfrj^iMiin*^  ifi<L     £(»  bfi^ri:  üumüick  *fin  Sf'^in 

^^^^^       b  =  L.  ..*    *^*)* 

m  f^iwuiyifeiWw  w«!ui  ^4,  =  l  is^ 
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10)  Ist  zweitens  r  =  w  <  n  und  a^  =  0  (i  =  1,  . . . ,  w),  so 
giebt  es  Systeme  von  n — r  und  nicht  weniger  ,fFundamentalauflösungenf-y 
aus  denen  alle  andern  linear  homogen  ganzzahlig  zusammengesetzt  sind^). 

Sind  dagegen  nicht  alle  a,*  =  0^  so  ist  zur  Auflösbarkeit  der 
Gleichungen  in  ganzen  Zahlen  notwendig  und  hinreichend^  dass  der 
grösste  gemeinsame  Teiler  d  der  Determinanten  m^'  Ordnung  des 
Systems  (an)  dem  entsprechenden  grössten  gemeinsamen  Teiler  des 
Systems 

\  <hi  <*i2 

\  .     . 
gleich  ist*). 

Die  Bedingung  bleibt  erfällt,  wenn  man  die  a,-  um  ganze  Viel- 
fache Ton  d  ändert.   Die  Anzahl  der  modulo  d  inkongruenten  [I G 1,  Nr.  4] 

Systeme  o^,  o^, . . .;  a^^  welche  simultan  durch  die  m  Formen  ^anXt 
dargestellt  werden  können,  ist  gleich  e?"~^.*)  * 

11)  Betrachtet  man  zwei  Linearformen  als  kongruent  für  das 
„Modulsyskm''  [I  B  1  c,  Nr.  12  f.] : 

wenn  ihre  Differenz  sich  als  ^fiffi  mit  ganzzahligen  y»  darstellen 
lässt,  so  ist  die  Anzahl  der  (modd.  fi,  fi,  -  -  fn)  inkongruenten  Linear- 
formen gleich  ||a»*||,  (i^roftenitts**)),  denn  das  System  ^a^x*  kann 
nach  4)  durch  ein  äquivalentes  dXi  ersetzt  werden;  für  ein  solches 
ist  der  Satz  evident. 

12)  Die  Auflösung  des  Systems 

in  ganzen  Zahlen  wird  für  n  =  2  durch  den  Kettenbruchalgorithmus 
(IA3,  Nr.  45—47;  IGl,  Nr.  3),   für  n>2  durch   Verallgemeine- 


4)  r.  S.  Stiemes,  Toulouse  Ann.  4  (1890),  p.  1;  vgl.  femer:  K.  Weih- 
rauch,  Zeitechr.  f.  Math.  u.  Pliys.  20  (1876),  p.  97,  814;  22  (1877),  p.  284;  E, 
d'Ovidio,  Tor.  Atti  12  (1876/77),  p.  334;  Faä  di  Bruno,  Math.  Ann.  14  (1879),  p.  241 ; 
Par.  C.  R.  86  (1878),  p.  1189, 1269;  Quart.  J.  16  (1878),  p.  272;  Ch.  M6ray,  Par.  C. 
B.  94(1882),  p.  1167;  A,  CayUy,  Quart.  J.  19  (1883),  p.  38  »  Papers  12,  p.  19. 

6)  J.  Hegery  Wien.  Denkschr.  14'  (1868),  p.  1;  St.  Smüh,  Lond.  Trans.  161 
(1862),  p.  293  =  Papers  1,  p.  367 ;  G.  Frobenius,  J.  f  Math.  86  (1879),  p.  146. 

6)  St.  Smüh  1.  c.  6),  p.  326  =  Papers  1,  p.  406.  Über  die  Anzahl  der  jedes- 
maligen Auflösungen  s.  J.  J.  ^Ivester,  Lond.  Math.  Soc.  Proc.  28  (1897),  p.  38; 
O.  B,  MaJIhews,  ib.  p.  486. 

6«)  Frobmim,  J.  f.  Math.  86  (1879),  p.  174. 
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rungen  desselben  (I  A  3,  Nr.  46;  I  C  1,  Nr.  5)  geliefert*'*).  Die  An- 
wendung dieser  Algorithmen  ist  nicht  an  die  Ghmzzahligkeit  der  Koeffi- 
zienten gebunden.  Bei  nicht  ganzzahligen  Koeffizienten  liefert  das  Ver- 
fahren dienaherungsweisen  (eyentuell  die  exakten)  ganzzahligen  Lösungen. 
Die  erste  solche  Verallgemeinerung  findet  sich  bei  Euler,  der  z.  B. 
(yergeblich)  eine  homogene  lineare  ganzzahlige  Relation  zwischen  n^  lg  2, 

(lg  2)»,  1  —  1  +  1 aufsuchte. 

Wendet  man  das  Verfahren  auf  die  näherungsweise  ganzzahlige 
Auflosung  der  Gleichung 

x^  f""~^  +  x^  £"~*  +  •  •  •  +  aj„  =  0 

an^  in  welcher  b  eine  algebraische  Zahl  n^'  Ordnung  [I  B  1  c^  Nr.  2; 

I  G  4  a,  Nr.  1]  ist^   so  wird  dasselbe  periodisch.     Dieser  für  n  =  2 

Ton  Lagrange  bewiesene,  für  n  >  2  von  Jacohi  ausgesprochene  und 

für  n  =  3  von  ihm  durch  Induktion  bestätigte  Satz  ist  allgemein  von 

Minkowski  bewiesen  worden. 

Hermite  setzte  die  simultane  Annäherung  an  Null  von  n  —  1 

linearen  Formen 

_  /i  =  0, 1, . .  . ,  n  —  1\ 

k  \%  =      \y , . , y  n  —  1/ 

von  n  ganzzahligen  Variablen^  die  man  auf  die  Form  bringen  kann 

2<^k{xh  —  iCkXo),         (i,  Ä;  =  1, . . .,  n  —  1) 

k 

in  Beziehung  zu  der  quadratischen  Form: 

^(xk  —  iCkXoy  +  Dai 

von  der  Determinante  D. 

Da  sich  der  Wert  derselben  <  Xn  VD  machen  lässt  (b  15)^  folgt 


Xi  —  WiXo  I  <  1/^1.  /D  <  i3T 


y^ 


6^)  L.  Euler,  Opusc.  anal.  2.  Petrop.  1785,  p.  91  =  Comm.  Ar.  Coli.  2,  p.  99; 
Gauss,  Disqu.  arithm.  art.  80  u.  40  »  Werke  1,  p.  22,  82;  K.  G.J.  Jacohi,  J.  f. 
Math.  18  (1884),  p.  55;  39  (1850),  p.  290  (»  Berl.  Ber.  1848,  p.  414);  69  (1868), 
p.  1,  29  «  Werke  2,  p.  23;  6,  p.  818,  355,  385;  Ch,  Hermite,  J.  d.  math.  (1)  14 
(1849),  p.  21;  J.  f.  Math.  40  (1850),  p.  261;  41  (1851),  p.  191;  BiriMet,  Berl. 
Ber.  1842,  p.  93  =  Werke  1,  p.  632,  s.  auch  B.  Biemann,  Werke  p.  276  (2.  Aufl. 
p.  294);  Weierstrass,  Berl.  Ber.  1876,  p.  680  =  Werke  2,  p.  55;  L.  Kronecker, 
Par.  C.  R.  96  (1888),  p.  98;  99  (1884),  p.  765  =  Werke  8*,  p.  1  u.  21;  H.  Föin- 
cari,  Par.  C.  E.  99  (1884),  p.  1014;  W.  Fr.  Meyer,  Königsb.  phys.-ök.  (Jes.  1897, 
p.  57;  Zürich  Math.-Congr.  Verh.  1898,  p.  168;  Minkowski,  Gott.  Nachr.  1899, 
p.  64;  Geometrie  der  Zahlen,  p.  108;  Hu/rvjiU,  Math.  Ann.  39  (1891),  p.  279. 


a*  Lineare  Formen.  587 

WO  Xn  und  (In  von  n  abhängige  Zahlenfaktoren  sind.    Dass  (in  ^^^ 

genommen  werden  kann^  hat  Minkowski  gezeigt^  für  fc,  ist  ~r=-  der 

yb 

kleinste  zulässige  Wert  {Hwrwitz).  Ebenso  ergiebt  sich  für  n  —  k 
Formen  (k  >  1) 

Xi  —  WioXii  —  WnXi Wi^k-^iXk^i      (*  =  *?  *+l;  . .  .,n—  1) 

die  obere  Grenze   ^_^*' ,  wenn  Xk  die  grösste  der  Zahlen  Xq,  x^ 

...yXk—i  ist.  Dasselbe  Resultat  hatte  durch  Anwendung  einer  be- 
rühmten Schlussweise  Diricfüet  gefunden:  z.  B.  von  den  2^+1  Werten 

-Y^y-^^^Y        (^  =  0,  +1,...,  +  ^^ 

müssen  irgend  2  in  einem  der  2  JV  Intervalle 
liegen;  deren  Differenz  ergiebt: 

Hingegen  lassen  sich  n  Linearformen  ^OaXt     (i^k^^  1^ ..  .^n) 

k 

von  nicht  verschwindender  Determinante  |  aa  |  =  D  nicht  gleichzeitig 
der  Null  annähern^   sondern   nur   absolut   unter  (höchstens   an)   die 

Grenze  Y\D\  bringen.  Für  ganzzahlige  und  damit  für  rationale  Koeffi- 
zienten ergiebt  sich  dieser  (Minkowskt^sche)  Satz  mit  Hülfe  des 
Dirichlet'schen  Schlusses  aus  dem  Frobenius'schen  Satze  11).  Seine 
Gültigkeit  für  rationale  Koeffizienten  kann  durch  Exhaustion  auf 
irrationale  ausgedehnt  werden  (Hunvitz).  Bei  Minkowski  tritt  der 
Satz  als  unmittelbares  Korollar  des  allgemeineren  auf:  Ein  nirgends 
,)conkavev^^  Korper  mit  einem  Mittelpunkte  in  einem  Punkte  des  Zahlen- 
gitters und  vom  Volumen  2*  enthält  immer  noch  mindestens  2  weitere 
Punkte  im  Innern  oder  auf  der  Begrenzung   (Geometrie  der  Zahlen 

p.  76).    Dass   in    n — 1    der  n   Ungleichungen:     ^OikXt   <  y\D\ 

k 

stets  das  Gleichheitszeichen  wegfallen  kann^  hat  Hu/noüss  gezeigt  ^. 

Über  die  Annäherung  von  Formen  an  von  Null  verschiedene 
Grossen  hat  Tschebyscheff  den  ersten  Satz  aufgestellt:  die  ganzen  Zahlen 
X,  y  lassen  sich  stets  auf  unendlich  viele  Arten  so  wählen,  dass 


7)  A.  HurwiUf,  Gott.  Nachr.  1897,  p.  189. 
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■^ 


.y  —  ax  —  b\<    .    , 
wird  [IC3,  Nr.  7].  ~^''^' 

Kronecker  hat  die  Kriterien  für  die  näherungsweise  ganzzahlige 

Auflösbarkeit  eines  Systems: 

aufgestellt  und  die  Methode  der  Auflösung  angegeben.  Ist  r  die 
kleinste  Zahly  fär  welche  das  System 

durch  lineare  Zeilentransformation  mit  beliebigen  Koeffizienten  in  ein 
anderes  übergeht,  in  dem  alle  ausser  r  Zeilen  nur  ganzzahlige  Elemente 
enthalten,  so  heisst  r  der  yjBaMoruüitätsrang^^  des  Systems.  Alsdann 
sind  im  Falle  der  näherungsweisen  Auflösbarkeit  des  Gleichungs- 
systems (in  ganzen  Zahlen)  von  den  Grössen  o,*  r  beliebig,  r  —  r 
durch  Bationalitätsbeziebungen  beschränkt  und  n  —  r  auch  dem  Werte 
nach  durch  die  übrigen  bestimmt«). 

13)  Auf  der  Anwendung  solcher  Algorithmen  beruht  die  Lösung 
der  Aufgabe:  Sämtliche  ganzzahligen  Wertsysteme  für  die  Elemente 
des  Systems 

anzugeben,  für  welche  die  Determinanten  m^'  Ordnung  gegebene  Werte 
erhalten.  Dieselbe  ist  von  Gams  für  m  =»  2  und  n  «==  3  und  4,  von 
StieUjes  für  beliebige  m  und  n  gelöst  worden. 

Mit  denselben  Hülfsmitteln  wird  die  Aufgabe  gelöst:  Das  ge- 
gebene System 

zu  einem  quadratischen 

(a,*)         (*,*  =  1,2, . . .,  w) 

so  zu  er^nzen,  dass  dessen  Determinante  gleich  dem  Teiler  dm  des 
ersteren  Systems  wird^). 

14)  Von  der  in  4)  erläuterten  Äquivalenz,  welche  als  Äquivalenz 
der  Gleichungssysieme  ^^,kXk  =  Oy  ^aikx[=0  aufgefasst  werden 
kann,  verschieden   ist  die  Äquivalenz  der  JFbrm^nsysteme:   ^auXt. 

8)  P.  Tschebyscheff  bei  Hermite,  J.  f.  Math.  88  (1880),  p.  10;  Kronecker, 
Beri.  Ber.  1884,  p.  1071,  1179,  1271  =  Werke  3»,  p.  31,  47. 

9)  Gauss,  Disqu.  arith.  art.  279  u.  236 »Werke  1,  p.  317  u.  248;  StieUjes 
1.  c.  4);  Hennüe,  J.  de  math.  (2)  14  (1849),  p.  21;  K  Weihrauch,  Zeitschr.  Math. 
Phys.  21  (1876),  p.  134;  Eisenstein,  J.  f.  Math.  28  (1844),  p.  327  »  G^es.  Abh.  p.  89. 
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2^kXk'    Dieselben  heissen  äquivalent y   wenn  sie  durch  eine  ganz- 
zahlige Einheits-Substitution: 

Xi  =  ^  OikX'k  {iy  Ä  =  1,  2,  . . .,  n) 

in  einander  übergehen. 

Das  System 

^  /i=  1,2,  .  . .,  w\ 

ist  einem  „reduzierten^^ 

(i,  i  =  1 ,  2, . . . ,  m 
a'ik  =  0  für  i<1c 
0  <  a'ik  <  a'ii ;  JJau  =  d^ 
äquivalent. 

Äquivalente  reduzierte  Systeme  sind  identisch. 

Zwei  Systeme  sind  dann  und  nur  dann  äquivalent,  wenn  sie 
dasselbe  reduzierte  System  haben. 

Alle  einander  äquivalenten  Systeme  bilden  eine  „Klasse^ '^  die  An- 
zahl der  Klassen  ist  gleich  der  Anzahl  der  reduzierten  Systeme.    Für 

ein  gegebenes  d  =  1  \p\i   ist  diese  Elassenanzahl  gleich 

•      ^T-F^H h^m=n- 

hier  sind  die  pi  die  verschiedenen  Primfaktoren  von  d, 
15)  Die  Auflösung  der  Kongruenzen 

2(^ikXk  =  ai  (mod.  a)         (l^\'"'^^ 

VA;  =  1, .  .  .,  w/ 

kommt  auf  die  der  Gleichungen 

^aikXk  +  azi  =  ai 
zurück. 

Sind  zunächst  alle  o,-  =  0,  so  ist  die  Anzahl  der  inkongruenten 

n 

Lösungen   gleich    ll(fih,o,)y   wenn  mit   (eh,  a)  der   grösste  gemein- 


A»l 


same  Teiler  von  Ck  und  a  bezeichnet  wird.    Natürlich  ist  (Cr+i,  a)  =  a 
u.  s.  w. 

Eine  „eigentliche^^  Lösung,    d.  h.  eine  Lösung  mit  teilerfremden 
Xj, ...,  a:«  ist  vorhanden,  wenn  und  nur  wenn  e„^0  (mod.  a)  ist^®). 


10)  Frobeniua,  J.  f.  Math.  86  (1879),   p.  192;    K.  HeMel,  J.  f.  Math.  107 
(1891),  p.  241;   vgl.  auch  /.  Studnicka,  Prag.  Böhm.  Ber.  1876,  p.  114. 


I 
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Die  Gesamtheit  der  Lösungssysteme  stellt  einen  Modul  (Dedekind) 
dar  [I  G  4  a,  Nr.  13],  welcher  die  Invarianten 

(Ä=l,...,») 


(<*-  «) 

besitzt"»). 

Die  Anzahl  inkongruenter  Wertsysteme,   welche  die  m  Linear- 
formen  modulo  a  annelimen  können^  beträgt: 


n 


Man  kann  sich  auf  den  Fall  r  =^m  ^n  beschranken.  Ist  q  die 
grösste  Zahly  für  welche  d^  teilerfremd  zu  a  ist^  so  giebt  es  Systeme 
Yon  n  —  Q  und  nicht  weniger  ^undamento^^ä^MM^^^',  aus  denen  alle 
andern  modulo  a  linear  homogen  ganzzahlig  zusammensetzbar  sind  "). 

Sind  nicht  alle  a,-  =  0^  so  sind  die  Kongruenzen  für  fn<n  auf- 


m  m 


lösbar,  wenn   /  I  (c»,  ^)  ^^  1  I  (**>  *)>  ^^^  ^^  tn  >n,  wenn 


Asl  A=>1 


und  £^4.1  ^  0  (mod.  a)  ist.    Hier  sind  die  6«  die  Elementarteiler  des 
Systems: 

du  o^^,  *  •  •  ^1 M  ^  0  0 

aiiai2...a2ii  0  a  0  1, 


die  £a  die  Elementarteiler  des  Systems: 

a,a,ia„  ...  02»  0  a  0  1.^*) 


Die  Anzahl  der  inkongruenten  Losungen  betragt  auch  in  diesem 

n 

PaU  JJ(c*,  a). 


10»)  E.  Steinüe,  Deutsche  Math.-Ver.  6*  (1896),  p.  87, 

11)  Froheniua,  J.  f.  Math.  88  (1880),  p.  109. 

12)  Smith,  1.  c.  art.  17  u.  18  =  Papers  1,  p.  399. 
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b.   AllgemeineB  über  bilineare   und   qnadratiBOhe   Formen  ^'). 

1)  Geht  die  jpüineare  Form^^ 

Xr  U=  1,  2,  ..,,nr 

welche  man  als  die  Zusammenfassung  der  linearen  Formen  ^Oiktfk 

k 

oder  auch    der  linearen  Formen  ^üikXi  auffassen   kann^   durch  die 

beiden  ganzzahligen  Einheits-Substitutionen 

m'  n'  /  i  =  1,   ...,  w 

Xi  =^ ccikXH      yk  =^ ßkhy'h       I  *  =  1,  . . .,  n 

in  die  bilineare  Form 

^*-»'   a:l;l; ;;;;:) 

über^  so  heisst  diese  letztere  unter  der  ersteren  „enihaUen"  oder  durch 
sie  „da/rgestdW. 

Die  Darstellung  heisst  eine  „eigenüichef',  wenn  die  beiden  Systeme 
(aa)  und  (ßkh)  Primsysteme  sind;  sonst  „uneigenÜidif^, 

Damit  eine  Form  in  einer  andern  enthalten  ist^  ist  notwendig 
und  hinreichend,  dass  die  Elementarteiler  des  Koeffizientensystems 
der  enthaltenen  Form  Multipla  der  entsprechenden  Elementarteiler 
des  Koeffizientensystems  der  enthaltenden  Form  sind. 

2)  Ist  Ton  zwei  bilinearen  Formen  jede  unter  der  andern  ent- 
halten, so  heissen  dieselben  y/iquivdlenf^. 

Für  die  Äquivalenz  zweier  bilinearen  Formen  ist  die  Gleichheit 
entsprechender  Elementarteiler  ihrer  Koeffizientensysteme  notwendig 
und  hinreichend  {Weierstrctös). 

3)  Von  nun  ab  sei  wt  =  n. 

Jede  bilineare  Form  ist  äquivalent  einer  yfBechmertenf^: 

r 

^ejXiyj. 


13)  K.  Weierstrass,  Berl.  Ber.  1868,  p.  207  j  1868,  p.  310  -=  Werke  1,  p.  238; 
2,  p.  19;  L.KroMcker,  Berl.  Ber.  1868,  p.  339;  1874,  p.  69,  149,  206,  302,  397; 
Par.  C.  E.  78  (1874),  p.  1181  =  Werke  1,  p.  163,  349.  Weitere  AuafOhrung  Berl. 
Ber.  1890,  p.  1226,  1376;  1891,  p.  9,  33;  L.  SHckelberger,  J.  f.  Math.  86  (1879), 
p.  20;  G.Frobenius,  p.  146;  C.  Jordan,  J.  d.  Math.  (2)  19  (1874),  p.  36,  397;  Par. 
C.  K  77  (1873),  p.  1487;  78  (1874),  p.  614,  1763;  92  (1881),  p.  1437;  93  (1881), 
p.  113, 181,  234.  Im  übrigen  vgl.  Muth,  Elementarteiler;  .Baoftmam»^  Quadratische 
Formen,  and  I  B  2,  Nr.  8,  bes.  Anm.  68. 
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Rechnet  man  alle  einander  äquivalenten  Formen  in  eine  j^Klassef^f  so 
ist  die  Anzahl  der  Klassen  bilinearer  Formen  von  2n  Variabeln  mit 
der  yyDeterminanttf^ 

D  =  I  o,*  I        (i,  A  =  1,  2,  . . . ,  n) 

gleich  der  Anzahl  der  reduzierten  Formen.  Diese  Anzahl  ergiebt  sich 
leicht  gleich  dem  Zähler  des  Bruches  mit  dem  Nenner  I)  in  der  Ent- 
wickelung  des  Produktes: 

1 


V(-i)-    (-7) 


(i>  =  2,  3,  5,  7,  ...). 


4)  Der  Satz  2)  gilt  auch  noch,  wenn  die  Koeffizienten  Oik  und 
die  Substitutionskoeffizienten  ganze  Funktionen  eines  Parameters  k, 
die  Substitutionsdeterminanten  von  k  unabhängig  sind. 

Sind  insbesondere  die  Koeffizienten  zweier  in  diesem  Sinne  äqui- 
valenten bilinearen  Formen  lineare  Funktionen  von  ky  so  gehen  die 
beiden  Formen  auch  durch  zwei  von  k  unabhängige  Substitutionen  in 
einander  über"). 

Daher  ist  für  die  Äquivalenz  im  engeren  Sinne  der  beiden 
yyFormenscharen'' : 

^(Oik  +  A  bn)  Xiffk ,     ^(a'ik  +  k  b'ik)  Xiffk 

die  Übereinstimmung  der  entsprechenden  Elementarteiler  der  beiden 
Systeme: 

{an  +  kbik),         (an  +  kb^) 

notwendig  und  hinreichend^*). 

5)  Von  dieser  „simultanen  Transformation*^  zweier  Formen 
^aikXiifk,  ^bihXiHh  in  zwei  andere  ist  ein  wichtiger  Spezialfall 
die  Transformation  einer  Form  durch  eine  solche  Substitution,  welche 
eine  andere  Form  in  sich  selbst  transformiert. 

Um  alle  Transformationen  einer  Form  in  sich  selbst  ^^)  zu  finden, 


genügt  es,  alle  Transformationen  ihrer  Reduzierten  ^.  e,a:,y,  in  sich 
selbst  zu  finden.     Nimmt  man  die  Substitution  der  x  beliebig  an: 

k 


Xi  =^aikx'k     (t,  Ä;  ==  1,  2, . .  . ,  w), 


14)  Frohenius,  J.  f.  Math.  86  (1879),  p.  205;  Berl.  Ber.  1896,  p.  7. 

15)  K.  Weierstrass,  Berl.  Ber.  1868,  p.  310;  Kroneckei',  Berl.  Ber.  1874,  p.  69, 
149, 206, 802, 897;  Frobenius,  J.  f.  Math.  84  (1878),  p.  1;  Ä.  Voss,  Münchn.  Abb.  17* 
(1891),  p.  235. 

16)  Vgl.  z.  B.  Ä.  Voss,  Gott.  Nachr.  1887,  p.  424  und  I  B  2,  Nr.  8. 
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SO  ist  diejenige  der  y: 

Vi  ^^ßikVk      (i,  *  =  1,  2, . . .,  w), 
* 

{—)  das  zu  dem  Systeme  (c,a,i)  reziproke  System  ist. 
Ist  insbesondere  6^  =  e^  =  •••*=  1 ,  so  heissen  die  beiden  Sub- 

n 

stitutionen  y^kontragredient^^'^  sie  transformieren  die  Form  ^,  Xjyj 
in  sich  [I  B  2,  Nr.  2].  •=i 

Ist  x'i  =2! ßki^k      (i,  i  =  1,  2, . . . ,  n) 

h 

die  reziproke  Substitution  von  Xi  =^cg.ta;jb,  so  ist 

y.'  ^^ßikVk      (i,  *=  1,  2,  ...,n) 

die  kontragrediente.     Von  den  beiden  Systemen 

heisst  jedes  das  „transponiert^^  des  andern ").  Zwei  Variabeinreihen, 
welche  kontri^edienten  Substitutionen  unterworfen  werden,  heissen 
kontragredient.  Variabeinreihen,  welche  denselben  Substitutionen  unter- 
worfen werden,  heissen  ,^cogredienlf^  [I  B  2,  Nr.  2]. 

6)  Wird  die  Form  ^anXiyk  durch  zwei  kontragrediente  Sub- 
stitutionen in  die  "Porm  ^a'ihXiHh  transformiert,  so  heissen  die  Systeme 
(a.*),  («;*)  „ähnlicW^. 

Die  Gleichung  n*®**  Grades  in  k: 

heisst  die  ^undamentcUgleichung^^  der  Form  oder  des  Systems  (a,*).  ^^) 
Ähnliche  Systeme  haben  gleiche  Fundamentalgleichungen. 

7)  Bezeichnet  man  mit  a,^^...,-  ^k,k^    k    die  aus  der  ij**",  i^**",  ..., 

i^**«*  Zeile  und  Ä^*«",  Äj*«",  . .  .,Ä^*«^  Spalte  des  Systems  (a,*)  gebildete 
Subdeterminante,  so  heisst  die  Form: 

ihykk=l,2, . .  .,n 

*»*«••  V  \A=  1,  2,  ...,^ 


17)  G^au«9,  Disqu.  arithm.  art.  268  =»  Werke  1,  p.  304. 

18)  L.  Fuchs,  J.  f.  Math.  60  (1866),   p.  133;    E.  B.  Christoffel,  68  (1868), 
pw-270;  jSf.  Hambwrger,^  76  (1873),  p.  116;  J,  BascmeSy  80  (1875),  p.  64. 

Enojklop.  d.  voMih.  Wiisenioh.    I.  38 
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r> 


die    ft**    „Ädjungierte^^,    „Kankomitante^^ ,    „Beglei^arm^^    der 
8)  Man  kann  die  ^^*  Adjungierte  in  die  Formen  setzen: 


Form 


«11 

»«1 
^11 


•  •  •  (hn 

m 
m 
• 

•  •   •  ötuji 

•  .  •  ^1» 


bli    •  •  •  bn— ^,1 
bin  •  •  •  bn — fitii 

0...0 


'^n  —  fifl   •  •  •  '^n — fifn  U  .  .  .  U 


(9,    tf=l,    ...,   »  — f*), 


wenn  man  die  durch  Fortlassung  der  ij**"^,  i^*^,  . . .,  i^**°  Spalte  aus 


/!" 


•  ■•1 


1» 


*u> 


dem  System  I   j  gebüdete  Determinante  mit  rr,,^. 

\bn— -/u,  1  •  •  •  b«— ju, «/ 

und  die  durch  Fortlassung  der  k^^^,  k^^^,  . . . ,  k^J^^  Spalte  aus  dem 

(^11  "Vin        \ 

I  gebildete  Determinante  mit  yk^t^.,.  k    be- 

zeichnet. 

9)  Gehen  die  beiden  Formen  ^a^^a^iy*,  ^a'ihxWk  durch  die  Sub- 
stitutionen: 


Xi  =^  f^^ikX'k 

h 


Vk 


-2f 


(h,  r,  A;  =  1,  2,  . . .,  n) 


khyh 


in  einander  über^  so  gehen  ihre  fi^°  Begleitformen  durch  die  Sub- 
stitutionen: 

bll  •  •  •  bin 


bn— /4,1  •  •  •  bn — ii^,n 
^'j,l  •  •  •  ^i'i,* 


19)  Für  quadr.  Formen  s.  St.  Smith,  Lond.  R.  S.  Proc.  13  (1864),  p.  199  =^ 
Papers  1,  p.  412;  Par.  sav.  [ötr.]  (2)  29  (1887)  =  Papers  2,  p.  623;  P.  Bachmann, 
J.  f.  Math.  76  (1873),  p.  831 ;  G.  Darboux,  J.  d.  math.  (2)  19  (1874),  p.^47;  G.  Morera, 
Lomb.  Rend.  (2)  19  (1886),  p.  662;    Ca.  BiehUr,  Nout.  ann.  (3)  11  (1887),  p.  79; 
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y*i*.  •  *i.  = 


m 


in  einander  über. 

Äquivalente  oder  ähnliche  Formen  haben  äquivalente  oder  ähn- 
liche Begleitformen. 

10)  Ist  ^^  aikXijfk  eine  ganzzahlige  Form^  so  heisst  jedes  ganze 

Vielfache  derselben  aus  ihr  „abgeleiteif'  (forma  derivata  bei  Quuss), 
Eine  Form,  die  aus  keiner  anderen  ganzzahligen  abgeleitet  ist,  heisst 

11)  Ist 

atk  =  ajti,  (i,  Ä  =  1,  2,  . . . ,  n) 

80  heisst  die  Form  ^aikXiVt  „symmetrisch''-^  ist  o,*  =  — a*,-,  so 
heisst  dieselbe  ^flltemierendf'. 

Die  Theorie  der  symmetrischen  Form  ^aikXiyt  stimmt,  wenn 
man  auf  die  Variabelnreihen  x  und  y  nur  kogrediente  Transforma- 
tionen anwendet,  mit  der  Theorie  der  „quadrcUischenf'  Form  ^aikXiXk 
im  wesentlichen  überein. 

An   die   Stelle    der   Paare    von   kontragredienten   Substitutionen 

n 

treten  die  orthogonalen  Substitutionen,  welche  die  Form  ^  x,*  in 
sich  selbst  transformieren.  **"^ 

Alle  orthogonalen  Substitutionen  gehen  aus 

n  n 

y,  CikXk  =  ^  CkiX'k 

hervor*^). 

Eigenschaften  derjenigen  Substitutionen,  welche  eine  beliebige 
quadratische  Form  in  sich  transformieren,  sind  von  Cayley,  JRosanes, 
Frohenius  gefunden  worden  [I  B  2,  Nr.  3]. 


(Cik  =  —  Cki\ 

\cu  =  1       / 


G.  Bados,  Budap.  math.  u.  naturw.  Anz.  14  (1896),  p.  26;   Ungar.  Ber.  14  (1898 
[1896/96]),  p.  86,  116;  Zürich  Math.-Kongr.  Verh.  1898  [1897],  p.  168. 

20)  Gauss,  Disqu.  arithm.  art.  226  »  Werke  1,  p.  226. 

21)  A.  Cayley,  J.  f.  Math.  32  (1846),  p.  122  =  Pap.  1,  p.  332;  60  (1866), 
p.  288,  299,  bes.  p.  311  =  Pap.  2,  p.  192,  202;  H.  Taher,  Chic.  Congr.  Pap.  (1896 
[1893]),  p.  396  [I  B  2,  Nr.  8,  Anm.  41—46]. 

88* 
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Die  Fundamentalgleichung  einer  solchen  Substitution  ist  reziprok*^). 

Die  quadratische  Form  ^aitXiXk  wird  durch  die  ,fintisymme- 
trischef^  Substitution 

^ a^xi,  =  ^ ükiXk  (i,  A;  =  1,  2,  . . .,  n) 

k  k 

in  sich  transformiert  (Rosanesy*). 

Damit  eine  Substitution  geeignet  sei,  eine  quadratische  Form  in 
sich  zu  transformieren,  ist  notwendig  und  hinreichend,  dass  die  Ele- 
mentarteiler der  zugehörigen  Fundamentalgleichung  paarweise  reziproke 
Wurzeln  haben  und  von  gleichem  Grade  sind,  mit  Ausnahme  der- 
jenigen, die  für  A  =  +  1  oder  —  1  verschwinden  und  welche  ungerade 
Exponenten  haben«). 

Die  Aufgabe:  Alle  Transformationen  einer  gegebenen  quadra- 
tischen Form  von  n  Variabein  in  sich  zu  finden,  ist  von  Cayley  und 
Hermite  angegriffen,  von  Frobenias  und  Muir  erledigt  worden^). 

12)  Die  Äquivalenz  quadratischer  Formen  wird  in  eine  „eigent- 
liche^^ und  eine  „fmeigerUliche^^  unterschieden,  je  nachdem  die  Sub- 
stitutionsdeterminante gleich  -|~  1  o^^  gleich  —  1  ist.  Eine  sich 
selbst  uneigentlich  äquivalente  Klasse  von  Formen  heisst  y^ambig^' 
(jyüncepsf*  bei  Gauss  [Disqu.  Ar.  art.  163],  „bifide^'  bei  Legendre), 

Eine  primitive  quadratische  Form  heisst  y,eigenÜich^'  primitiv 
oder  y^erster  Ar^  oder  „ungeroM^j  wenn  die  Koeffizienten  au  nicht 
alle  gerade  sind,  sonst  „uneigerUlichf'  primitiv,  ,,0weiter  Artf^,  j^gerade^^, 

13)  Er^nzt  man  diejenigen  Glieder  einer  quadratischen  Form 
SüihXiXhj.  welche  x^^  enthalten,  zu  einem  vollständigen  Quadrat  einer 
linearen  Form  y^  von  x,,  x^,  . . .,  Xn,  so  erhält  man 

verfährt    man    mit   ^ a'i'k'  XiXk'    analog   u.    s.    w.,    so    erhält    man 
schliesslich: 


2 


WO   Di=\agH\j       (5f,  Ä  =  1,  2,  . . . ,  i)      Do  =  1 , 


22)  Cayley,  J.  f.  Math.  60  (1855),  p.  288  =  Pap.  2,  p.  192 ;  J.  Bosanes,  80  (1876), 
p.  62  p  B  2,  Nr.  8,  Anm.  66,  67]. 

28)  Frohmius,  J.  f.  Math.  84  (1878),  p.  41. 

24)  Cayley,  J.  f.  Math.  32  (1846),  p.  119;  50  (1866),  p.  288  «=  Papers  1, 
p.  382;  2  p.  192;  Hermite,  J.  f.  Math.  47  (1864),  p.  307;  J.  Eosanes  80  (1876), 
p.  62;  Frobenius  84  (1878),  p.  1;  Par.  C.  R.  86  (1877),  p.  181;  F.  Cerruti,  Rom. 
Line.  A.  (2)  2  (1878),  p.  48;  Th,  Muir,  Edinb.  Trans.  39  (1896),  p.  209;  Amer.  J. 
of  math.  20  (1898),   p.  216  [I B  2,  Nr.  8,  Anm.  42—46,  71]. 
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gesetzt  ist*^).  Die  Form  heisst  yflrdinä/r^^y  wenn  diese  Transformation 
auf  ein  Aggregat  von  n  Qua^aten  möglich  ist,  sonst  y^ngulär^^^. 
Eine  singulare  Form  ist  in  ein  Aggregat  von  weniger  als  n  Qua- 
draten   transformierbar.      Wie    auch    eine    Form     in    ein    Aggregat 

^,  ntiffi^  (reell)  transformiert  werden  mag,  so  ist  doch  stets  dieselbe 

Anzahl  der  (reellen)  Koeffizienten  m,-  positiv,  null,  negativ:  Sylvester's 
Trägheitsgesetz  ^'')f  das  aber,  nach  einer  Bemerkung  K,  W.  Borchardt^s, 
Jacobi  schon  1847  gekannt  hat.  Danach  zerfallen  die  Formen  in 
verschiedene  „Spezies^^ 

Bei  ordinären  Formen  von  n  Variabein  heisst  die  Anzahl  r  der 
negativen  Koeffizienten  m,  der  „Indeoif^  {Hermite)  oder  „Trägheitsindex^^ 
der  Form,  die  kleinere  der  Zahlen  r  und  n  —  r  die  jfiha/rahteristikf^ 
(Loewy),  (n  —  r)  —  r  die  jßigruUm^^  {Fröbenius)  der  Form. 

Haben  alle  Koeffizienten  nti  dasselbe  Zeichen,  so  heisst  die  Form 
yydefinitfy  sonst  „indefinW^,  Die  definiten  Formen  zerfallen  nach  dem 
Vorzeichen  der  durch  sie  darstellbaren  2^hlen  in  „positive^^  und  ^ynegaüvef^, 

14)  Für  diejenigen  Werte  einer  positiven  Form,  welche  unter 
einer  bestimmten  Grenze  liegen,  liegen  auch  die  Variabein  unter  be- 
stimmten Grenzen.  Infolgedessen  nimmt  eine  ganzzahlige  positive 
Form  einen  bestimmten  ganzzahligen  Wert  nur  fQr  eine  endliche  An- 
zahl ganzzahliger  Wertsysteme  der  Variabein  an.  Hieraus  ergiebt 
sich  femer,  dass  eine  solche  Form  nur  eine  endliche  Anzahl  ganz- 
zahliger Transformationen  in  sich  selbst  zulassen  kann.  Die  Anzahl 
derselben  ist  gewiss  nicht  grösser  als  (2*+^  —  2)".  ^^•) 

26)  JacoU,  J.  f.  Math.  68  (1867),  p.  266  =  Werke  8,  p.  683;  S.  Gundelfinger, 
J.  f.  Math.  91  (1881),  p.  221;  HermiU  47  (1854),  p.  822;  D.  ÄndrS,  Par.  Soc. 
math.  Bull.  16  (1887),  p.  188;  VaMen,  Zeitechr.  Math.  Phys.  40  (1895),  p.  127; 
Ä.  Kneser,  Arch.  f.  Math.  u.  Phys.  (2)  15(1897),  p.  225  (vgl.  femer  I B2,  Anm.  87). 
Die  Bimultane  Transformation  zweier  Formen  auf  Quadratssummen  s.  nament- 
lich bei  G.  Darbottx,  J.  de  math.  (2)  19  (1874),  p.  347.    Die  Transf.   bilinearer 

Formen  in  die  Form  ^m^x.y.  s.  Jacohi  1.  c;  B.  E.  Beltrami,  Giom.  dimat. 
11  (1873),  p.  98  [I B  2,  Nr.  8,  Anm.  66]. 

26)  Über  Transf.  sing.  Formen  s.  z.  B.  Benoit,  Par.  C.  R.  101  (1885),  p.  869; 
Nouv.  Ann.  (3)  5  (1886),  p.  30;  De  Presle,  Par.  Soc.  math.  Bull.  14  (1886),  p.  98 
[I B  2,  Nr.  8,  Anm.  37]. 

27)  Jacobi,  J.  f.  Math.  63  (1857),  p.  276  =  Werke  3,  p.  691 ;  Sylvester,  Phil. 
Mag.  (4)  4,  1862»,  p.  138;  Lond.  Trans.  143  (1863),  p.  481;  Hermite,  J.  f.  Math. 
63  (1867),  p.  271;  K,  W.  Borchardt,  p.  281  =  Werke  p.  469;  Brioschi,  Nouv. 
ann.  16  (1866),  p.  254;  De  PresU,  Par.  Soc.  math.  Bull.  16  (1887),  p.  179  [IB2, 
Nr.  8,  Anm.  38]. 

27»)  C.  Jordan,  J.  ^c.  pol.  29,  cah.  48  (1880),  p.  133;  MvnkiywBki,  J.  f.  Math. 
101  (1887),  p.  196;   Geom.  der  Zahlen,  p.  185. 
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15)  Für  das  Minimum  einer  positiven  Form  mit  n  ganzzahligen 

Variablen  und  der  Determinante  D  ist  eine  obere  Grenze:  (— j        ^D 

zuerst  von  Hermite  ermittelt  worden.  Dieser  Minimalvsrert  kann  bei 
binären  Formen  (fi  =  2)  und  nur  bei  diesen  vsrirklich  erreicht  werden. 
Niedrigere  obere  Grenzen  haben  Korkine  und  Zolotareff  aufgestellt; 

m  —  8 


S     ^      n 


«c         2  n    / 

nämlich  ftir  n  =  2m    die  Grenze:         ,yD,  und  für   n  =  2m  +  1 


m — S 
2~T 


die  Grenze:  1/ — -, — stD.      Diese    Grenzen    können    bei     temären 


(n  =c  3)  und  quatemären  (n  =  4)  Formen  und  nur  bei  diesen  wirk- 
lich erreicht  werden.  Das  Problem,  die  niedrigste  obere  Grenze  auf- 
zufinden, lösen  Korkine  und  Zolota/reff  durch  Aufsuchung  der  „ea;- 
tremen^  Formen,  d.  h.  derjenigen  Formen,  deren  Minimum  durch 
Änderung  der  Koeffizienten  bei  ungeänderter  Determinante  verkleinert 
wird.  Ihre  Methode  liefert  für  n  =  2,  3,  4,  5,  von  konstanten  Faktoren 
abgesehen,  nur  die  extremen  Formen: 

X^    -J-  X^    -p  X^X^  ,      Xi    -f-  Xj    -(-  Xi^    -|-  X^X^  -f-  X^Xj^  "|-  x^x^ , 

Xy^    "T ^2      I    »^8      I    ^4    "T  ^1  ^  "1     ^1  ^8     I     ^1^4  ~l     ^^8     I    ^8^4  "r  ^8^4  ? 

•^1    "i    «^2    "T"  »^S    "i    »^4    "i     '^1  ^4 "»    ^2  ^4  ~r    ^8  ^4 ; 

"T  ^^4    I    ^8^6  "T  ^4*^5  > 

^1  "r  ^  "r  ^8    r  ^4    i   «^s  2^  •^'i  ^«       '2'  •^i'*'»       "2"  •^1^4       "2"  "^a*^* 

,1  ,1  ,1 

"r  "2'^a*^8    I    ■y^S'^'i    I      2  ^8*^4        ^J^5         ^3*^5        ^i^hy 

Xi    -f'  ^%    "T  ^    "r  ^4      I    ^      I     •*'1'^8     I    ^1^4    I    ^1^5    I    ^2*^8  T"  ^2^4    I    ^^5 

"1    ^^4    I    ^8''^6     I    ^4^  ^ 

also  bezw.  die  kleinsten  oberen  Grenzen: 

ffn,  V2D,  ViD,  VSD. 

Minkowski  sucht,  allgemeiner,  eine  obere  Grenze  für  den  Minimalwert 
der  Sunmie  von  n  p^^  Potenzen  der  absoluten  Werte  von  n  Linear- 
formen von  n  Variablen.  Diese  Grenze  ergiebt  sich  hauptsächlich 
auf  Grund  seines  oben  p.  587  citierten  Satzes  über  nirgends  kon- 
kave Körper;  für  quadratische  Formen  (p  =  2)  ergiebt  sich  die 
Grenze  [s.  u.  Nr.  e,  10)]: 
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(4)' 


16)  Jacohi  hat  gezeigt,  dass  man  vermittelst  der  Verallgemeine- 
rung des  Kettenbruchalgoritlimus  (s.  Nr.  a,  12)  eine  ganzzahlige  quadra- 
tische Form  von  n  Variablen  durch  ganzzahlige  Einheitssubstitutionen 
auf  eine  Form  von  2n  —  1  und  im  allgemeinen  nicht  weniger 
Gliedern  reduzieren  kann.  Diese  ,^ac6bi*schen  Beduzierien'^  haben 
die    Gestalt:    o^  x^^  -|-  o^  x^  x^  +  Oj^  x^^  +  Ojj  x^  ^s  +  ^a  ^s*  +  *  *  * 

C.  Binäre  quadraÜBOhe  Formen  und  bilineare  Formen  von  vier 
Variablen.  1)  Etwas  abweichend  von  den  allgemeinen  quadratischen 
Formen  nennt  man  nicht  ac  —  Vy  sondern,  im  Anschluss  an  Gauss, 
b^  —  ac  =^  D  die  Determinante  (bei  Gauss  determinans  sc.  numerus; 
„der  Determinante  s.  z.  B.  *^)  der  quadratischen  Form  ax^-]-  2bxy  -|-  cy*. 
Die  Formen  derselben  Determinante  zerfallen  in  „Ordnimgen^^ ,  indem 
man  diejenigen  zusammenfasst,  in  denen  einerseits  a,  b,  c,  anderer- 
seits a,  2b,  c  denselben  grössten  gemeinsamen  Teiler  haben.  Man 
beschränkt  die  Betrachtung  auf  die  Ordnungen  der  „primitivenf^  Formen, 
in  denen  a,  b,  c  den  grössten  gemeinsamen  Teuer  1  haben.  Je  nach- 
dem a,  2b,  c  den  grössten  gemeinsamen  Teiler  1  oder  2  haben,  hat  man 
es  mit  der  Ordnung  der  „eigentlich"'  oder  der  „uneigenüich''  primitiven 
Formen  zu  thun.  Jede  der  beiden  Ordnungen  zerfällt  in  „Klassen'",  in- 
dem man  die  einander  eigentlich  äquivalenten  Formen  in  eine  Klasse 
zusammenfasst.  —  Formen  mit  quadratischer  Determinante  zerfallen 
in  zwei  rationale  Linearfaktoren  und  werden  im  allgemeinen  ab  „aritli- 
metisch  singulär^  von  der  Betrachtung  ausgeschlossen.  Die  Null  ist 
durch  dieselben  darstellbar  (NuUformen), 

2)  Die  Form  x^ — Dy*  heisst  die  „Hauptform"",  die  Klasse,  der 
sie  angehört,  die  ,yHawp{kUiss€^", 

Die  Gleichung  x^ —  Dy^  =  1  heisst  die  Fell' sehe  (richtiger  Fer- 
mat'sche)  Gleichung '^). 

28)  Hennite,  J.  f.  Math.  40  (1860),  p.  261;  Ä.  Korkine  u.  G.  Zolotareff, 
Math.  Ann.  5  (1872),  p.  681;  6  (1873),  p.  366;  11  (1877),  p.  242;  H.  Minkowski, 
Par.  C.  R.  112  (1891),  p.  209;  J.  f.  Math.  107  (1891),  p.  278;  Chic.  Congr.  Pap. 
1896  [1893],  p.  201;  Geometrie  der  Zahlen,  Leipzig  1896,  p.  123. 

29)  Jacohi,  Berl.  Ber.  1848,  p.  414  =  J.  f.  Math.  39  (1860),  p.  290  =  Werke 
6,  p.  318. 

30)  Lagrange,  %  8  der  Additions  zu  Euler,  ^l^mens  d'alg^bre,  Lyon  1794, 
dentflch  v.  ChrOson,  Berl.  1796/97,  p.  628  =  Oeuvr.  7,  p.  3  u.  Mise.  Taur.  4 
(1766)  »  Oeuvr.  1,  p.  669;   Euler,  ^läments  d'alg^bre  2*,   Kap.  7;   Petr.  Nov. 
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Für  D  <  —  1  hat  dieselbe  in  ganzen  Zahlen  nur  die  beiden 
Auflösungen:  a;  =  +  1;  y  =  0.  Für  D  =  —  1  hat  dieselbe  nur  die 
vier  Auflösungen:  x  =  ^l,  y==0  und  a;  =  0,  y  =  +  1-  ^^^ 
D  >  0  hat  die  PelFsche  Gleichung  unendlich  viele  Auflösungen.  Aus 
je  zwei  Auflösungen  ergiebt  sich  eine  dritte  vermöge  der  Gleichung: 

Man  kann  sich  auf  die  „posiüvefif^  Auflösungen,  für  welche  /  >  0 
und  u  >  0  ist,  beschränken.  Ist  T,  U  die  Auflösung,  für  welche  T^ 
also  auch  U  am  kleinsten  ist,  so  ergeben  sich  alle  positiven  Auf- 
lösungen aus: 

t+uYD  =  {T+  Uyny  für  i=l,  2,  3,  ... 

Die  Auflösung  t,  u  ,^€hörif^  dann  zum  Exponenten .  Je,  Die  Auf- 
lösung (T,  U)  heisst  ,yFundafnentälauflösung'^, 

Die  FundamentaUuflÖBung  wird  gefunden,  indem  man  YD  in 
einen  Eettenbruch  entwickelt;  derselbe  wird  periodisch  und  zwar 
derart,  dass 


A+-.+  1 

A  +  1 

Pi+        1 

wird"). 

Po  +  V5 

Setzt  man 

,     1                            T' 
^" "*"  J».  +  •  • .+  i          U" 

Pi 

Comm.  11  (1765),  p.  28  »»  Comm.  arithm.  1,  p.  316;  und  an  vielen  anderen  Stellen 
(vgl.  Opusc.  arithm.);  Gauss,  Disqu.  arithm.  art.  163  =  Werke  1,  p.  163 ;  vgl.  femer: 
P.  Seeling,  Arch.  f.  Math.  u.  Phys.  52  (1871),  p.  40;  L.  ÖUingef  49  (1869),  p.  193; 
A.  B.  Evans,  A.  Martin,  G.  Hart,  S.  BiOs,  Educ.  Times  16  (1872),  p.  34;  23  (1875), 
p.  98,  109;  28  (1877),  p.  29;  C.  Moreau,  Nouv.  ann.  12  (1878),  p.  330;  C.  Minni- 
gerode,  Gott.  Nachr.  1873,  p.  619;  W.  Schmidt,  Zeitschr.  Math.  Phys.  19  (1874), 
p.  92;  H.  J.  S.  Smith,  Lond.  Math.  Soc.  Proc.  7  (1876),  p.  199  =  Coli.  Math. 
Pap.  2,  p.  148;  S.  Boherts  15  (1884),  p.  247;  H.  Brocard,  Nouv.  Corr.  Math.  4 
(1878),  p.  161, 193,  228,  337;  S.  Bealis  6  (1880),  p.  306, 342;  W.  Durfee,  John  Hopk. 
Circ.  1882»,  p.  178;  A.  Meyer,  Zürich  Naturf.  Ges.  32  (1887),  p.  363. 

31)  Lagrange,  1.  c.  30)  u.  Traitö  d.  1.  r^s.  des  ^qu.  num.  Paris  1798  u. 
1808,  chap.  6  =  Oeuvr.  8,  p.  73;  vgl.  femer  z.  B.  0.  SckWmüch,  Zeitschr.  Math. 
Phys.  17  (1872),  p.  70;  A.  Stern,  J.  f.  Math.  53  (1857),  p.  1;  A.  Boutin,  Mathesis 
(2)  7  (1897),  p.  8;  E.  de  Jonquieres,  Par.  C.  B.  96  (1883),  p.  568,  694,  832,  1020, 
1129,  1210,  1297,  1351,  1420,  1490,  1571,  1721;  P.  Seeling,  Arch.  Math.  Phys.  49 
(1869),  p.  4;  Smith,  Chelini  Coli.  Math.  1881,  p.  117. 
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80  ist  r«  —  Dir«=  +  1.  Ist  r«—  2)Z7'«=  —  l,  so  erhält  man 
alle  positiven  Auflösungen  dieser  Gleichung  aus 

(r  +  ü'  YDf 

für  Ä  ==  1,  3,  5,  . .  .  und  alle  positiven  Auflösungen  der  PelFschen 
Gleichung  für  Ä  =  2,  4,  6,  . . .;  insbesondere  die  Fundamentalauf- 
lösung  fQr  Ä  =  2. 

Die  Fr^e  nach  den  ganzieh  algebraischen  Zahlen  [I  C  4  a,  Nr.  2, 7] 
der  Form  ^  +  **  Y^y  deren  Norm  t^  —  Dm*  absolut  gleich  Eins  ist,  ist 
die  Frage  nach  den  j^Einheitenf^  des  ^^Bereiche^^  }/D .     Da  auch  Zahlen 

von  der  Form  ^  —  „ganze"  algebraische  Zahlen  sein  können,  hat 
man  för  D  ^  0  oder  1  (mod.  4)  auch  die  Gleichungen 

zu  betrachten^*).  Man  beschränkt  sich  auf  die  yfiigentlichenf^  Auf- 
lösungen,  in  denen  «  ungerade  ist. 

Ist  {T"y  TJ")  die  kleinste  Auflösung  dieser  Gleichungen,  und  ist 

4  —-T^j 

so  erhält  man  aus 


/r^HLElV!^* 


für  Ä  =  1,  2,  4,  5,  7,  8,  . . .  alle  eigentlichen  positiven  Auflösungen 

der  Gleichung  — ^ =  1 ,    und   für    4  =  3,  6,  9,  ...    alle    Auf- 

j"i DD"'* 

lösungen  der  Gleichung  f* —  Dii*=  1.    Ist  aber  r =  —  1, 

so  erhält  man  für  Ä  =  1,  5,  7,  11,  13,  . . .  alle  eigentlichen  positiven 
Auflösungen  von  — ^^ =  —  1 ,  für  ft  =  2,  4,  8,  10,  ...  alle  eben- 
solchen Auflösungen  von —  ==  -|-  1;  ^^^  Ä  =  3,  9,  15,  . . .  alle 

solchen  Auflösungen  von  fi  —  Du*  =  —  1  und  für  ifc  =  6, 12, 18, . . . 
alle  positiven  Auflösungen  von  t^  —  Du^  ^  +  1 . 
Sind  Auflösungen  einer  der  Gleichungen 

fi-Du^  =  —1,         ^'""^^^'  =  +  1 

4  

vorhanden,  so  kann  die  kleinste  derselben  aus  der  Fundamen talauf- 


32)  BificMet,  Berl.  Abb.  1834,  p.  649  «  Werke  1,  p.  218;  S.  Boherts,  Lond. 
Math.  Soc.  Proc.  10  (1879),  p.  29;  /.  PeroU,  J.  f.  Math.  102  (18»8),  p.  186; 
a  Stornier,  Christ.  Vidensk.  Skrift.  1897,  math.-nat.  Kl.,  Nr.  2. 
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lösung  gefunden  werden.    Doch  liefern  auch  die  Kettenbrüche  ihre  Auf- 
lösung, z.  B.  ist: 

1  +1_  1  +_!_ 

1  +•.,  1 

11«— 18-8»_    ,     . 

Andere  Auflösungen  als  durch  die  Eettenbrüche  werden  durch 
die  Kreisteilung  (s.  I  C  4  b,  Nr.  4)  und  durch  die  elliptischen  Funk- 
tionen (s.  I  C  6,  Nr.  2)  geliefert»«). 

Die  Fundamentalauflösungen  der  PelFschen  Gleichung  für  D  =  2 
bis  1000  hat  Degen  berechnet  und  zusammengestellt»*). 

3)  Alle  eigentlichen  Transformationen  der  quadratischen  Form 
aoc^  -{■  2b xy  +  cy*  in  sich  selbst  erhält  man  aus: 

X  =^  (t  —  bu)  X  —  cwy', 

y  =  aux  +  (^  +  &«*)  y\ 

wenn  man  für  i^  u  alle  Lösungen  der  Pell'schen  Gleichung  fi  —  Dm*  =  1 
einsetzt»*). 

4)  Aus  einer  Transformation: 

X  =  ax'  +  ßy 
y  =  yx+  öy\ 

durch  welche    die   quadratische  Form  aa?^+ 26ay  +  cy*  in  eine  ihr 

äquivalente  übergeht,   erhält  man  alle  vermittelst  Zusammensetzung 

mit   allen   Transformationen    der   quadratischen   Form    in    sich,    also 

sind  in: 

x  =  [at  —  (ba  +  cy)u]x  +  [ßt  —  (bß  +  cd)u]y 

y  =  [yt^  (aa  +  by)u]x  +  [dt  +  (aß  +  bd)u]y' 

aUe  diese  Transformationen  enthalten. 

Umgekehrt  ergiebt  sich  aus  zwei  Transformationen  einer  quadra- 
tischen Form  in  sich  oder  eine  andere  immer  eine  Auflösung  der 
Pell'schen  Gleichung. 

Die  Anzahl   der  „automorphen^^  Transformationen   einer   quadra- 


33)  DiricMet,  J.  f.  Math.  17  (1837),  p.  286  =  Werke  1,  p.  342;    Kronecker, 
Berl.  Ber.  1863,  p.  44. 

34)  C.  F,  Degen,  Canon  Pellianus.  Hafniae  (Kopenhagen)  1817;  fortgesetzt 
Ton  A.  Cayley,  Brit.  Ass.  Rep.  1893,  p.  73  =  Papers  13,  p.  480. 

36)  Gauss,  Disqu.  arithm.  art.  162  =  Werke  1,  p.  129;  Dirichlet,  Vorles. 
§  62;  vgl.  femer  z.  B.  H.  TT.  Lloyd  Tanner,  Meas.  (2)  24  (1896),  p.  180. 
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tischen  Form  ist  daher  endlich  für  eine  definite^  unendlich  für  eine 
indefinite  Form;  im  letzteren  Fall  bilden  dieselben  eine  cyklische 
hyperbolische  Gruppe  ^•)  [11  B  6  c,  Nr.  6]. 

5)  Zu  einer  indefiniten  Form  giebt  es  oflfenbar  stets  eine  äqui- 
valente, in  welcher  der  erste  Koeffizient  ein  vorgeschriebenes  Vor- 
zeichen hat. 

Soll  man  also  über  die  Äquivalenz  oder  Nichtöquivalenz  zweier 
Formen  derselben  Determinante: 

entscheiden^  so  kann  man  sgn  a  =  sgn  m  voraussetzen. 

Zur  Äquivalenz  beider  Formen  ist  die  Auflösbarkeit  der  Glei- 
chungen: 

aaß  +  h{aS  +  ßv)  +  cy8  =  n 

aß^+2hßd  +  cd^  =  l 

aS  —  ßy=\ 

in  ganzen  Zahlen  erforderlich;  also  muss  der  erste  Koeffizient  m 
(ebenso  l)  durch  die  Form  ax^  -{-  2b xy  +  cy*  „darstelJhar^^  sein. 

Dann  ist  n^ — ml  =  D,  also  n^^D  (mod.  w),  d.  h.  D  quadrsr 
tischer  Rest  von  m  [ICl,  Nr.  6].  Diese  Bedingung  ist  für  die 
Darstellbarkeit  notwendig^  aber  nicht  hinreichend. 

Ersetzt  man  y  und  d  durch  andere  ganze  Zahlen  ^  für  welche 
ad  —  /3y  =  1  ist,  so  bleibt  der  Kongruenzwert  von  n  (mod.  m)  un- 
verändert: die  Darstellung  m  =  ati?  -f-  2hay  +  cy*  j^ehövif^  zu  diesem 
Kongruenzwert  von  }/2)  (mod.  m).  Alle  Darstellungen  von  w,  welche 
zu  diesem  Werte  gehören,  bilden  eine  Klasse;  alle  diese  Darstellungen 
w  =  aa'^-f"  26a'y  ~f~  ^/*  ergeben  sich  aus  einer  vermittelst  der 
Transformationen  der  Form  ax^  •■{- 2'bxy -^  cy^  in  sich  selbst  oder 
auch  aus  der  Gleichung: 

aa  +  (6  +>/5)/=  [aa  +  (6  +  y5)y](^  +wl/Z>), 

wenn  für  t,  u  alle  Auflösungen  der  Pell'schen  Gleichung  gesetzt  werden. 
Um  aUe  Darstellungen  überhaupt  zu  besitzen^  genügt  ea,  aus 
jeder  Klasse  von  Darstellungen  eine  „reduziertet^  herauszuheben.  In 
jeder  Klasse  ist  eine  und  nur  eine  solche  reduzierte  Darstellung  vor- 
handen^ für  welche: 

0^y<Z7/äm,         ^  y  <aa +  by  <  lyäm    ist. 

Die  reduzierten  Darstellungen  sind  daher  in  endlicher  Anzahl 
vorhanden  und  durch  eine  endliche  Anzahl  von  Versuchen  zu  finden. 
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Gehören  die  reduzierten  Darstellungen  zu  den  Kongruenzwerten 
w',  n"  ...  von  yS  (mod.  m),  so  ist  die  Form  ax^-\-2bxy  -\-  cy^  der 
Form  mx^  +  2nxy  +  ly^  äquivalent  oder  nicht,  je  nachdem  die  Zahl 
n  einer  der  Zahlen  n',  n"  .  . .  kongruent  (mod.  m)  ist  oder  nicht. 

Ist  im  ersteren  Falle  m  =  aa'4"  2b  ay  +  ^y^  die  zugehörige 
reduzierte  Darstellung,  so  ist 

m 

y  =  yy  +       \        y 

eine  Transformation  der  ersten  Form  in  die  zweite;  alle  solchen 
Transformationen  folgen  dann  aus  4). 

Man  kann  daher  zwei  Formen  als  äquivalente  definieren,  wenn 
eine  Zahl  m,  die  durch  die  eine,  auch  durch  die  andere  darstellbar 
ist,  und  beide  Darstellungen  zu  demselben  Kongruenzwerte  von 
Yd  (mod.  w)  gehören  **). 

6)  Rechnet  man  alle  diejenigen  Darstellimgen  von  m  durch  aUe 
(eigentlich  primitiven)  quadratischen  Formen  der  Determinante  D  in 
eine  Klasse,  welche  sich  aus  einer  Darstellung  durch  Transformation 
der  Form  in  sich  oder  eine  andere  ergeben,  so  ist  die  Anzahl 
dieser  Klassen  offenbar  gleich  der  Anzahl  der  Kongruenzwerte  von 
YS  (mod.  m). 

Hieraus  folgen  z.  B.  die  Sätze:  Jede  Primzahl  ^  1  (mod.  4)  lässt 
sich  nur  einmal  als  x^ -{-y^  darstellen]  jede  Primzahl  ^  1  oder  3  (mod.  8) 
lässt  sich  nur  einmal  als  a;*+  2y^  darstellen;  jede  Primzahl  ^  1  oder 
7  (mod.  8)  lässt  sich  nur  einmal  als  a^ — 2y^,  jede  Primzahl  ^1 
(mod.  6)  lässt  sich  nur  einmal  als  a^-^-Sy^  darstellend^.    Auf  Grund 


36)  Dirichlet,  De  formarum  binariaram  sec.  gr.  comp.  Berlin  1861  =  Werke  2, 
p.  105.  Ebenso  für  quadr.  Formen  von  n  Variablen:  H.  Minkowski,  J.  f.  Math.  100 
(1887),  p.  449. 

37)  Diese  Sätze  waren  z.  T.  schon  Fermtxt  (s.  Oeuvres  1,  p.  293)  bekannt; 
Euter,  Petrop.  Nov.  Comm.  6  (176^65),  p.  3;  6  (1766/57),  p.  185;  8  (1760/61),  p.  105 
=  Comm.  Ar.  1,  p.  174,  210,  287;  Lagrange,  Berlin  Nouv.  Mäm.  4  (1773),  p.  266; 
6  (1776),  p.  823  =  Oenvr.  3,  p.  693.  Über  diese,  ähnliche  und  damit  zusammen- 
hängende Sätze  B.  femer:  Jacobi,  Werke  6,  p.  245;  2,  p.  145  =J.  f.  Math.  12  (1834), 
p.  167 ;  35  (1847),  p.  313  =  J.  de  math.  15  (1850),  p.  357;  Ä.  Göpel,  De  aequ.  sec.  gr. 
indet.  Berlin  1835;  Cauchy,  Par.  C.  R.  9  (1839),  p.  473,  519  =  Oeuvr.  (1)  4, 
p.  604,  506;  Par.  C.  R.  10  (1840),  p.  61,  85,  181,  229  =  Oeuvr.  (1)  6,  p.  62,  64, 
85,  96;  St.  Smith,  J.  f.  Math.  50  (1855),  p.  91  =  Papers  1,  p.  83;  Dirichlet,  Berl. 
Abh.  1833,  p.  101  =  Werke  1,  p.  194;  L.  Calzolari,  Giom.  di  mat.  8  (1870), 
p.  28;  G.  Cantor,  Zeitschr.  Math.  Phys.  13  (1868),  p.  259;  J.  Petersen,  Tidsskr.  (3) 
1  (1871),  p.  76;  L.Lorenz  p.  97;  ValUs,  Flnstitut  40  (1872),  p.  140;  /.  LiouiVÜle, 
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dieser  Sätze  ergeben  sich  auch  die  AnzaMen  der  Darstellungen  einer 
Zahl  durch  x^  +  y*,  ^^  +  2y*,  x^  +  3y*.  Insbesondere  ist  die  Anzahl 
der  Darstellungen  einer  Zahl  m  durch  x^  +  y^  gleich  ^^  ("^)>  ^^ 
summieren  über  alle  ungeraden  Teiler  d  von  w.  *'•) 

7)  Ein  anderer  Weg  als  der  aus  der  Darstellung  der  Zahlen 
folgende^  um  über  die  Äquivalenz  oder  Nichtäquivalenz  zweier  Formen 
derselben  Determinante  zu  entscheiden,  besteht  darin,  jede  der  beiden 
Formen  durch  Einheits-Substitutionen  in  eine  „reduzierte"  zu  trans- 
formieren^), und  die  beiden  reduzierten  zu  vergleichen. 

Repräsentiert  man  die  Form  aa;^+  26a:y  -|-  cy^  durch  diejenige 
Wurzel  der  Gleichungen:  aw^^  2bw  +  c  =  0,  a  +  2bw  +  cw^=  0, 
deren  absoluter  Wert  grösser  als  Eins  und  deren  realer  Teil  (für 
D  >  0  die  Wurzel  selbst)  positiv  ist,  so  liefert  die  Kettenbruchentwick- 
lung  desselben: 

3t 

die  Einheitssubstitutionen: 

von  welchen  für  D  <  0  die  letzte  die  Eigenschaft  hat,  die  gegebene 
Gleichung  in  eine  solche  zu  transformieren,  für  welche  |2fe|<|a| 
und  |26|  ^  |c|  ist.  Eine  positive  Form  ist  daher  stets  einer  solchen 
reduzierten  eigentlich   äquivalent,   in  welcher  c  ^  a  ^  2  1 6  |  ist.     Aus 

diesen   Bedingungen  lässt  sich    die  andere  2  |6|  ;^  a  ^  2l/— ^  und 

daraus  die  Endlichkeit  der  Anzahl  der  reduzierten  Formen,  also  auch 
der  Klassen  für  eine  negative  Determinante  folgern. 

Für  eine  negative  Determinante  sind  je  zwei  reduzierte  Formen 
nicht  äquivalent;  ausgenommen  die  Formenpaare: 

J.  4e  math.  (2)  18  (1873),  p.  142;  Th.  Muir,  Lond.  Math.  Soc.  Proc.  8  (1877),  p.  215; 
S.  Roberts  9  (1878),  p.  187;  10  (1879),  p.  29;  G,  OUramare,  Par.  C.  R.  87  (1878), 
p.  734;  E.  de  Jonquieres,  p.  399;  Nouy.  ann.  (2)  17  (1878),  p.  241,  289,  419,  433; 
A.  Genocchi,  Nouv.  corr.  math.  6  (1880),  p.  39;  8.  Realis  p.  111;  K.  Küpper, 
Casop.lO  (1881),  p.  10;  Th.Harmuth,  Arch.  f.  Math.  u.  Phys.  66  (1881),  p.  327; 
67  (1882),  p.  215;  T.  S.  StieUjes,  Par.  C.  R.  97  (1883),  p.  889;  Amst.  Versl.  en 
Meded.  (2)  19  (1884),  p.  105;  Toul.  Ann.  11 D  (1897),  p.  1;  Ä  Bedlis,  Nouv.  ann. 
(2)  18  (1879),  p.  600;  (3)  2  (1883),  p.  794;  3  (1884),  p.  305;  4  (1885),  p.  367; 
5  (1886),  p.  113;  Bock,  Hamb.  Mitt.  5  (1885),  p.  101;  Th.  Pepin,  Rom.  N.  Line. 
Pont.  A.  88  (1885),  p.  197;  43  (1890),  p.  163;  Vahlen,  J.  f.  Math.  112  (1893),  p.  32; 
G.  B.  Mathews,  Quart.  J.  27  (1895),  p.  230. 

37»)  Üb.  mittlere  Anz.  v.  Darst.  s.  Gegenhauer,  Wien.  Ber.  92'  (1886),  p.380. 

38)  Lagrange,  Berlin  Nouv.  Mäm.  4  (1773),  p.  266. 
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ax^  +    axy  +  cy^*^  dx^  —    O'Xy  +  ^y' 
ax^-\-  2bxy  +  ay^~  ax* —  2bxy  -f-  ö^y*- 

Für  eine  positive  Determinante  haben  die  angegebenen  Substi- 
tutionen von  einer  bestimmten  an  den  Erfolg;  die  gegebene  Form  in 
eine  solche  reduzierte  ihr  eigentlich  äquivalente  zu  transformieren^  in 
welcher: 

0<YD-b<\c\<yD  +  b 

ist;   hieraus  folgt  wiederum   die  Endlichkeit  der  Anzahl   reduzierter 

Formen.    Den  Perioden  des  Eettenbruches  Qq _       entsprechend 

ordnen  sich  diese  reduzierten  Formen  in  Perioden  von  einander  äqui- 
valenten Formen: 

ax^  +  2bxy  +  cy^f^  cx^  +  2b' xy  +  ay^  ^^  ax^  +  2b" xy  -f-  cy^ 

f^  cx^  -|-  . . .  rxj  ax^  +  2bxy  +  cy*, 

von  denen  jede  in  die  folgende  durch  eine  Substitution  te?  =  g ; 

übergeht,  Von  zwei  solchen  heisst  die  erste  der  zweiten  ,^nks"  die 
zweite  der  ersten  ^^rechts  benachbarf^. 

Zwei  Formen  verschiedener  Perioden  sind  nicht  äquivalent;  die 
Anzahl  der  Klassen  ist  gleich  der  Anzahl  der  Perioden'^). 

8)  Von  andern  Arten,  reduzierte  Formen  zu  definieren,  ist  die 
folgende  hervorzuheben. 

Für  positive   Formen    definieren   zwei   Systeme   von  Parallelen, 

welche  die  ganze  Ebene  in  Parallelogramme  mit  den  Seiten  }/a  und  Y^ 
und  den  Winkeln  arc  cos -=z  zerlegen,  ein  „PunktgiUer^',  in  welchem 

das  Abstandsquadrat  je  zweier  Punkte  in  der  Form  ax^+2bxy-{'Cy* 
erscheint.  Die  Parallelensysteme  „repräsenHeren^^  daher  diese  beiden 
„entgegengesetzten^^  Formen.  Man  kann  die  Punkte  des  Gitters  noch 
auf  unendlich  viele  andere  Arten  als  Eckpunkte  von  Parallelogrammen 
des  Inhalts  y — D  auffassen.  Jede  der  Auffiassungen  repräsentiert 
zwei  zu  ax^  +  26iicy  +  cy^  äquivalente  Formen.  Das  Punktgitter  an 
sich  repräsentiert  daher  eine  Klasse  (genauer  eine  Klasse  und  die 
entgegengesetzte).     Die   reduzierte    Form    wird   durch   das   Parallelo- 


39)  Gai48s,  Disqu.  arithm.  art.  184  «=  Werke  1,  p.  164;  Hermite,  J.  f.  Math. 
86  (1848),  p.  367;  BiriMet,  Berl.  Abh.  1854,  p.  ^9  =  Werke  2,  p.  139;  J.  de 
math.  (2)  2  (1867),  p.  363  =  Werke  2,  p.  159;  vgl.  femer:  S.  Roberts,  Lond.  Proc. 
Math.  Soc.  10(1879),  p.  29;  F.  Mertens,  J.  f.  Math.  89  (1880),  p.  332;  Th.  Pepin, 
Rom.  N.  Line.  Pont.  A.  33  (1880),  p.  354;  Mertens,  Wien.  Ber.  103»»  (1894),  p.  995; 
/.  Hermes,  Arch.  Math.  Phys.  68  (1882),  p.  482. 
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gramm  mit  den  kleinsten  Seiten  repräsentiert,  in  dem  die  Diagonalen 
die  Seiten  übertreffen,  also  a  -{-  c^2b'^a  und  ^  c,  d.  h.  1 26  |  ^  a 
und  ^  c  ist. 

Bei  positiven  Determinanten  ist  eine  andere  Massbestimmung  fär 
die  Entfernung  zweier  Punkte  einzuführen*^). 

9)  Oder:  Man  repräsentiere  eine  positive  Form  ax^-\'2bxy'\-cy* 

durch  den  Punkt  £  = ,  «  =  ^— — ,   eine  indefinite  durch  den 

Halbkreis:  a(|^  +  V^)  "f  26|  -{-  c  =  Oy  i?  ^  0;  dann  ist  eine  Form 
reduziert,  wenn  ihr  repräsentierender  Punkt,  oder  ein  Punkt  ihres 
repräsentierenden  Halbkreises  dem  Ausgangsraum  der  y^Modulgrupp^^, 
d.  h.  der  Gruppe  der  ganzzahligen  linearen  unimodularen  Substitu- 
tionen  angehört*®*)  [H  B  6  c,  Nr.  1]. 

10)  Die   Elassenanzahl  quadratischer  Formen  gegebener   Deter- 

00 

minante  ist  von  Dirichlet  auf  Grund  der  Reihen  ^  l — j  —  bestimmt 

worden*^)   [s.  I  C  3,  Nr.  2]. 

Zunächst  wird  die  Klassenanzahl  Ä'  für  die  Determinante  2)'=D./S« 
auf  die  Elassenanzahl  h  der  quadratfreien  Determinante  D  vermöge 
der  Formel: 


■■-^»«/tG-^) 


zurückgeführt,  in  welcher  r  alle  ungraden  Primfaktoren  von  S  durchläuft 
(für  D  =  0  (mod.  r)  ist  (^)  =  o)  und  A  für  2)<  —  1  gleich  1,  für 

D  =  —  1   und  S  >  1  gleich  2,  für  D  =  1   und  S  >  1  gleich  2  und 
für  D  >  1  dem  kleinsten  Exponenten  gleich  ist,  für  den  (T -{-UYS) 
^==^  T' -\-  SU[ Yd  wird,   d.  h.  dem  Exponenten,  zu  dem  die  Funda- 
mentalauflösung von  x^  —  iyy^=^l  als  Auflösung  von  x^ — i)y*=l 
gehört*^*). 

40)  Gauss,  Gott.  gel.  Anz.  1831,  Juli  9  =  J.  f.  Math.  20  (1840),  p.  312  = 
Werke  2,  p.  i88;  Ä.  Hturtoitz,  Math.  Ann.  46  (1894),  p.  85;  Chic.  Gongr.  Pap. 
(1896  [1893]),  p.  126  =  Nouv.  Ann.  (3)  16  (1897),  p.  491;  F.  Klein,  Zahlen- 
theorie 1,  autogr.  Vorl.,  Qöttingen  1895/96;   Gott.  Nachr.  1893,  p.  106. 

40*)  F,  Klein,  Vorl.  üb.  d.  Theor.  d.  eil.  Modulftinktionen,  hsg.  v.  B.  Fricke, 
2,  Leipzig  1892,  p.  161 ;  F.  Klein  u.  B.  Fricke,  Vorl.  über  die  Theorie  der  autom. 
Funktionen,  Leipzig  1897,  p.  449;  B.  Fricke,  Chic.  Congr.  Pap.  (1896  [1893]),  p.  72. 

41)  Dirichlei,  J.  f.  Math.  19(1839),  p.  324;  21  (1840),  p.  1  u.  134  «Werke  1, 
p.  411. 

41*)  Gauss,  Disqu.  arithm.  art.  256  V  =  Werke  1,  p.  281;  DiricMet,  J.  f. 
Math.  63  (1857),  p.  127  =  Berl.  Ber.  1855,  p.  493  =  Werke  2,  p.  188;  Lij^cMUS, 
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Für  eine  quadratfreie  negative  Determinante  D  =  —  2*P  hangt 
die  Klassenanzahl  hjo,  mit  Ausnahme  der  Werte  A_i  =^  1,  ä_2  =  1 
ab  von  den  Summen 

2(5)  =  «'>       (»  =  0,1,2,3), 

ZU  erstrecken  über  alle  ganzen  Zahlen  a,-^  für  welche: 

ip<a,<i±lp         (,  =  0,1,2,3); 
es  ist  nämlich: 

Ä_4„  +  i  =  So  +  Si  +  52  +  S8,   Ä_4«_i=25o+25i,   Ä_8n+2  =  25i+2Sg, 

Ä— 8n— 2==  2Sq 2Sg. 

Etwas  andere  Ausdrücke  hat  Kronecker  für  die  Elassenanzahl  bei  nega- 
tiver Determinante  erst  aus  der  Theorie  der  elliptischen  Funktionen, 
nachher  arithmetisch  hergeleitet*«). 

Für  eine  quadratfreie  positive  Determinante  ist  die  Klassenanzahl 
der  Exponent,  zu  welchem  die  Kreisteilungseinheit  gehört  [I C  4  b,  Nr.  1]. 

11)  Zwei  Formen  der  Art: 

ax^  +  2Bxy  +  a'Cy^,    a'x^ +  2Bx' y' +  aCy^ 
heissen  ,^omponierhav^^  und  ihr  „Produktf^: 

aaX^  +  2BXY-{-CY^, 

wo    xx' — Cyy=X,    axy  -{- 2Byi/  -{-ax'y  =  Y 

gesetzt  ist,  die  aus  beiden  ,^componierte**  Form**).    In  je  zwei  Klassen 


J.  f.  Math.  63  (1857),  p.  238;    Dedekind,  Üb.  d.  Anz.  d.  Idealkl.  in  den  versch. 
Ordn.  eines  endl.  Körpers,  Braunscbweig  1877. 

42)  Kronecker,  J.  f.  Math.  67  (1860),  p.  248  =  Werke  4;  Berl.  Ber.  1876, 
p.  236;  1889,  p.  266;  Berl.  Abb.  1883,  2»,  p.  1  —  Werke  2,  p.  426;  vgl.  femer: 
Jacobi,  J.  f.  Math.  9  (1832),  p.  189  =  Werke  6,  p.  240;  St.  Smüh,  ßrit.  Ass. 
R€p.  36  (1866),  p.  322  =  Pap.  1,  p.  289;  /.  LiauviUe,  J.  de  math.  (2)  14  (1869), 
p.  1;  Th.  Pepin,  Ann.  6c.  norm.  (2)  3  (1874),  p.  166;  /.  Gierster,  Gott.  Nachr.  187 i), 
p.  277;  Münch.Ber.  Febr.  1880  =  Math.  Ann.  17  (1880),  p.  71,  74;  21  (1883),  p.  1; 
22  (1883),  p.  190;  Ä.  Berger y  Sur  une  appl.  d.  nombres  d.  classes  d.  formes  qu. 
bin.  pour  un  dät.  n^g.,  üpsala  1882;  Stieltjes,  J.  de  math.  (2)  14  (1869),  p.  1; 
Par.  C.  R.  97  (1888),  p.  1368,1410;  Ä,  EwrtoiU,  Leipz.  Ber.  36  (1884),  p.  193;  37 
(1886),  p.  222;  Math.  Ann.  25  (1886),  p.  157;  J.  f.  Math.  99  (1886),  p.  166;  Acta  math. 
19  (1896),  p.  361 ;  L.  Gegenbauer,  Wien.  Ber.  92»  (1886),  p. 380, 1307 ;  93*  (1886),  p.  64, 
288;  Ch.  Hermite,  Bull.  sei.  math.  astr.  (2)  10  (1886),  p.  23;  E.  Schering,  J.  f.  Math. 
100  (1887),  p.  447;  /.  Hacks,  Acta  math.  14  (1890/91),  p.  321;  /.  Ä.  De  SSguier, 
Par.  C.  R.  118  (1894),  p.  1407;  M.  Lerch  121  (1896),  p.  878;  Bull.  sei.  math. 
astr.  (2)  2  (1897),  p.  290,  JB.  GöUing,  Torgau  Gymn.-Progr.  1895. 

43)  Gauss,  Disqu.  arithm.  art.  234  =  Werke  1,  p.  239 ;  Dirichlet,  De  forma- 
rum  binariarum  secundi  grados  compositione,  Berl.  1861  =  Werke  2,   p.  106; 
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finden  sich  komponierbare  Formen.  Die  aus  je  zwei  komponierbaren 
Formen  zweier  Klassen  komponierten  Formen  sind  äquivalent:  die 
Komposition  ist  eine  Komposition  der  Klassen. 

Die  Komposition  ist  kommutativ^  associativ  und  einpaarig.  Die 
Klassen  bilden  eine  (Abersche)  Gruppe  [s.  I  A  6,  Nr.  20;  I  B  3  c,  d, 
Nr.  20].  Mit  der  Hauptklasse  komponiert  erzeugt  jede  Klasse  sich 
selbst.  Eine  hinreichend  hohe  „Poten^^  jeder  Klasse  ergiebt  die 
Hauptklasse.  Jede  Klasse  ,jgehörif^  zu  dem  Exponenten  der  niedrig- 
sten solchen  Potenz.  Es  giebt  gewisse  ,,Fundamentdl]classen'^y  sodass 
jede  andere  sich  eindeutig  als  Produkt  von  Potenzen  derselben  dar- 
stellen lässt**). 

Die  sich  selbst  uneigentlich  äquivalente  Form  ax*  +  2ada;y  +  ^y^ 
und  die  Klasse,  der  sie  angehört,  heisst  „ancepsf^  (Gauss),  „fti/W^* 
(Legendre),  „ambigf^  (JHrichlet),  ,/weiseitig^^  {Dedekind),  Jede  sich 
selbst  uneigentlich  äquivalente  Klasse  entluilt  eine  ambige  Form,  ist 
also  eine  ambige  Klasse. 

Die  Komposition  entgegengesetzter  Klassen  giebt  die  Hauptklasse, 
und  umgekehrt.  Die  Komposition  ambiger  Klassen  giebt  ambige 
Klassen.  Die  Komposition  einer  Klasse  mit  sich  selbst  heisst  „Dupli- 
kaiion^.  Die  Duplikation  einer  ambigen  Klasse  giebt  die  Hauptklasse 
und  umgekehrt:  eine  „subduplikate^^  Klasse  ist  ambig. 

Auf  der  Theorie  der  Komposition  mit  aUeiniger  Zuhülfenahme 
der  Pell'schen  Gleichung  beruht  der  zweite  Kummer'sche  Beweis  des 
Reziprozitätsgesetzes  ^)  [I  C  1,  Nr.  6]. 

12)  Aus  der  Identitöt  [Nr.  b,  8]: 

(aa«  +  2bay  +  cy*)  (aß*  -f  2hßS  +  cd») 

—  (aaß  +  h(ad  +  ßy)  +  cydf  =  B{a8  —  ßyf 

folgt,  dass  för  jede  ungerade  zu  6»  —  ac  =  D  teilerfremde,  durch  die 
Form   f  =  ax^ -{- 2bxy -{' cy^    dargestellte    Zahl    das   Legendre'sche 

Symbol  (— ]  p  C  1,  Nr.  6],  wo  q  irgend  ein  Primfaktor  von  D  ist, 
denselben  Wert  hat. 


F.  Arndt,  J.  f.  Math.  66  (1869),  p.  72;  L.  ScMäfli,  J.  f.  Math.  67  (1860),  p.  170 
Th.  Pepin,  Rom.  N.  Line.  Pont.  A.  33  (1880),  p.  6 ;  F.  Klein,  Gott.  Nachr.  1893,  p.  106 
Q.  B.  Maihem,  Quart.  J.  27  (1895),  p.  230;  F.  Hertens,  Wien.  Ber.  106  (1896) 
p.  103;  Ch.  J.dela  VatUe-Poussin ,  Brox.  M^m.  cour.  in  8^  63  (1896)  Abh.  8 
P.  Jtfofwum,  Brox.  Bull.  (3)  30  (1896),  p.  189;  A,  Cunningham,  Lond.  Math.  Sog 
Proc.  28  (1896/97),  p.  289. 

44)  Garns,  Disqu.  arithm.  art.  806  IX  «Werke  1,  p.  874;  E.  Schering,  Die 
Fundamentalklassen  der  zusammensetzb.  arithm.  Formen,  Göttingen  1869  =  Ctött. 
Abh.  14  (1869). 

46)  E.  Kummer,  Berl.  Abh.  1861,  p.  81  =-^  J.  f.  Math.  100  (1S87),  p.  10. 
laeyklop.  d.  m»fh.  WifMUMb.    L  89 
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Dasselbe  ist  bei  D  =  0,  3,  7  (mod.  8)  für  (-—)  =  (—  1)  »  , 
bei  D  =  2  (mod.  8)  für  {jj  =  (—  1)  «  ,   bei  D  =  6  (mod.  8)  für 

(=^)  =  (— 1)2    ^    «     derFaU.   Jeder  der  Werte  (^),  (—1)  «    ,.. 

ist  daher  nicht  der  besonderen  dargestellten  Zahl^  sondern  der  Form 
eigentümlich.  Jeder  der  Werte  heisst  ein  y^Einzdcho/rakter^^  der  Form, 
ihre  Gesamtheit  repräsentiert  den  „Toixücharakter^^.  Giebt  es  k  Einzel- 
charaktere, so  giebt  es  2^  Totalcharaktere.  Alle  Formen  einer  Klasse 
haben  denselben  Totalcharakter;  derselbe  heisst  der  Totalcharakter 
der  Klasse.  Alle  Klassen  desselben  Totalcharakters  bilden  ein  ^fie- 
sckle<M^^)  und  sind  rational  unimodular  in  einander  transformierbar. 
Ist  D  =  +  2*P/S*,  £  =  0  oder  1,  P  quadratfrei  und  positiv,  so 
ist,  weil  D  quadratischer  Best  jeder  durch  die  Form  f  dargestellten 
2iahl  ist: 

(-1)  «     «  ^  «    •(f)  =  +  i> 

demnach  nur  die  Hälfte  der  2^  Totalcharaktere  möglich. 

Auf  diesem  umstände  beruht  Gauss*  zweiter  Beweis  des  quadra- 
tischen Beziprozitätsgesetzes^^). 

Alle  Einzelcharaktere  der  Hauptform,  also  auch  der  Hauptklasse 
haben  den  Wert  -(-  1-  ^^  Geschlecht,  welches  die  Hauptklasse  ent- 
hält, heisst  „HauptgescIüecM^ 

Ein  Einzelcharakter  des  Produkts  zweier  Klassen  ist  gleich  dem 
Produkt  der  betreffenden  Einzelcharaktere  der  Klassen.  Durch  Dupli- 
kation jeder  Klasse  entsteht  eine  Klasse  des  Hauptgeschlechts. 

Dass  auch  umgekehrt  jede  Klasse  des  Hauptgeschlechts  durch 
Duplikation  entsteht,  hat  Gauss  durch  Heranziehung  der  Theorie  der 
temären  Formen  [Nr.  d]  bewiesen^).  Alle  Geschlechter  enthalten 
gleichviel  Klassen. 

Den  2^""*  möglichen  Totalcharakteren  entsprechen  wirklich  Ge- 
schlechter: die  Anzahl  der  Geschlechter  ist  gleich  2^~^;  ebenso  gross 
ist  die  Anzahl  der  ambigen  Klassen  ^^). 

46)  Gauss,  Disqu.  arithm.  art.  228  ff.  =  Werke  1,  p.  229  ff. 

47)  Gauss,  Disqu.  arithm.  art.  262  =  Werke  1,  p.  292. 

48)  Gauss,  Disqu.  arithm.  286  =  Werke  1,  p.  885;  DtriMet-Dedekind,  Vorl. 
Suppl.  X;  Arndt,  de  la  ValUe-Poussin  43);  H.  Weber,  Ellipt.  Funkt,  u.  alg. 
Zahlen,  Braunschweig  1891;  J.  Ä.  de  Seguier,  Formes  quadratiques  et  multipl. 
compl.,  Berlin  1894. 

49)  Gauss,  Disqu.  arithm.  art.  287  III  =  Werke  1,  p.  337;  Kronecker,  Berl. 
Ber.  1864,  p.  297. 
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Alle  Klassen  des  Hauptgesehlechts  bilden  eine  (AbeFsche)  Gruppe. 
Ergeben   sich   alle  -j—i  Klassen   des  Hauptgesehlechts  als  Potenzen 

einer  Fundamentalklasse,  so  heisst  die  Determinante  j^regulär^^  sonst 
y,irregulä/r^^  und  die  durch  den  höchsten  Exponenten  .ihrer  Funda- 
mentalklassen dividierte  Anzahl  -^3^  ^  „Irregularitätsexponentf^. 

Die  regulären  positiven  und  die   irregulären  negativen  Determi- 

h 
nanten    überwiegen.     Für    quadratfreie    -j—^    ist    die    Determinante 

regulär^). 

Für  negative  Determinanten  scheint  D  =  —  1848  die  grösste  zu 

sein,  für  welche  -j^  =  1  ist. 

Rechnet  man  eine  Determinante  zum  y,Typusf^  \~x^i  2^""^j 

giebt  es  unendlich  viele  positive  Determinanten  vom  Typus  (1,  2^""^) 
(PiritMety^). 

Die  Anzahl  der  Fundamentalklassen,  die  nicht  zum  Haupt- 
geschlecht gehören,  ist  A  —  1;  aus  diesen  allein  setzen  sich  die  Am- 
bigen zusammen^*). 

13)  Die  Theorie  der  binären  quadratischen  Formen  ist  von 
Dirichlet  in  das  Gebiet  der  gewöhnlichen  komplexen  Zahlen  [I  A  4] 
übertragen  worden  (Dirichlet^sche  Formen).  Einer  der  schönsten  Sätze 
dieser  Theorie  ist  der  folgende:  Die  Klassenanzahl  der  quadratischen 
Formen  mit  komplexen  Koeffizienten,  aber  reeller  positiver  Deter- 
minante D  ist  gleich  dem  einfachen  oder  doppelten  Produkte  der 
Klassenanzahlen  reeller  quadratischer  Formen  der  Determinanten  D 
und  —  Dy  je  nachdem  die  Auflösung  der  Gleichung  t^  —  Dm*  =  —  1 
unmöglich  oder  möglich  ist^).  An  Stelle  der  Kreisfunktionen  ist 
in  dieser  Theorie  die  Anwendung  der  lemniskatischen  Funktionen 
[U  B  6  a]  von  Nutzen. 

60)  Gauss,  DJsqu.  arithm.  art. 306  VI  =  Werke  1,  p.  373;  vgl.  ferner:  Th. Pepin, 
Rom.  N.  Line.  Pont.  A.  38  (1880),  p.  364;  Mem.  8  (1892),  p.  41 ;  /.  PeroU,  J.  f  Math. 
96  (1888),  p.  232;  96  (1884),  p.  327;    G.  B.  Mathews,  Mess.  (2)  20  (1891),  p.  70. 

61)  Gauss,  Disqn.  arithm.  art.  304  =  Werke  1,  p.  368;  Dirichlet,  Berl.  Ber. 
1866,  p.  493  =  Werke  2,  p.  183;  J.  de  math.  (2)  1  (1866),  p.  76  =  Werke  2, 
p.  189. 

62)  Schering  1.  c.  44). 

63)  Dirichlet,  J.  f.  Math.  24,  p.  291  =  Werke  1,  p.  638;  vgl.  femer  K.  Min- 
nigerode,  Gott.  Nachr.  1873,  p.  160;  St  Smith,  Lond.  R.  S.  Proc.  13  (1864),  p.  278 
«  Papers  1,  p.  418;  G.  B.  Mathews,  Quart.  J.  26  (1891),  p.  289;  Lond.  Math. 
See.  Proc.  23  (1892),  p.  169. 
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14)  Eine  andere  Theorie,  welche  auf  die  Theorie  der  gewohn- 
lichen quadratischen  Formen,  namentlich  auf  die  Elassenanzahlbestim- 
mung,  helles  Licht  wirft,  ist  Kronecker^s  Theorie  der  bilinearen  Formen 
Ax^x^  +  Bx^y^  +  Cx^y^  +  Dy^y^  P  B  2,  Nr.  2,  Anm.  29,  30]  von  2 
kogredienten  •  Variabeinpaaren  ^).  Als  neu  tritt  hier  neben  die  Deter- 
minante AD  —  BC  =  A  die  „determinierende  Form":  A  (i*  +  t?)* 
—  (JB —  Cyuv,  oder  auch  die  Grosse  B —  C,  die  sich  als  invariant 
erweist.  Hier,  wie  auch  in  der  Theorie  der  quadratischen  Formen,  ist 
es  zweckmässig,  die  Äquivalenzen  in  „vollständig^^  und  „unvollständige^ 
zu  unterscheiden,  je  nachdem  die  vier  Substitutionskoeffizienten  a,  /3,  y,  i 
den  Kongruenzen  ad^l,  ß^y^O  (mod.  2)  genügen  oder  nicht.  Be- 
schrankt man  sich  auf  „eigentlichef^  quadratische  Formen  ax^-^  bxy-^-cy^, 
in  denen  a  +  c^l,  6^0  (mod.  2)  ist,  und  auf  „eigenttichef^  bilineare 
Formen  Ax^x^-^  ^^iVi  +  (^^^Vi  "I"  ^ViV^j  ^^  welche  die  Form 
Ax^  +  (B  +  C)xy  +  Dy^   mit   der  ,^eterminant&'   AD  —  (^4^* 

— - — j    eine  eigentliche  quadratische  Form  ist,  so  ist 

h 
die  Elassenanzahl  der  bilinearen  Formen  der  positiven  Determinante 
A,    wenn   i^(A)    die   Klassenanzahl   der    quadratischen   Formen   ax'^ 
-|-  2hxy  +  cy^  der  Determinante  A  ==  ac  —  6*  ist. 

Setzt  man  E{4.n)  =  F{n),  E(4n  +  1)  =  -F(4n  +  1),  E(4n  +  2) 

=  F(4n  +  2),   i;(8w-f  3)  =  yF(8»  +  3),    E{Sn+l)  =  0,    so 

folgt  aus:  ^  E(n  —  Ä*)  gleich  der  8(2  +  ( —  l)")-fachen  Summe  der 

h 

ungeraden  Divisoren  von   n,   dass  jede  Zahl  n  auf  E{n)  Arten    als 
Summe  dreier  Quadrate  darstellbar  ist  [vgl.  6)]. 

Jede  bilineare  Form  ist  einer  „reduzierten*^  vollständig  äquivalent, 

in  welcher  |^|^   ^4^|^|^|  und  AD>0  ist. 

Bezeichnet  man  mit  0(A)  die  Summe  aller  Divisoren  d  von  A, 

mit    ^(A)    die    Summe  ^  sgn  (y'A  —  d)  -  d,    so    ist    die  Klassen- 

d 

anzahl  bilinearer  Formen  der  Determinante  A  gleich  12  { 0(A)  +  ^(A) } , 
jedoch  um  2  grösser,  wenn  A  ein  Quadrat  ist. 

15)  Man  hat  insbesondere  solche  bilineare  Formen  Axx-^Bxy' 
+  B^x'y  +  Cyy   behandelt,  in  denen  A  und  C  reelle,  B  und  B^  kon- 


54)  Kronecker,  Berl.  Ber.  1866,  p.  837  »  Werke  1,  p.  143. 
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jugiert  komplexe  Zahlen  sind;  von  den  Variabein  sind  x  und  x'  ein- 
ander konjugiert^  und  ebenso  y  und  y  (Hermite^sche  Formen).  Die  beiden 
Yariabelnpaare  werden  nur  konjugiert  komplexen  Transformationen 
unterworfen^).  Die  Dirichlefschen  und  die  Hermite'schen  Formen 
lassen  ähnliche  geometrische  Repräsentationen  und  darauf  gegründete 
Behandlungen  wie  die  in  9)  erwähnte  zu.  An  die  Stelle  der  Modul- 
gruppe tritt  die  „Picard'sche  Gruppe^',  d.  h.  die  Gruppe  der  linearen^ 
komplex-ganzzahligen^  unimodularen  Substitutionen  [U  B  6  c^  Nr.  6].  Ins- 
besondere ergiebt  sich  die  Anordnung  der  reduzierten  Formen  in  eine 
endliche  Anzahl  von  Perioden,  bezw.  (bei  den  indefiniten  Hermite'schen 
Formen)  von  y,Netzenf']  und  damit  die  Endlichkeit  der  betreffenden 
Elassenanzahlen. 

d.  Temäre  quadratisohe  Formen.  1)  Alle  Transformationen 
einer  temären  Form  f(x,  y,  ^er)  in  eine  andere  ergeben  sich  aus  einer 
dieser  Transformationen  und  allen  Transformationen  von  f(Xj  y,  e)  in 
sich  selbst  Alle  Transformationen  von  f{x^y^  z)  mit  der  Deter- 
minante D  in  sich  selbst  ergeben  sich  aus  einer  Transformation  in 
die  temäre  quadratische  Form  4D(ac  —  6*)  und  allen  Transforma- 
tionen von  ac  —  h^  in  sich  selbst.  Alle  Transformationen  von  ac  —  6* 
in  sich  selbst  ergeben  sich  aus: 

a  =  aa^  -j-  2V  ay  +  c'y^, 

6  =  a'a/S  +  6'(a*  +  /Jy)  +  c>*,      aS  —  ßy  =  1, 

c  =  aß^  +  2VßS  +  cSK 

Ist  a;=i)ia  + 2^6+1)30,  y  =  qx(i+2q^b+qj^c,  0=ria+2r^b+r^c 
eine  Transformation  von  f(x,  y,  z)  in  4tD(ac  —  V),  und  setzt  man: 

«  =  -«^  —  a6  —  «2^  —  ^2S»    ß=    —Pzi  —  qsV  —  ^3^ 

y=       P16  4-  QiV  +  ^iS,    *  =  ^  4-ä6  +  i2V  +  r^t, 

so  ergeben  sich  alle  Transformationen  von  f(Xf  y,  z)  in  sich  selbst  aus: 

(t+l)x-tf^(x\y\z)-\-i^f^(x\y\z)=(t-\'l)x+tf^(x,^^^^ 

{t+l)y-^U,{x\y\z')+tf,(x\y\/)=(t+l)y+U,^^^^^ 
(t+l)z-rif,(x\i/,z')  +  ^f^(x\y\/)  =  {t+l)z+r]f^(x,y,z)-i^^^ 

hier  bedeuten  /^ ,  f^,  /i  die  halben  Ableitungen  von  f  nach  x,  y,  z, 
und  r,  6,  1;,  g  sind  durch  die  Relation  verbunden: 

55)  Ch.  Hermite,  J.  f.  Math.  47  (1854),  p.  346;  52  (1856),  p.  1;  Cambr.  and 
Dubl.  Math.  Joom.  9  (1854),  p.  63;  ^.  Picard,  Par.  C.  R.  96  (1883),  p.  1567,  1779; 
97  (1888),  p.  745;  Ann.  ^c.  norm.  (3)  1  (1884),  p.  9;  Par.  Soc.  Math.  Bull.  12 
(1884),  p.  43;  Math.  Ann.  39(1891),  p.  142;  L.  Bianchi,  38  (1890),  p.  313;  B.  Fricke 
nnd  F.  Klein,  Antomorphe  Funktionen,  Leipzig  1897,  1,  p.  448  ff.  und  40*). 
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r«  +  F(|,  1,,  e)  =  l, 
in  welcher  F  die  jyAdjungiertef^  [I  B  2,  Nr.  2,  Anm.  15]  von  f  ist. 

Die  Form  t*  + jP(|,  i^,  g)  reproduziert  sich  durch  Multiplikation. 
Es  ist  nämlich 

(r»  +  F(| ,  ,, ,  g))  (tj»  +  ii'di ,  % ,  Sj))  =  r,»  +  F%  ,%,£,) 

für 

62  =  '«^Si +  ril4-/;(i^gi  — i?ig,  gli  — gj,  6%  — lii?),   u.  s.  w., 

wenn   man   mit  f  die  ,yAdju/ngiert(f^  von  J?",   mit  -^(g  '  ^      f  )   ^i® 

Funktion  l,F,{l,  rj,  t)  +  rj,F,{i,  iy,  e)  +  ei-P;(6,  ^,  S)  PB  2,  Nr.18] 
bezeichnet.  Für  J'  =  |^  -f-  ^*  +  S*  ^^  diese  Formel  schon  Etder, 
für  i^=  a|^  -{■  ^^*  +  <*^S*  Lagrange  bekannt^). 

Demnach  erhält  man  aus  zwei  Auflösungen  der  Gleichung 

eine  dritte  und  aus  zwei  Transformationen  der  Form  f(x,  y,  z)  in 
sich  eine  dritte.  Diese  dritte  ist  die  aus  den  beiden  ersteren  Trans- 
formationen zusammengesetzte.  Die  Zusammensetzung  ist  nicht  kom- 
mutativ,  wie  man  schon  an  dem  einfachsten  Fall  der  Quatemionen 
oder  der  orthogonalen  Transformationen  erkennt  [IQ  B  3]. 

Alle  gamzaldigen  Transformationen  der  Form  f{x,  y,  z)  erhält 
man  ebenso  als  abhängig  von  vier  Parametern  t,  i,  rjy  i,  die  aber 
jetzt  durch  eine  Gleichung:  t^  -{-  F(l^,  rj^  i)  =  P  für  gewisse  Werte 
der  ganzen  Zahl  P  verbunden  sein  müssen.  Alle  ganzzahligen  Auf- 
lösungen einer  solchen  Gleichung  erhält  man  aus  einer  derselben 
durch  Zusammensetzung  mit  allen  ganzzahligen  Auflösungen  der 
Gleichungen:   t^  -{-  F{1^,  rj ,  ^)  =  l  oder  =  4. 

Eine  reduzierte  definite  temäre  quadratische  Form  hat  62  ganz- 
zahlige Transformationen  in  sich  (Eisenstein). 

Unter  den  ganzzahligen  Transformationen  einer  Form  in  sich 
giebt  es  „vertausdibare^^^  bei  deren  Zusammensetzung  die  Reihenfolge 
ohne  Einfluss  ist.  Alle  Transformationen,  welche  Potenzen  einer 
einzigen  sind,  sind  offenbar  vertauschbar.  Dass  dieser  Satz  in  ge- 
wissem Umfange  auch  umgekehrt  gilt,  hat  Hermite  gezeigt^'). 

56)  X.  Euler,  Lips.  Acta  Er.  1773,  p.  193;  Petrop.  Acta  1,  2  (1775),  p.  48 
=  Comment.  arithm.  coli.  1,  p.  538,  bes.  p.  543;  Lagrange,  Berl.  Nouv.  M^m.  1 
(1770),  p.  138  =  Oeuvres  3,  p.  187;  Ch.  Hermite,  J.  f.  Math.  47  (1853),  p.  324. 

57)  tJb.  Transf.  einer  tem.  qu.  Form  vgl.:  Ch. Hermite,  J.  f.  Math.  47  (1854), 
p.  307,  313,  343;   78  (1874),  p.  325;   P.  Bachmann,  76  (1873),  p.  331;   G.Ca/ntar, 


d*  Temäre  quadratische  Fonnen.  615 

2)  Es  sei  von  nun  ab  D  der  grösste  gemeinsame  Teiler  der  Koeffi- 
zienten Fik  von  jP,  und  F  =  D  -  q).  Dann  ist  die  Adjungierte  von  9 
gleich  A'f,  die  Determinante  von  f  ist  AD*  und  die  von  tp  gleich  A*D. 
Von  den  beiden  Formen  f  und  9  heisst  jede  die  „primitive  Adjuth 
giertet'  (Am.  Meyer),  „primitive  Kontravariante'^  (St.  Smith),  „Bedproke^^ 
(P.  Bachmann)  der  andern.  Die  eigentlich  (ebenso  die  uneigentlich) 
primitiven  Formen  f  der  Determinante  AD^^  denen  die  Zahlen  A 
und  D  zukommen^  zerfallen  in  zwei  „Ordnungen^*  (A,  D),^)  je  nach- 
dem ihre  Reciproken  q>  eigentlich  oder  uneigentlich  primitiv  sind. 
Die  Ordnung  (A,  D)  eigentlich  primitiver  Formen  mit  eigentlich 
primitiven  Reciproken  ist  wirklich  vorhanden,  denn  sie  enthalt  minde- 
stens die  Form  x^  +  ^V^  +  ^J^^^-  Die  Anzahl  dieser  Ordnungen 
einer  Determinante  ist  daher  gleich  der  Anzahl  der  quadratischen 
Teiler  der  Determinante.  Alle  Formen  einer  Klasse  gehören  zu  der- 
selben Ordnung.  Die  Anzahl  der  Klassen  jeder  Ordnung  ist  endlich, 
da  die  Gesamtanzahl  der  Klassen  einer  Determinante  endHch  ist. 

3)  Die  Endlichkeit  der  Klassenanzahl  hat  zuerst  Gaitös  bewiesen, 
indem  er  zeigte,  dass  jede  Form  einer  ,p'eduzierten"  äquivalent  und 
die  Anzahl  der  reduzierten,  deren  Koeffizienten  gewissen  Ungleich- 
heitsbedingungen genügen  müssen,  eine  endliche  ist^^). 

Eine  derartige  Reduktion,  wenigstens  filr  positive  Formen,  dass 
sich  in  jeder  Klasse  im  allgemeinen  eine  und  nur  eine  Reduzierte 
findet,  ist  zuerst  von  Seeber^)  angegeben  worden.  Die  Seeber'sche 
Reduktion  lasst  sich  geometrisch  deuten.  Man  teile  den  Raum  durch 
drei  Systeme  äquidistanter  paralleler  Ebenen   in   Parallelepipede  mit 

den  Seiten  "j/a?  V^^  V  ^    ^i^d    ^^^    ebenen  Winkeln   arc  cos =, 

arc  cos  — p=,  arc  cos =•    Die  Ecken  dieser  Parallelepipede  repra- 

±Kac  ±Va6 

sentieren  bei  dieser  Zusammenfassung  die  Form  ax^  +  ^V^  4~  ^^! 
-{-iaifz  ^  2Vxz  -\'  2cxyy  bei  irgend  einer  andern  Zusammen- 
fassung eine  ihr  äquivalente  Form.  Der  reduzierten  Form  entspricht 
dasjenige  Parallelepiped,  bei  dem  die  Diagonalen  und  die  Diagonalen 
der  Seitenflächen  von  den  Kanten  nicht  übertroffen  werden*^).    Re- 


De  transf.  form.  tern.  quadr.,  HabiLschr.  Halle  1869 ;  J.  Tannery,  Par.  soc.  math. 
Bull.  11  (1876),  p.  221;  B.  Fridce,  Gott.  Nachr.  1893,  p.  706;  L.  Bianchi,  Ann. 
di  mat  (2)  21  (1898),  p.  287;  Rom  Line.  Rend.  (6)  3  (1894),  p.  8. 

68)  G.  Eisenstein,  J.  f.  Math.  36  (1847),  p.  117  =  Math.  Abh.  p.  177. 

69)  Gauss,  Disqu.  arithm.  272  =»  Werke  1,  p.  307. 

60)  L.  Ä.  Seeher,  Unters,  üb.  d.  Eigensch.  der  pos.  tern.  quadr.  Formen, 
Freiburg  1831. 

61)  Gauss  40)  u.  Werke  2,   p.  306,  DvricMet,  Berl.  Ber.  1848,  p.  286  — 


^ 
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präsentiert  man  das  Parallelepiped  durch  die  drei  von  einer  Ecke  aus- 
gehenden Kanten  ]/a ,  ]/6  ,  Yc  und  fügt  ihnen  eine  vierte  Y^  derart 
hinzu,  dass  die  geometrische  Summe  [III  B  3]  aller  vier  verschwindet, 
so  wird  das  Pimktgitter  auch  durch  das  Streckenquadrupel  "j/a,  Y^  y 
Ycy  y^  definiert.  Es  giebt  nun  in  jedem  Punktgitter  ein  und  nur  ein 
Streckenquadrupel,  von  dessen  6  Winkeln  keiner  spitz  ist  {S€lling*scJie 
Beduktton).  Diese  Reduktionen  sind  nicht  an  die  Ganzzahligkeit  der 
Koeffizienten  gebunden. 

Hermüe  hat  die  Reduktion  der  indefiniten  Formen  auf  die  der 
positiven  zurückgeführt.    Ist  die  gegebene  Form  äquivalent  der  Form 

/•=  (a*  +  /jy  4-  Y^y  +  W^  +  ß'y  +  Y^y  -  («"«  +  ß"y  +  Y"e)\ 

so  wird  derselben  jede  der  positiven  Formen: 

g  =  l{ax  +  fiy  +  yzy  +  k^a'x+ß^y  +  y'zy  +  r  («"a:  +  ß''y  +  y'zY 

(A,  X\  A"  positiv) 

y,associier1f^  (Pico/rd),  Alle  automorphen  Transformationen  von  g,  auf 
f  angewandt,  ergeben  ein  ^ßysternf^  (/*);  äquivalenten  Formen  /i,  f^ 
entsprechen  identische  Systeme  (/i),  (f^). 

Eine  Form  heisst  ^^redtmeri^j  wenn  unter  ihren  associierten  eine 
reduzierte  ist*^*).  Auf  der  Einführung  der  kontinuierlichen  Variablen 
A,  k'y  X"  beruht  der  Prozess  der  ^^fGontinuierlichen  ReduMian^' ^^^). 

4)  Ist  d  irgend  ein  Primfaktor  von  2),  S  irgend  ein  Primfaktor 
von  A,  so  hat  das  Legendre'sche  Zeichen  (  '^  )  ^Ir  alle  ganzen 
Zahlen  x,  y,  Zy  für  welche  f{Xy  y,  z)  nicht  durch  d  teilbar  ist,  den- 
selben Wert;  dasselbe  gilt  von  dem  Zeichen  y  ^^'^'  ^^ j  {Haupt- 
Charaktere)  und  eventuell  von  den  Zeichen  \-j-) ,  (~-) ;  (7-)  j  (— )  > 

Werke  2,  p.  21;  J.  f  Math.  40  (1860),  p.  209  =  Werke  2,  p.  29;  Hermüe,  J.  f. 
Math.  40  (1860),  p  173;  Eisenstein,  Tabelle  red.  pos.  tem.  qu.  Formen,  J.  f. 
Math.  41  (1861),  p.  141  u.  227;  E.  Seüing,  J.  f.  Math.  77  (1874),  p.  143  ==  J.  de  math. 
(3)  3  (1877),  p.  21,  163;  HermiU,  J.  f  Math.  79  (1876),  p.  17;  G,  Cantor,  De 
transf.  form.  tem.  qu.,  Halle  1869;  X.  Charve,  Ann.  ^c.  norm.  (2)  9  (1880),  Suppl. 
p.  3;  J7.  Minkowski,  Par.  C.  B.  96  (1883),  p.  1206;  E,  Bonsdarff,  Helsingfors  soc. 
fenn.  A.  14  (1886),  p.  397;  E.  Barissoff ^  Red.  d.  pos.  tem.  qoadr.  Formen,  Petersb. 
1890  (mit  Tabellen).  Üb.  Red.  quatemärer  Formen  s.  L.  Charve,  Par.  C.  R.  92 
(1881),  p.  782;  96  (1883),  p.  773;  Ann.  6c.  norm.  (2)  11  (1882),  p.  119;  /.  P.  Bai^, 
Bestimmung  d.  Grenzw.  für  d.  Produkt  d.  Hauptkoefßzienten  in  reduz.  quadr. 
quatem.  Formen,  Bonn  1894;  E.  Picard,  Par.  C.  R.  98  (1884),  p.  904. 

61*)  Hermite,  J.  f.  Math.  47  (1864),  p.  307. 

61  ^)  Hermite,  J.  f.  Math.  41  (1861),  p.  191. 
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f^^j,  C—)  (Supplementär 'Charaktere).    Jedes  derartige  Zeichen   ist 

ein  yyEinzdchardkter^^  der  Form  /*;  ihre  Gesamtheit  bildet  den  ,,Totalr 
Charakter''  derselben.  Äquivalente  Formen  haben  denselben  Total- 
charakter. Alle  Klassen^  die  denselben  Totalcharakter  haben,  bilden 
ein  „Geschlechif',  Ist  A  die  Anzahl  der  Einzelcharaktere,  so  ist  2^  die 
Anzahl  der  Totalcharaktere.  Die  Einzelcharaktere  sind  durch  eine 
Relation  mit  einander  verbunden,  so  dass  nur  2^~^  Totalcharaktere 
möglich  sind.  Diesen  2^—^  Totalcharakteren  entsprechen  wirklich 
Geschlechter;  der  Nachweis  derselben  stützt  sich  auf  die  Existenz 
der  Geschlechter  binärer  Formen**). 

5)  Sind  die  beiden  Zahlen  m  und  ft  durch  die  Formen  f  und  tp 
so  darstellbar:  m  =  f(x,  y,  0),  ft  =  9  (| ,  rj,  g),  dass  die  Beziehimg 
^6  +  y^  +  ^S  =  0  besteht,  so  heissen  m  und  ft  ,^muitan''  durch  f 
und  q>  dargestellt.  Für  zwei  durch  die  beiden  Formen  f  und  q>  von 
ungrader*)  Determinante  simultan  dargestellte  ungrade  zu  DA  teiler- 
fremde Zahlen  m  und  ft  hat  die  Einheit: 

E=(-l)    '     '     ' 
denselben  Wert^  nämlich: 

/)-fl     A-fl 


(-•)■■■  (i)S) 


Diese  Einheit  heisst  ein  y^Simtütan-Charaktei^'  {St  Smith)  des  Formen- 
paares (/*,  9).  Eisenstein  teilt  die  Geschlechter  in  zwei  yßystemef'j  je 
nachdem  £  =  +  1  oder  E  =  —  1  ist.  Durch  Formen  des  zweitei^ 
Systems  können  Zahlen  ^  —  A  (mod  8)  nicht  dargestellt  werden. 

Zwei  Formen,  welche  durch  eine  rationale  Einheitssubstitution, 
mit  einem  Generalnenner  prim  zu  2 AD,  in  einander  transformiert 
werden  können^  gehören  offenbar  zu  demselben  Geschlecht.  Dasselbe 
findet  umgekehrt  statt  ^). 

6)  Sind  a,  /},  y  die  drei  Determinanten  des  Systems: 


80  heissen  die  Darstellung  der  Zahl  fi:    fi  =  <p(cc,  ß,  y)  und  die  Dar- 
stellung der  binären  quadratischen  Form  der  Determinante  — Dft: 


62)  Bachmann,  Zahlentheorie  i\  p.  125. 

*)  Wir  beschränken  uns  hier  und  zum  Teil  im  folgenden  der  Kürze  halber 
aof  ungrade  Determinanten. 

63)  G.  Eisenstein,  Berl.  Ber.  1862,  p.  360;  St.SmOh,  Lond.  Trans.  167  (1867), 
p.  266  BS  Papers  1,  p.  465. 


> 
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=  f{ax  +  cc'y,   ß'x  +  ß''y,   yx  +  y'y) 

einander  f,gugeordnetf^.  Dieselbe  Darstellung  von  ft  ist  den  Darstellungen 
aller  äquivalenten  binären  Formen  der  Determinante  —  Dfi  zugeordnet. 
Damit  die  binäre  quadratische  Form  g{x,  y)  der  Determinante  —  Dft 
durch  eine  temäre  Form  der  Ordnung  (2),  A)  darstellbar  ist,  ist  not- 
wendig und  hinreichend,  dass  —  ^9(^9  v)  quadratischer  Rest  von 
(i  ist.  Jede  Darstellung  „gehört''  zu  einem  Kongruenzwerte  von 
y —  i^gixy  y)  (mod.  ft),  und  zu  jedem  dieser  Kongruenzwerte  lassen 
sich  alle  nicht-äquivalenten  temären  Formen  der  Ordnung  (2),  A) 
aufstellen,  durch  welche  g{Xy  y)  darstellbar  ist**). 

7)  Von  den  definiten  Formen  genügt  es  die  positiven  zu  be- 
trachten. Eine  positive  Form  besitzt  eine  endliche  Anzahl  von  ganz- 
zahligen Transformationen  in  sich.  Der  reciproke  Wert  dieser  Anzahl 
heisst  das  „Mass^^  (frz.  „mesure"  oder  „density'',  engl,  „weight'')  der 
Form.  Äquivalente  Formen  haben  dasselbe  Mass:  das  Mass  der  Klasse. 
Das  Mass  eines  Geschlechts  ist  die  Summe  der  Masse  der  Klassen 
des  Geschlechts,  das  Mass  einer  Ordnung  ist  die  Summe  der  Masse 
der  Geschlechter  der  Ordnung.  Das  Mass  einer  Darstellung  einer 
Zahl  durch  eine  Form  ist  das  Mass  der  Form.  Das  Mass  aller 
Darstellungen  einer  Zahl  durch  ein  vollständiges  System  von  Formen 
eines  Geschlechts  ist  die  Summe  der  Masse  aller  Darstellungen.  Das 
Mass  aller  eigentlichen  Darstellungen  einer  ungraden,  zu  DA  teiler- 
fremden Zahl  ft,  welche  A  Primfaktoren  enthält  und  ^  D  (mod.  4) 
ist,  ist  gleich  dem  2^ -fachen  Mass  des  Hauptgeschlechts  binärer  Formen 
der  Determinante  —  Dft.  Z.  B.:  die  Ordnung  (1, 1)  enthält  nur  ein 
Geschlecht  und  dieses  nur  eine  Klasse,  repräsentiert  durch  die  Form 
^*  +  y^  4"  ^*-  -AlIso  ist  die  Anzahl  der  eigentlichen  Darstellungen 
einer  Zahl  ft  ee  1  (mod.  4)  als  Summe  dreier  Quadrate  gleich  der 
3. 2^+ 2 -fachen  Klassenanzahl  des  Hauptgeschlechts  binärer  Formen 
der  Determinante  —  ft.  Für  ft  ^  3  (mod.  8)  ist  dieselbe  Anzahl 
gleich  der  2^+^ -fachen  Klassenanzahl**).  Die  erstere  Anzahl  er- 
giebt   sich,  durch  Heranziehung   der   Klassenanzahlausdrücke,  gleich 


f-j  ,   die   zweite  gleich  8^^  (— )  **).     Die  Darstellbarkeit   der 


64)  Ch.  Hermüe,  J.  f  Math.  47  (1854),  p.  307 ;  P.  Bachtnann,  70  (1869),  p.  366; 
71  (1870),  p.  296. 

66)  Gauss,  Disqu.  arithm.  art.  292  s=  Werke  1,  p.  345. 

66)  Dirichlet,  J.  f.  Math.  21  (1840),  p.  166  =  Werke  1,  p.  496. 
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Zahlen  =^  0,  4,  7  (mod.  8)  als  Summe  dreier  Quadrate  hat  Legendre^'')^ 
dasselbe  einfacher  und  die  Existenz  eigentlicher  Darstellungen  für 
solche  Zahlen  hat  Dirichlet^^)  nachgewiesen.  Hieraus  folgt  leicht,  dass 
jede  Zahl  als  Summe  dreier  Trigonalzahlen  und  eigentlich  als  Summe 
von  vier  Quadraten  darstellbar  ist^^).  Der  zweite  Satz  war  schon  Backet 
bekannt,  wurde  aber  erst  von  Lagrange  bewiesen'®).  Beide  Sätze 
sind  die  ersten  Fälle  des  i^ermo^ 'sehen  Satzes:  Jede  ganze  Zahl  ist 
als  Summe  von  n  w-eckszahlen  darstellbar.  Bewiesen  wurde  dieser 
Satz  zuerst  von  Catichy  und  durch  den  Zusatz  er^nzt,  dass  von  den  n 
n-ecken  nur  vier  von  Null  oder  Eins  verschieden  zu  sein  brauchen. 
Legendre  bemerkt,  dass  oberhalb  einer  gewissen  Grenze  schon  vier 
oder  fünf  n-eckszahlen  zur  Darstellung  genügen'^). 

8)  Das  Mass  eines  Geschlechts  und  dasjenige  einer  Ordnung  ist, 
wahrscheinlich  mit  arithmetischen  Hülfsmitteln,  von  Eisenstein^  durch 
Benutzung  Dirichlet'scher  analytischer  Methoden  [I  C  3,  Nr.  2]  von 
Smith  und  Minkowski  ermittelt  worden.  Enthalten  D  und  A  bzw.  A 
und  X  Primfaktoren,  und  sind  r  die  gemeinsamen  Primfaktoren  von 
D  und  A,  so  ist  das  Mass  eines  Geschlechts  gleich: 


67)  Legendre,  Theorie  des  nombres,  öd.  3,  art.  817,  319  =  1,  p.  886,  887 
der  deutschen  Aasgabe. 

68)  Dirichlet,  J.  f.  Math.  40  (1860),  p.  228  =  Werke  2,  p.  89.  Üb.  besond. 
Zerl.  in  3  Quadr.  s.  E.  Catalan,  Nouv.  ann.  (2)  13  (1874),  p.  618;  Rom  N. 
Line.  Pont.  A.  36  (1882),  p.  103;  37  (1884),  p.  49;  S.  Bealis,  Nouv.  ann.  (2)  20 
(1881),  p.  601;  Nouv.  corr.  math.  4  (1878),  p.  326,  346,369;  B.  Boncompagni,  Rom. 
N.  Line.  Pont.  A.  34  (1881),  p.  63, 136. 

69)  Fermat,  Oeuvres  1,  p.  293;  DiricMet  1.  e.  68);  Legendre,  Theorie  des 
nombres  2,  §  4  »  1,  p.  212  der  deutsehen  Ausgabe;  Hermüe,  J.  f.  Math.  47  (1864), 
p.  366;  Liouville,  J.  d.math.  (2)  1  (1866),  p.  230  u.  flgd.  Bde.;  V.  Ä.  Lebesgue,  2 
(1867),  p.  149;  Par.  C.  R.  66  (1871),  p.  396;  Nouv.  ann.  (2)  11  (1872),  p.  616; 
13  (1874),  p.  111;  S.  Bealis  12  (1878),  p.  212;  17  (1878),  p.  381;  Ä.  Genocchi, 
Ann.  di  mat.  (2)  2  (1869),  p.  266;  F.  Pollock,  Lond.  Trans.  168  (1869),  p.  627; 
Lond.  R.  Soc.  Proe.  16  (1868),  p.  261 ;  V.  Schlegel,  Zeitschr.  Math.  Phys.  21  (1876),  p.  79. 

70)  Lagrange,  Berl.  Nouv.  Möm.  1  (1770),  p.  123  =  Oeuvr.  3,  p.  187;  Euler, 
Acta  Petrop.  1  u.  2,  1776  =^  Comm.  arithm.  colL  1,  p.  638;  s.  ferner  Ch.  Hermüe, 
J.  f.  Math.  47  (1864),  p.  343 ;  S.  Bealis,  Nouv.  ann.  (2)  18  (1879),  p.  600;  Sylvester, 
Amer.  J.  of  math.  3  (1881),  p.  390;  G,  Wertheim,  Zeitschr.  f.  math.  natiurw.  ünterr. 
22  (1891),  p.  421;  Ä.  Matrot,  Assoc.  fr9.  Limoges  19  (1890),  p.  79,  82;  J.  d.  math. 
ölto.  (3)  6  (1891),  p.  169;  (4)  2  (1893),  p.  73;  E.  Catalan,  Belg.  Möm.  62  (1894),  p.  1. 

71)  FermcU,  Oeuvres  1,  p.  306;  Beguelin,  Berl.  Nouv.  Mäm.  4(1778),  p.  203; 
A.  Cauchy,  Par.  Aead.  1816,  Nvbr.  13,  Inst.  Möm.  (1)  14  (1813—16),  p.  177  =- 
Exerc.  d.  math.  1  (1826),  p.  266  =  Oeuvres  (2)  6,  p.  820;  Legendre,  Theorie  des 
nombres  6,  §  2  =  2,  p.  332  der  deutschen  Ausgabe;  s.  femer  F.  Potlock^  Lond. 
R.  S.  Proe.  13  (1864),  p.  642;  16  (1868),  p.  261 ;  5.  Bealis,  Nouv.  Corr.  math.  4  (1878), 
p.27;  Ed.  Maulet,  Par.  Soc.  math.  Bull.  23  (1896),  p.  40. 
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i  +  E    DA  rt/i 

r 

das  Mass  der  Ordnung  (D,  A)  gleich 

ä.daJJ(i-^), 

r 

WO  Tc  ein  ganzzahliger  Faktor  ist,  verschieden  je  nachdem  f  und  g> 
eigentlich  oder  uneigentlich  primitiv  und  durch  welche  Potenzen  von  2 
D  und  A  teilbar  sind^^. 

9)  Die  Elassenanzahl  eines  Geschlechts  bestimmter  Formen  hat 
Eisenstein^  die  Klassenanzahl  eines  Geschlechts  unbestimmter  Formen 
hat  Am.  Meyer  ermittelt.  Insbesondere  enthält  bei  teilerfremden  D  und 
A  jedes  Geschlecht  unbestimmter  Formen  nur  eine  Klasse^*). 

10)  Indefinite  Formen^*),  durch  welche  die  Null  darstellbar  ist, 
heissen  „NuUformenf^  (A,  Meyer),  Die  Untersuchung,  ob  eine  ge- 
gebene indefinite  Form  eine  NuUform  ist,  kommt  auf  die  Auflösung 
einer  Gleichung  ax^  +  6y*  -\-  cjg^  =  0  mit  quadratfreiem  abc  zurück. 
Für  die  Auflösbarkeit  in  nicht  verschwindenden  ganzen  Zahlen  ist 
offenbar,  ausser  der  Vorzeichen-Ungleichheit  von  a,  b^  c,  notwendig, 
dass  —  ab  quadratischer  Best  von  c,  —  ac  quadratischer  Best  von  b, 
—  bc  quadratischer  Best  von  a  ist.  Dass  diese  Bedingungen  auch  hin- 
reichen, hat  zuerst  Legendre  gezeigt.  Legendre  gründet  hierauf  seinen 
(unvollständigen)  Beweis  des  quadratischen  Beziprozitätsgesetzes'^^) 
P  C  1,  Nr.  6]. 

Die  Auflösimg  einer  Gleichung  ax^  +  Jy*  +  cj»*  =  0  in  ganzen 

72)  Eisenstein,  Berl.  Ber.  1852,  p.  870;  J.  f  Math.  85  (1847),  p.  117  »  Ges. 
•  Abh.  p.  177;  41  (1850),  p.  141;  Smith,  1.  c.  68)  u.  Par.  Mto.  sav.  [^tr.]  (2)  29  (1887), 

N<>  1,  p.  55  =  Pap.  2,  p.  677;  Minkowski,  Par.  M^m.  sav.  [to.]  (2)  29  (1887),  N«»  2, 
p.  159,  164. 

73)  Eisenstein, Berl. Ber.  1852,  p.  370;  J.  f.  Math.  41  (1851),  p.  155;  Am.  Meyer, 
Zur  Theor.  d.  unbest.  tem.  quadr.  Formen,  Zürich  1871  (Diss.);  Zürich  naturf. 
Oes.  Viert.  28  (1883),  p.  272;  J.  f.  Math.  108  (1891),  p.  125;  H.  Poincard,  Par.  C.  R. 
102  (1886),  p.  736;  W.Ä.Markow,  Chark.  Math.  Ges.  (2)  4  (1894),  p.  1. 

74)  Vgl.  insbes. :  Am,  Meyer,  Zürich  naturf.  Ges.  Viert.  36  (1891),  p.  241 ;  J.  f. 
Math.  98  (1885),  p.  177;  108  (1891),  p.  125;  112  (1893),  p.  87;  113  (1894),  p.  186; 
114  (1895),  p.  233;  115  (1895),  p.  150;  116  (1897),  p.  307;  Fricke,  Gott.  Nachr. 
1893,  p.  705. 

75)  Lagrange,  Berl.  ffist.  23  (1769),  p.  165;  24  (1770),  p.  181  =  Oeuvr.  2, 
p.  375,  653;  Legendre,  Paris  Hist.  1784,  p.  507;  Th.  d.  nombres  2,  §  6  =  1,  p.  229 
der  deutschen  Ausgabe;  Dedekind  in  Dirichlet,  Vorl.  üb.  Zahlentheorie,  4.  Aufl., 
p.  428;  Gauss,  Disqu.  arithm.  art.  294  =  Werke  1,  p.  349;  Cauchy,  Exerc.  d.  math. 
Par.  1  (1826),  N^  24,  p.  233  =  Oeuvres  (2)  6,  p.  286;  G.  Cantor,  De  aequ.  2.  gr.  indet., 
Berlin  1867  (Diss.);  Sylvester,  Amer.  J.  of  math.  3  (1880),  p.  390. 
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Zahlen  kommt  auf  die  Auflösung  einer  Gleichung  wrr*  -f"  ^V^  =  1  in 
rationalen  Zahlen  x,  y  zurück.  Diese  Gleichung  ist  auflösbar^  wenn 
die  Kongruenz  mx^  +  «y*  ^  1  fiir  jede  Primzahlpotenz  in  ganzen 
Zahlen  lösbar  ist  {Hilherty^). 

Zur  Auflösbarkeit  von  ax^  -\-  2bxy  -j-  cy^  =  Wjst^  (m  prim  zu 
2  {ac  —  6*))  ist  die  von  a'x^-{'2h'xy  -\-  c'y^  =  m  notwendig  und  hin- 
reichend^ wo  a'x^  -|~  2Vxy  +  c'y^  irgend  eine  Form  des  Geschlechts 
von  ax!^  +  2&a;y  +  cy^  ist  (de  la  VcUlee-PcHissin*^)), 

11)  Smith  hat  die  Kriterien  für  die  Auflösbarkeit  einer  all- 
gemeinen temären  quadratischen  Gleichung  aufgestellt  und  Am.  Meyer 
dieselben  bewiesen.  Bezeichnet  man  mit  N  den  ,^em"  (Minkowski) 
einer  Zahl  N,  d.  h.  die  von  ihrem  grössten  quadratischen  Teiler  be- 
freite Zahl  N,  und  sind  r  die  gemeinsamen  Primfaktoren  von  D 
und  Ä,  d  die_  übrigen  Primfaktoren  von  D,  S  die  übrigen  Prim- 
faktoren von  A^  so  ist  zur  Auflösbarkeit  der  Gleichung  notwendig 
und  hinreichend,  dass  für  alle  Teuer  d,  *,  r  die  Gleichungen  be- 
stehen: 

Am.  Meyer  stellt  auch  die  Bedingungen  für  die  Auflösbarkeit  der 
Gleichung  ax^  +  hy*  -j-  cz^  -^  dt^  =  0  in  ganzen  Zahlen  auf  und 
beweist,  dass  durch  indefinite  Formen  von  mehr  als  vier  Variablen 
die  Null  stets  (eigentlich)  dargestellt  werden  kann^^). 

12)  Für  eine  auflösbare  Gleichung  ax^  +  hy*  -j-  cjer*  »=  0  hat 
schon  Gauss  alle  Auflösungen  in  der  Form: 

x:y:0  =  f(p,  q)  :  g(p,  q)  :  h(p,  q) 

zu  finden  gelehrt;  hier  bedeuten  fy  g^  h  binäre  quadratische  Formen 
der  ganzzahligen  Unbestimmten  2>  und  $.^^) 

Alle  eigenÜichen  Lösungen  allein  aus  einer  von  ihnen  werden 
durch  die  Auflösungen  von  Dedekind  und  G.  Cantor  geliefert. 

Wird  durch  die  Transformation: 

x^f,x'+2M  +  f,^, 
e  =  h,x'+2h^i/+h,/ 

76)  Hubert,  Göti  Nachr.  1897,  p.  48. 

77)  SmOh,  Lond.  B.  S.  Proc.  13  (1864),  p.  110  »  Papers  1,  p.  410;  Am,  Meyer 
J.  f.  Math.  98  (1885),  p.  177. 

78)  Am.  Meyer,  Zürich  naturf.  Ges.  Viert.  28  (1888),  p.  273;  29  (1884),  p.  209. 

79)  Gauss,  Disqu.  arithm.  art.  299  III»  Werke  1,  p.  860;  vgl.  auch  Cauchy, 
Exerc.  d.  math.  1,  Paris  1826,  p.  233  =  Oeuvres  (2)  6,  p.  286. 
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die    Form    ax^  +  ^y*  +  ^^^  =  42)  {xz  —  y  *),    so    muss    man    för 

x^=p\  y=pq,  /  =  3*   eine  Auflösung   der   Gleichung  ax^-^-hy^ 

-|-  Cj?'  =  0    erhalten.     Die    eigentlichen    Auflösungen    allein    erhält 

man  aus: 

2x  =  ux'  —  2bcvy'    +  m;/, 

2y  =  u'rr' —  2acv'y  +  w'e' , 

20  =  u''x—  2abv'y+  w''/, 

wenn  man  för  Xj  y,  z  alle  der  Gleichung:  xfz  =  Dy'^  und  der 
Kongruenz  x'  ^  /  (mod.  2)  genügenden  ganzen  Zahlen  einsetzt^  für 
welche   x    und  /  höchstens   den   gemeinsamen  Teiler  2  haben   und 

in  diesem  Falle  noch  der  Bedingung  y  ^  y  (mod.  2)  genügen.  Die 
Zahlen  m,  u\  w  '  bilden  eine  Lösung,  i?,  r',  v"  sind  die  Determinanten 

^  r  r')^    ^^   ^'  ^''  ^'    ^^^^   ganzzahlige   Lösung   der 

Gleichung  aul  +  luV  +  cw'T'  =  1  (mit  l  =  0  (mod.  2))  büden,  und 
w,  w',  w'  sind  resp.  gleich  21  —  Au,  2V  —  äw',  21" — Äti",  wenn 
aP  +  6r*  +  er'*  =  A  gesetzt  wird  (Dedekindy  anders  ö.  Cantar''^), 

13)  Von  der  Auflösung  einer  quadratischen  Gleichung: 

ax^  +  2bxy  +  cy«  +  2da:  +  26y  +  /  =  0 

in  rationalen  Zahlen,  die  aus  dem  vorhergehenden  zu  folgern  ist,  ver- 
schieden ist  die  Auflösung  einer  solchen  Gleichung  in  ganzen  Zahlen. 
Die  vollständige  Auflösung  ist  einfach,  ausser  in  dem  Falle,  wo 
D  =:h*  —  ac  positiv  und  kein  Quadrat  ist.  Li  diesem  Fklle  wird 
die  vollständige  Auflösung  durch  die  Gleichung  fi  —  Dm*  =  1  oder  4 
vermittelt**). 

14)  Temäre  quadratische  Formen  mit  komplexen  Koeffizienten 
sind  von  Fricke,  temäre  Hermite'sche  Formen  von  Picard  betrachtet 
worden®*). 

e.  QuadratiBohe  Formen  von  n  Variablen.  1)  Es  sei  f  eine 
primitive  quadratische  Form  von  n  Variablen,  vom  Trägheitsindex  r. 
Nach  Division  der  ft**"  Adjungierten  f^^  durch  den  grössten  gemein- 


80)  Euler,  Petr.  N.  Comm.  11  (1766),  p.  28;  18  (1773),  p.  186,  218  =  Comm. 
Ar.  1,  p.  316,  649,  670;  Lagrange,  1.  c.  76);  Gauss,  Disqu.  arithm.  art.  216  -» 
Werke  1,  p.  216;  H.  Scheffler,  J.  f.  Math.  45  (1863),  p.  349;  Ä.  Kunerth,  Wien. 
Ber.  78*  (1878),  p.  327;  82*  (1880),  p.  342;  JR.  Marcolongo,  Giom.  di  mat  26  (1888), 
p.  66;  Di^ardin,  Par.  C.  B.  119  (1895),  p.  843;  für  n  Unbestimmte  bebandelt  die 
Gl.  2.  Grades  Äd.  Desboves,  Nony.  ann.  (3)  3  (1884),  p.  225;  (3)  5  (1886),  p.  226. 

81)  B.  Fricke,  Gott.  Nachr.  1896,  p.  11;  Picard,  Par.  C.  B.  97  (1883),  p.  846. 
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samen  Teiler  d^—i  ihrer  Koeffizienten  erhält  man  die  fi^  „primitive 

Adjungiertef^  q)^\     Insbesondere  heisst  ( — l)*^^''-^)  die  yyBedproW^ 

von  /!    Wir   setzen   d^,  =  1,   dn^i  =  ( —  1)*  *  A,   wo   A   die  Deter- 

d  e 

minante  von  f  ist;   femer  -^-^  =  e«,    — ^  =  ^/u,    ^^/u  =  1    oder   2, 

je  nachdem  q>^^  eigentlich  oder  uneigentlich  primitiv  ist.  Die  ganzen 
Zahlen  {^  ^        ä""  y   ®^^    ^^    „OrdnungsacMen^^   („determinieren' 

den  ZaMen^^)  der  Form  f.  Alle  Formen  derselben  Spezies,  welche 
dieselben  Ordnungszahlen  haben,  bilden  eine  „Ordnung'^,  Zu  jeder 
Determinante  A  =  ( —  l)*rf„_i  giebt  es  wegen 

nur  eine  endliche  Anzahl  von  Ordnungen®*). 

2)  Die  Anzahl  der  Klassen  für  jede  Determinante  und  infolge 
dessen  auch  fQr  jede  Ordnung  ist  endlich.  Man  beweist  dies  wie 
unter  Nr.  c  7,  8  und  Nr.  d  2  durch  die  Reduktion  der  Formen.  Ins- 
besondere ist  auf  positive  Formen  die  geometrische  Reduktion  ohne 
weiteres  übertragbar®*). 

3)  Ist  |>^  irgend   ein   Primfaktor  von  On^   so   hat   das  Zeichen 

\j— )  für  alle  durch  p^  nicht  teilbaren  Werte  von  9^)  denselben 
Wert.  Dasselbe  gilt  eventuell  noch  von  den  Zeichen  (— tT));  (~n^\ 
/-r-V     Zwischen   diesen   ,jEinzelchardkteren^^  besteht  eine   Relation, 

sodass  nur  die  Hälfte  der  „Totaicharaktere^^  möglich  ist.  Jedem  dieser 
Totalcharaktere  entspricht  wirklich  ein  „GescUechtf^.  Der  Nachweis 
stützt  sich  auf  die  Richtigkeit  des  Satzes  für  Formen  von  n  —  1 
Variablen®*). 

4)  Zwei  Formen  heissen  yjkongruentf^  modulo  Ny  wenn  ihre  ent- 
sprechenden Koeffizienten  kongruent  modulo  N  sind.  Zwei  Klassen 
heissen  Tccngruent  modulo  N,  wenn  sie  zwei  Formen  kongruent 
modulo  jIV  enthalten.  Ein  y^Geschlechif^  besteht  aus  allen  einander  für 
jeden  beliebigen  Modul  kongruenten  Klassen.  Ein  Geschlecht  einer 
bestimmten  Ordnung  besteht  aus  allen  einander  modulo  2A  kon- 
gruenten Klassen  der  Ordnung®^). 

82)  St.  SmOh,  Lond.  B.  S.  Proc.  18  (1864),  p.  199  =  Papers  1,  p.  412;  16 
(1868),  p.  197  =  Papers  1,  p.  610. 

83)  F.  Ä,  Lebesgue,  J.  de  math.  (2)  1  (1866),  p.  401;  H.  Minkomki,  J.  f. 
Math.  107  (1891),  p.  278;  Par.  C.  B.  112  (1891),  p.  209. 

84)  P.  Bachmomn,  Zahlentheorie  4\  p.  694. 

86)  MinkoMDtiki  1.  c.  72),  p.  82 ;  Poincari,  Par.  C.  B.  94  (1882),  p.  67  u.  124. 
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5)  Zwei  Formen  eines  Geschlechts  sind  rational  unimodular  in 
einander  traiisformierbar  durch  eine  Transformation,  deren  General- 
nenner teilerfremd  zu  einer  beliebigen  Zahl  ist^  und  sind  durch  diese 
Eigenschaft  als  Formen  eines  Geschlechts  charakterisiert®^).  Im  An- 
schluss  an  diese  Definition  des  Geschlechts  hat  Minkowski  die  Be- 
dingungen dafdr  aufgestellt^  dass  eine  Form  rational  in  eine  andere 
oder  in  ein  rationales  Vielfaches  einer  andern  transformiert  werden 
kann.  Hieraus  ergeben  sich  auch  die  Bedingungen  für  die  Darstell- 
barkeit der  Eins  oder  Null  durch  eine  quadratische  Form. 

6)  Die  Poincar^'sche  Definition  des  Geschlechts  (s.  Nr.  4)  macht 
die  Betrachtung  einer  Form  in  Bezug  auf  einen  Modul  erforderlich. 
In  jeder  primitiven  Klasse  findet  sich  eine  Form^  die  ftir  eine  ge- 
nügend hohe  Potenz  p^  einer  ungraden  Primzahl  p  als  Modul  einer 
Form  eXj*  +  ex^^  +  •  •  •  +  ef'^'^^^Zn^  kongruent  ist,  in  welcher  jedes 
e^*—^)  grade  so  oft  durch  p  teilbar  ist  wie  der  Elementarteiler  e,-.  Diese 
Form  heisst  ein  y^a/uptrepräsentanif'  der  Klasse  in  Bezug  auf  den 
Modul  pK  Ahnlich,  aber  minder  einfach  ist  die  Definition  des  Haupt- 
repräsentanten in  Bezug  auf  einen  Modul  2^  In  Bezug  auf  einen 
zusammengesetzten  Modul  N  ss  2^p^ . . .  giebt  es  einen  Hauptrepra- 
sentanten,  welcher  den  HauptrepiBsentanten  in  Bezug  auf  die  Moduln 
2*»,  p^f . .  >  für  diese  Moduln  bzw.  kongruent  ist®').  Ein  Haupt- 
repräsentant ^aikXiXk  lässt  sich  so  wählen,  dass  je  zwei  aufeinander- 

folgende  der  ganzen  Zahlen 


^ik 


o  d      « 


(t,  i=l,2,...,^) 


teilerfremd   sind,   und    heisst    dann   eine    y^nonischef^   (Smith)    oder 
„ckarakterisüschef^  (Minkowski)  Form  der  Klasse®®). 

7)  Die  Einführung  des  Hauptrepräsentanten  ist  von  Nutzen  bei 
der  Auflösung  quadratischer  Kongruenzen:  f(x^y,.,fXn)^a  (mod. N). 
Die  vollständige  Auflösung  einer  solchen  Kongruenz  kommt  auf  den 
Fall  zurück,  in  welchem  N  eine  ungrade  Primzahl  p,  oder  4  oder  8 
ist.  Man  erhält  ein  vollständiges  System  inkongruenter  Lösungen, 
wenn  man  für  Xj^j  x^,  , ,  ,y  Xn—i  je  ein  vollständiges  Restsystem 
modulo  N  einsetzt  und  die  zugehörigen  Werte  von  Xn  bestimmt.  Die 
Anzahl  inkongruenter  Lösungen  ergiebt  sich  für  N='p  gleich 


86)  Minkowski,  J.  f  Math.  106  (1890),  p.  5. 

87)  Minkowski  1.  c.  72),  p.  84;  C.  Jordan,  Par.  C.  R.  84  (1872),  p.  1093. 

88)  St.  Smiih,  Par.  M^m.  sav.  [ätr.]  (2)  29  (1888),  N^  1,  p.  6  =  Papers  2, 
p.  629;  H.  Minkowski,  No2,  p.  84. 
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pn-x{l-tp     L^J), 


wenn   öiar^^  +  •  •  •  -|-  ou^m   der  Rest   eines  Hauptrepräsentanten   der 
Klasse  von  f  modulo  p  ist.     Das  Vorzeichen  b  ist  gleich: 


( 


Komplizierter  sind  die  Anzahlen  der  Losungen  fQr  ^  =  4  und  8 
beschaffen.  Aus  diesen  Anzahlen  setzt  sich  diejenige  für  ein  be- 
liebiges N  zusammen®^. 

Anders  hat  Minkowski  diese  Anzahl  bestimmt®^).    Bezeichnet  man 

dieselbe  mit  fi-^  und  setzt 

N—\    iahrti 

80  ist  offenbar  umgekehrt: 

N—l        iahni 


m-iiZ'  '  rm 


A=0 


Es  kommt  daher  alles  auf  die  Ermittlung  der  Zahl  f\^f\  oder,  was 

dasselbe  ist,  der  Summe  ^)  ^e  ^  '*  '  "  an,  zu  summieren  über 
vollständige  Restsysteme  von  x^  (mod.  N),  x^  (mod.  N),  u.  s.  w.  Für 
ungrade  zu  A  teilerfremde  N  ergiebt  sich  z.  B. 


ß-]-(F)(^)^"'"<^>- 


8)  Die  Darstellung  einer  Zahl  ft  durch  eine  quadratische  Form 
f{x^ ,  ^^2 , . .  . ,  o^n)  kommt  zurück  auf  die  Darstellung  der  quadratischen 
Formen  ö^C^i ,  yj , . . . ,  y«— i)  der  Determinante  (—  1)*  rf«_2|it.  Damit  eine 
quadratische  Form  gijfiy  y%}  -  -  -yy/t—i)  der  Determinante  ( —  l)*d„_2f* 
durch  Formen  der  Ordnung  von  /"(iCi ,  Xg ,  . , . ,  Xn)  darstellbar  sei,  ist 
notwendig  und  hinreichend,  dass  die  mit  —  On—i  sgn  (i  multiplizierte 
Reciproke  y  von  g  quadratischer  Rest  für  den  Modul  fi  ist.     Ist  die 

89)  Vgl.  BcKihfnann,  Zahlentheorie  4^  Kap.  7;  C.  Jordan,  Traitä  de»  sub- 
stitutions  p.  169;   J.  de  math.  (2)  17  (1872),   p.  368.    Allgemeiner  hat  Lehesgue 

die   Anzahl   der   Lösungen  von    ^ a. xj^  —  a  (mod.  p^=inh  +  l)  bestimmt ;   s. 

J.  de  math.  24  (1859),  p.  366;  Minkowski,  1.  c.  72),  p.  49. 

90)  Über  diese  n- fachen  Gauss'schen  Summen  vgl.  namentlich  H,  Weber, 
J.  f.  Math.  74  (1872),  p.  14. 

Encyklop.  d.  matb.  Wiitensch.    I.  40 
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Bedingung  erfdUt,  so  kann  man  alle  zu  einem  Eongruenzwerte  von 

y —  On—i  sgn  ft  •  y  (yi ;  ^2 ;  •  •  *  >  Vm)  (mod.  fi)  j^ehörendenf'  Darstellungen 
von  g{yif  • ' ',  tfm)  durch  Formen  der  Ordnung  von  f  aufstellen.  Eine 
darstellbare  Form  gehört  im  allgemeinen  zur  Ordnung: 

/Ol    O2    .    .    .    ön-8    On-i  |ft|\ 
\6i    dg    •    •    •    ^«  —  8    <y«  — 2  / 

kann  aber  für  nö^^l  (mod.  2)  auch  zur  Ordnung: 

V2    1    1  12  ) 

gehören;  ebenso  gehört  dieselbe  zu  einem  bzw.  einem  von  zwei  völlig 
bestimmten  Geschlechtem  F^,  Fj. 

9)  Das  Mass  einer  positiven  Form,  Klasse,  Ordnung,  u.  s.  w.  wird 
analog  wie  unter  Nr.  d  7)  definiert.  Das  Mass  eines  Geschlechts  ist  für 
Formen  von  n  Variablen  von  Smifh  und  Minkowski  bestinmit  worden  ^^). 
Dasselbe  besteht  aus  einem  von  n,  von  den  Charakteren  und  von  den 
Primfaktoren  der  Determinante  A  abhängenden  rationalen  Faktor,  der 
bei  ungeradem  n  mit  ]/A,  bei  geradem  n  mit  der  Summe 


s(- 


n' 

multipliziert    ist,    zu    summieren    über    alle    zu    2A    teilerfremden 
Zahlen  k. 

Das  Mass  aller  eigentlichen  Darstellungen  einer  Zahl  ft  durch 
ein  vollständiges  Formensystem  des  Geschlechts  von  ({x^yX^y-'fXf^ 
ist  gleich  dem  Mass  aller  eigentlichen  Darstellungen  quadratischer 
Formen  g^y^j/fj . .  .,y«— 1)  der  Determinante  ( —  l)*dn— »ft  und  des 
Geschlechts  F^  bzw.  der  Geschlechter  F^  und  Fj. 

Für  A  =  l  und  w^8  giebt  es  nur  eine  Klasse ^^•),  also 
auch  nur  ein,   durch   die   Form   a^i*  +  arg*  +  '  * '  +  ^«^  repräsentiertes 

Geschlecht;   dessen  Mass  ist  bleich Ist   A    die    Anzahl    der 

eigentlichen  Darstellungen  einer   Zahl  ft  durch  die  Form  x^^  +  ^2* 
+  •    •  +  Xn^j   so    ist  -^ —  das  Mass  aller  eigentlichen  Darstellungen 


91)  Smith,  Lond.  R.  Soc.  Proc.  16  (1867),  p.  208  =  Papers  1,  p.  617  u.  1.  c.  88), 
p.  55  »  Papers  2,  p.  666;  Minkowski,  1.  c.  72),  p.  168;  Acta  math.  7  (1885), 
p.  201;    J.  f.  Math.  99  (1886),  p.  1. 

91»)  Eisenstein  92);  Hermite,  J.  f.  Math.  40  (1850),  p.  279. 
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Ton    fi    duich    ein    Formensystem    des    Geschlechts    Yon   x^^  +  ^2* 

H h  ^n^'    Andrerseits   wird   dieses   Mass   durch    das   Mass   eines 

Geschlechts  bezw.  zweier  Geschlechter  von  Formen  von  n  —  1 
Variablen  und  der  Determinante  /ü  ausgedrückt.  Auf  diese  Weise 
findet   man    für    die   Anzahl    aller   Darstellungen   einer   Zahl   fi   als 

Summe  von  2A  +  2  Quadraten  Ausdrücke  X^  (~5~)       ^f  ^^  ^^"^" 

d 

mieren  über  alle  ungeraden  Divisoren  d  von  fi]  A  ist  eine  je  nach 
der  Linearform  von  ^  verschiedene  ganze  Zahl.  Dagegen  hängt  die 
Anzahl   der   eigentlichen  Darstellungen   der  Zahl  fi  als  Summe  von 

2A--1 

2Ä  +  1  Quadraten  ab  von  der  Summe  ^  ,,  ^,  \  J  ^/Tä"'  I^i^® 
letzteren  Summen  lassen  sich  in   endlicher  Form  darstellen;   sie  er- 

weisen  sich  als  abhängig  von  den  Summen  ^  ( — 1)*(— jÄ:*~^,  be- 

zogen  auf  alle  zu  (i  teilerfremden  Zahlen  k.^) 

10)  Yon  Elassenanzahlen  ist  bisher  nur  die  eines  Geschlechts 
indefiniter  Formen  ungrader  Determinante  mit  teilerfremden 

o,_i,  Oi        (i  =  2, . . .,  n—  1) 

92)  Üb.  d.  Darst.  durch  vier  Quadr.  u.  ähnl.  quatem.  Formen  vgl.  K.  G.  J. 
Jacobi,  3.  f.  Math.  12  (1834),  p.  167  =  Werke  6,  p.  246;  G.  Lejeu/ne'DiricMet, 
J.  de  math.  (2)  1  (1866),  p.  210  =  Werke  2,  p.  201;  Liouvüle,  10(1846),  p.  169, 
(2)  1  (1866),  p.  230  u.  flgde.  Bde.;  Eisenstein,  J.  f.  Math.  36  (1847),  p.  133,  134 
>»  Math.  Abh.  p.  193;  Ch.  Hermite,  J.  f.  Math.  47  (1864),  p  366;  B.  Gent,  Liegnitz 
Progr.  1877 ;  G.  Torelli,  Giom.  di  mat.  16  (1878),  p.  152 ;  H.  J.  S.  Smith,  Chelini 
Coli.  Math.  (1881),  p.  117  =  Papers  2,  p.  287;  J.  W.  L.  Glaisher,  Quart.  J.  19 
(1883),  p.  212;  M.  WeiUy  Par.  G.  B.  99  (1884),  p.  869;  Par.  Soc.  math.  Bull.  13 
(1886),  p.  28;  Th.  Pepin,  Rom.  N.  Line.  Pont.  A.  38  (1886),  p.  139;  J.  de  math. 
(4)  6  (1890),  p.  6;  Vahlen,  J.  f.  Math.  112  (1893),  p.  27.—  Für  fünf  Quadr. :  Eisen- 
stein, J.  f.  Math.  36  (1847),  p.  368;  Stieles,  Par.  G.  B.  97  (1883),  p.  981,  1616; 
Ä,  Hurwitz  98  (1884),  p.  604;  Th.  Pepin,  Rom.  N.  Line.  Pont.  A.  87  (1884),  p.  9; 
Minkawski,  Par.  sav.  [^tr.]  (2)  29  (1887),  p.  164;  Smi^,  ebenda  p.  63  =  Papers  2, 
p.  686;  Lond.  R.  Soc.  Proc.  16  (1868),  p.  207  =  Papers  1,  p.  620.  Für  6,  8,  10 
Quadrate:  Eisenstein,  J.  f.  Math.  36  (1847),  p.  136  »  Math.  Abh.  p.  196.  Für  10, 11 
n.  12  Quadrate:  Liouvüley  J.  de  math.  (2)  6  (1860),  p.  143;  6  (1861),  p.  233;  9  (1864), 
p.  296;  10  (1866),  p.  1.  Vgl.  ferner:  Ch.  BerdelU,  Par.  Soc.  math.  Bull.  17 
(1889),  p.  102;  E.  Catalan  p.  206;  L.  Gegenbauer,  Wien.  Ber.  97  (1888),  p.  420; 
108"»  (1894),  p.  116;   G.  B.  Mathews,  Lond.  Math.  Soc.  Proc.  27  (1896),  p.  66.  — 

Über  die  Summation  von  ^^  (-r-j  -j  vgl.  Ckxuthy,  Par.  Mto.  17  (1840),  note  12, 
p.  666.  *  . 

40* 
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ermittelt  worden;  dieselbe  ist  gleich  Eins^^*).  Die  Endlichkeit  der 
Klassenanzahl  ist  für  positiye  quadratische  Formen  von  Hermüe  be- 
wiesen worden.  Es  ist  nämlich  jede  solche  Form  einer  andern 
^aikXiXk  aquiyalent,  in  welcher 

—  üHh  <,  2aHk  ^  a*Ä         {h  <  Je) 

ist;  die  Anzahl  dieser  Formen  ist  bei  gegebener  Determinante  A 
offenbar  endlich.     Für  den  numerischen  Faktor  ^  hatte  Hermite  den 

n(n-l) 

Wert  (    j  gefunden;   Minkowski  giebt  dafür   den   für  grosse  n 

kleineren  Wert     \,     ^'      (s.  Nr.  b,  15)). »")    Diese  Reduktion 

quadratischer  Formen  hat  nicht  die  Eigenschaft^  dass  sich  in  jeder 
Klasse  nur  eine  Form  findet.  Dieses  wird  durch  die  Ausdehnung  der 
Seeber-Dirichlet'schen  (Nr.  d,  3))  Reduktion  erreicht;  der  zufolge  ist 
jede  positiye  Form  einer  imd  im  allgemeinen  nur  einer  solchen  aqui- 
yalent^ in  welcher 

0  <  ttii  ^  o^g  •  •  •  ^  a. 


*nn 


imd  jedes  ühh  der  kleinste  der  Werte  yon 

^atkXiXk       (  .  /  ~  TJ    '         ,  nicht  alle  Xi^n  =  0) 
*•*  \e,  A:  =  1,  2, . . . ,  w   '  / 

ist.     Die  Reduktion  einer  indefiniten  Form 

f=^a,kX,Xk  =  ^+  (^ccikXkV        (i,  Ä;  =  1,  2, . . . ,  n) 

kommt  auf  die  der  definiten 

g  =  ^ki(^aikXky  =  ^baXiXk         (    '        '    .      ' "~ 
*       ^*  ^  \i,Ä=l,2,...,w 

zurück.  Die  reduzierenden  Transformationen  aller  Formen  g  trans- 
formieren f  in  eine  (w  —  1)- fache  Formenschar,  in  welcher  sich  eine 
endliche  Anzahl  (Periodey  Netz)  ganzzahliger  Formen,  Repräsentanten 
der  Klasse  von  f  vorfindet  (Hermite' s  kontinuierlicJie  Reduktion^  s.  Nr.  d,  3)). 

92*)  Am.  Meyer,  Zürich  naturt*.  Gea.  Viert.  36  (1891),  p.  241. 
92^)  Hermite,  J.  f.  Math.  40(1860),  p.  261;  Minkotoski,  Geometrie  d.  Zahlen, 
p.  198. 
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11)  Quadratische,  Formen  mit  komplexen  Variablen  und  Koeffi- 
zienten sind  Yon  Jordan,  Bicmchi  und  Mathews,  bilineare  Formen 
^OikXiXk  (Hermite'sche  Formen,  s.  N.  c,  15))  mit  konjugiert  kom- 
plexen aik  und  ajti,  sowie  x»  und  x/  sind  Yon  Picard  und  Loetvy  unter- 
sucht worden^*). 

f.  Formen,  die  in  Linearfaktoren  serfallen.  1)  Hier  sind  zu- 
nächst die  binären  Formen  zu  betrachten. 

Die  einfachsten  dieser  Formen:  x*  —  y"  bilden  den  Gegenstand 
der  Ereisteilung  [I  C  4  b,  Nr.  4].  Eine  wichtige  Eigenschaft  des 
Binoms  x*  —  y"  für  Primzahlen  n  ist  in  der  Gleichung: 

x  —  y  4 

ausgedrückt;  in  welcher  X,  Y  ganze  rationale  Funktionen  yon  Xy  y 
sind^).  Durch  diese  Gleichung  wird  die  Ereisteilung  zur  Theorie  der 
binären  quadratischen  Formen  in  Beziehung  gesetzt.  Insbesondere 
fliesst  aus  dieser  Quelle  die  Kreisteilungsauflosung  der  Pell'schen 
Gleichung^).  Eine  analoge  Gleichung  findet  für  zusammengesetzte  n 
statt  (Dirichiet  1.  c). 

2)  In  das  Gebiet  der  Ereisteilung  gehören  allgemeiner  auch  die- 
jenigen binären  Formen  f{x,  y),  welche  gleich  Null  gesetzt,  Gleichungen 
Yon  „Perioden'^  [I  C  4b,  Nr.  3]  von  Einheitswurzeln  ergeben  (cyMo- 
tomische  Funktionen).  Für  eine  Primzahl  n  und  eine  Teilung  der  n*®° 
Einheitswurzeln  in  nur  zwei  Perioden  ist  dies  die  oben  erwähnte 
Form  x^  +  ny^.  Eine  Haupteigenschaft  aller  dieser  Formen  besteht 
darin,  dass  die  durch  sie  darstellbaren  Zahlen  nur  Primfaktoren  von 
bestimmten  Linearformen  enthalten  können  ^^).    Auf  diese  Eigenschaft 


93)  C.  Jordan,  J.  ^c.  pol.  51  (1882),  p.  1;  L.  Bianchi,  Rom.  Line.  Rend. 
(4)  5»  (1889),  p.  589;  G.  B.  Maihews,  Quart.  J.  25  (1891),  p.  289;  Ä  Picard, 
Par.  C.  R.  95  (1882),  p.  763;  96  (1882),  p.  1567  u.  1779;  97  (1883),  p.  745  u.  845; 
Math.  Ann.  39  (1891),  p.  142;  Alfred  Loewy,  Par.  C.  R.  123  (1896),  p.  168;  Halle 
Leop.  N.  A.  71  (1898),  p.  377;   Math.  Ann.  50  (1898),  p.  557;    52  (1899),  p.  588. 

94)  Cauchy,  Par.  C.  R.  10  (1840),  p.  181  =  Oeuvres  (1)  5,  p.  85;  Par.  Mäm. 
17  (1840),  p.  249;  Gauss,  Disqu.  arithm.  art.  357  =  Werke  1,  p.  443;  N.  Trudi, 
Ann.  di  mat.  (2)  2  (1869),  p.  150;  Ä.  Genocchi  p.  216;  ZoMareff,  Nouv.  Ann.  d. 
math.  (2)  11  (1872),  p.  589;  SmM,  Lond.  Math.  Soc.  Proc.  7  (1875),  p.  237  = 
Mess.  of  math.  5  (1876),  p.  143  =^  Papers  2,  p.  132. 

95)  Dirichiet,  J.  f.  Math.  17  (1887),  p.  286  —  Werke  1,  p.  343;  E.  de  Jon- 
qui^es,  Par.  C.  R.  98  (1884),  p.  1358,  1515. 

96)  Vgl.  z.  B.  Sylvester,  Amer.  J.  of  math.  2  (1879),  p.  280,  357,  881,  389; 
8  (1880),  p.  58,  179,  184,  382,  388;  Par.  C.  R.  92  (1881),  p.  1084;  Th.  Pepin  p.  173; 
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hin  sind  von  Birichlet  Formen  der  Art  aa^  +  &^*y*  +  cy*  unter- 
sucht worden;   femer  von  ihm,    Genocchi  und  Kronecker  die  beiden 

Pormenarten,  die  aus  (a:+V^*  hervorgehen^^. 

3)  Über  die  allgemeinen  kubischen  binären  Formen  hat  Eisenstein 
bemerkenswerte  Resultate  gewonnen.  Die  quadratische  Kovariante  [IB  2, 
Nr.  1]  (ft*  —  ac)x^'^(bc — ad)xy-{-{(^  —  hd)y^  der  binären  kubischen 
Form  ax^  +  36a;*y  -f-  Zcxy*  -f-  dy^  transformiert  sich  bei  einer  Trans- 
formation der  letzteren  vermittelst  derselben  Substitution.  Demnach 
bilden  von  einer  Blasse  kubischer  Formen  die  quadratischen  Ko- 
varianten  eine  Klasse  quadratischer  Formen.  Diese  Klassen  quadra- 
tischer Formen  sind  dadurch  ausgezeichnet,  dass  durch  ihre  „Tripli- 
hoMon^'  (Eisenstein)  die  Hauptklasse  entsteht;  und  umgekehrt.  Solche 
Klassen  sind  y^subtriplikaif^  genannt  worden.  Auf  dieser  Grundlage 
gelingt  Pepin  die  vollständige  Aufzahlung  der  Klassen  kubischer 
binärer  Formen  gegebener  Determinante  ®®). 

4)  Hermite  nennt  eine  binäre  Form  «o^^+d  )^^""*yH h^*y" 

,f primitiv^',  wenn  a^,  a^, . . .,  Un  teilerfremd  sind,  und  zwar  „uneigent- 

lichf^  oder  „eigenüich"  primitiv,  je  nachdem  o^oAijo^}  \2)^>-"y^^ 

einen  gemeinsamen  Teiler  haben  oder  nicht.  Äquivalente  Formen 
bilden  eine  „Klassef^'^  äquivalente  Formen  haben  äquivalente  Ko- 
varianten  P  B  2,  Nr.  2].  Formen  gehören  in  eine  „Ordnwn^^  wenn 
sie  in  den  grössten  gemeinsamen  Teilern  der  Koeffizienten  ihrer 
respektiven  Kovarianten  übereinstimmen,  dieselben  einmal  mit,  einmal 
ohne  Binomialfaktoren  genommen.  Formen  gehören  in  ein  „6re- 
sMechif'f  wenn  sie  rational  unimodular  in  einander  transformierbar 
sind.  Kubische  imd  biquadratische  Formen  zeigen  ein  singuläres  Ver- 
halten, begründet  in  dem  Umstände,  dass  es  die  einzigen  biiuLren 
Formen  ungraden  bzw.  graden  Grades  sind,  welche  keine  lineare  bzw. 
quadratische  Kovariante  besitzen  p  B  2,  Nr.  7,  Anm.  146, 157;  Nr.  8, 
Anm.  169]. 

Binäre  Formen  derselben  Determinante  und  vom  ungraden  Grade 
n  >  3  bilden  ein  Geschlecht. 

Ä,  S.  Hathaway,  J.  Hopk.  Circ.  1882»,  p.  67,  131;  Sylvester  p.  46;  K.  Th,  VaMen, 
Königsb.  phys.  ök.  Ges.  Ber.  1897,  p.  [47]. 

97)  BiricMet,  J.  f.  Math.  8  (1828),  p.  86  =  Werke  1,  p.  62;  De  förmig  etc., 
Vratislaviae  (1828)  =  Werke  1,  p.  46;  A.  Genocchi,  Par.  C.  R.  1884,  p.  411; 
Ann.  di  mat.'  (2)  2  (1869);  p.  266;  Ktonecker,  Berl.  Ber.  1888,  p.  417  »  Werke  8, 
p.  281 ;   X.  Stouff,  Par.  C.  R.  125  (1897),  p.  869. 

98)  Eisenstein,  J.  f.  Math.  27  (1844),  p.  76,  89,  819;  Th.  Pepin,  Rom.  N. 
Line.  Pont.  A.  87  (1884),  p.  227;  G.  B,  MaÜiews,  Messeng.  (2)  20  (1891),  p.  70. 
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Binare   biquadratische   Formen   sind    einer   endlichen   (Klassen-) 
Anzahl  reduzierter  äquiyalent. 

Die  Reduktion  einer  binären  Form 

«o/Z(^  +  a.y)         (i  =  1, .  .  .,  n) 

wird^  analog  wie  bei  den  indefiniten  quadratischen  Formen,  auf  die 
Reduktion  der  definiten  quadratischen  Form 

^XiN(x  +  aty)        (i  =  1, . . .,  n) 

zurückgeführt  ^«•).  Das  Zeichen  iV'  bedeutet  die  „Norm''  [I  B  1  c,  Nr.  4; 
IC  4a,  Nr.  2]. 

5)  Der  in  1)  erwähnten  Darstellimg  von  — "~^     als  quadratische 

X  —  y 

Form  entspricht  für  eine  Primzahl  n  von  der  Form  3t  +  1^  di®  ^ 

Bereich  der  Kubikwurzel  s  der  Einheit  in  zwei  Faktoren  n^  und  n^ 

zerfällt,  für  eine  Teilung  der  n**°  Einheitswurzeln  in  drei  Perioden 

[IC  4  b,  Nr.  3]  die  Gleichung: 

x""  —  y""  ^  X»  +  nt4r»  +  n»sZ»~-3nXrZ  ^  F(X,  Y,  Z) ^ 
x  —  y  27  27  5 

setzt  man  T=  F+  bW,  Z=  F+  «^TT,  so  sind  X,  F,  W  ganze 
ganzzahlige  Funktionen  von  x  und  y.  Die  Formen  F(Xy  y,  z)  sind 
von  Eisenstein  ausführlich  untersucht  worden;  sie  zeigen  in  vielen 
Eigenschaften  ihre  Analogie  zu  den  binären  quadratischen  Formen 
von  Primzahl-Determinante.  An  die  Stelle  der  Pell'schen  Gleichung 
tritt  die  Gleichung  F(x,  y,e)  =  l.  Die  Form  F(x,  y,  z)  zerfällt  in 
drei  Linearfaktoren: 

X  +  sYnn^y  +  s^y^nn^z       [6  =  1,  Z^iilxlj. 

Sind  A'y  B'  zwei  der  Linearfaktoren  für  eine  beliebige  Lösung,  so 
heisst  IgÄ'  —  «IgjB'  ihr  „Begulator^',  Diejenigen  Auflösungen,  für 
welche  die  Norm  des  Regulators  ein  Minimum  ist,  heissen  „Funda- 
mentalauflösungen''.  Sind  für  eine  Fundamentalauflösung  der  Glei- 
chung F(x,  y,  £r)  =s  1  Ä  und  B  zwei  von  diesen  Linearfaktoren,  so 
ist  in  Ä^B^  jede  Auflösung  enthalten.  Alle  „Regulatoren^^  ergeben 
sich  aus  dem  Fundamentalregulator  lg  J.  —  ^  lg  -^  durch  Multi- 
plikation mit  allen  komplexen  ganzen  Zahlen  { -f-  me;  die  betreffende 
Auflösung  y,gehörif'  zu  diesem  Quotienten  l-^ms  der  beiden  Regu- 
latoren.   Die  Anzahl  der  Klassen  ist  endlich  und  hängt  von  den  beiden 

9S*)  Hermüe,  J.  f.  Math.  41  (1851),  p.  191;   52  (1866),  p.  1. 
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(Dirichlet'schen)  Reihen  [I  C  3,  Nr.  2]:  ^^  H  '  T '  -2'  [^J'  T    *^' 

k  i 

in  denen  das  Zeichen  [  ]  den  kubischen  Restcharakter  ausdrückt. 
Die  Summierung  ergiebt,  dass  die  Klassenanzahl  der  Norm  P  —  im  +  ^^ 
des  Quotienten  l  -}-  ms  gleich  ist,  zu  welchem  eine  gewisse  „Kreis- 
teilungseinJieii^  [I  C  4  b,  Nr.  1]  gehört  ^^). 

6)  Andere  temäre  kubische  Formen,  welche  in  Linearfaktoren 
zerfallen,  insbesondere  die  Darstellung  der  1  oder  einer  ganzen  Zahl 
durch  solche  Formen,  sind  von  Meissdy  MaihewSy  Tanner  u.  a.  be- 
trachtet worden  ^^). 

Diejenigen  ganzzahligen  Formen  : 

(ax  +  ^y  +  ^^)  (ß^  +  ^'y  +  ^'^)  («'^  +  ^"y  +  ^''^)? 

in  denen  a,  &,  o,  . . .  von  der  Kubikwurzel  einer  ganzen  Zahl  rational 
abhängen,   hat  Am,  Meyer   des  ausführlicheren  untersucht.    Zu  der- 


a 

h   c 

a' 

V  c' 

a 

b"  c" 

selben    Determinante     a   V  c        gehört    eine    endliche    Anzahl   von 

rr   T/'      ff 

a   0   c 

Klassen  dieser  Formen;  jede  Klasse  wird  repräsentiert  durch  eine 
endliche  Anzahl  (jyPeriod^^)  reduzierter  Formen.  Ein  vollständiges 
System  solcher  Formen  wird  aufgestellt  \md  ein  Verfahren  zur  Auf- 
findung aller  automorphen  Transformationen  einer  Form  angegeben  ^^•), 
Die  allgemeineren  Formen,  in  denen  a,  6,  c,  . .  .  einem  gegebenen 
kubischen  Zahlkörper  [IC  4  a,  Nr.  1]  angehören,  untersucht  Furt- 
wängler.  Er  macht  dabei  von  der  Darstellung  der  Form  durch  das 
Gitter  der  associierten  positiven  quadratischen  Form: 

A I aa;  +  &y  +  CiSf  I*  +  |ü I  ax  -|-  6'y  -{-  cz\^  -^  v\ a'x  -(-  6"y  +  c"ir|* 

Gebrauch.  Die  Theorie  der  Komposition  wird  auf  die  Multiplikation 
der  „Gitterzahlen^^  gegründet.  Jede  Gitterzahl  zerfällt  in  eine  end- 
liche Anzahl  von  Primzahlen  ^^**). 

7)  Auf  die  allgemeinsten  Formen  dieser  Art  hat  zuerst  Dirichlet 
aufmerksam  gemacht  und  zugleich  den  Hauptsatz  ihrer  Theorie  be- 
wiesen. 


99)  Eisenstein,  J.  f.  Math.  28  (1844),  p.  289;  29  (1845),  p.  19  =  Abb.  p.  1. 

100)  E.  Mdssel,  Progr.  Ober-Realsch.  Kiel  1891;  (7. -B.  üf oeÄcw?«,  Lond.  Math. 
Soc.  Proc.  21  (1891),  p.  280;  H.  W.Lloyd  Tanner,  ebenda  27  (1896),  p.  187. 

100*)  Am.  Meyer,  Zur  Theorie  der  zerlegbaren  Formen,  insbesondere  der 
kubischen;  Habilitationsschrift  (Zürich  1870),  hrsg.  von  F.  Eudio,  Zürich  naturf. 
Ges.  Viert.  1897,  p.  149. 

100*»)  Ph.  Furtwängler,  Zur  Theorie  der  in  Linearfaktoren  zerlegbaren, 
ganzzahligen  temären  kubischen  Formen,  Güttingen  1896  (Diss.). 
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Es  sind  dies  die  Formen: 

II 

in  welchen  die  Grössen  Uki  rationale  Funktionen  einer  algebraischen 
Zahl  n**'  Ordnung  sind  und  das  Produkt  über  alle  konjugierten  Werte 
zu  erstrecken  ist  [IC4a,  Nr.  1];  durch  die  ganze  rationale  Zahl  a 
werden  die  Nenner  beseitigt.     Insbesondere  ist 

a 

wo  a  eine  ganze  algebraische  Zahl  [I  G  4  a,  Nr.  3]  ist^  die  ^yHaupt- 
farmf^  dieser  Theorie  und: 

n{^i+  aaJj  H f-  a'^-^Xn)  =  +  1 

das  Analogon  der  Pell'schen  Oleichung.  Dirichlet  zeigt,  dass  die 
samtlichen  Auflösungen  dieser  Gleichung  sich  als  Produkte  von 
Potenzen  von  v  —  1  Fundamen talauflösungen  ergeben,  wenn  v  die 
Anzahl  der  reellen  und  der  Paare  komplexer  Werte  Yon  a  ist^®^). 

Die  Reduktion  dieser  Formen  wird  wie  in  5)  auf  diejenige  der 
asBOciierten  positiven  quadratischen  Formen  zurückgeführt. 

Alle  automorphen  Substitutionen  sind  Produkte  von  Potenzen 
gewisser  y^undamentalsubstihUionenf'  (Hermite),^^^^) 

8)  Die  erwähnten  Formen  sind  offenbar  die  allgemeinstell,  welche 
in  Linearfaktoren  zerfallen. 

g.  SoüBtige  Formen.  1)  Für  Formen  beliebigen  Grades  von 
beliebig  vielen  Variablen  werden  die  Begriffe  der  Äquivalenz  und  der 
Klasse  wie  früher  auf  Grund  ganzzahliger  linearer  Einheitssubstitu- 
tionen definiert. 

Die  Endlichkeit  der  E^lassenanzahl  hat  Jordan  bewiesen  ^^*). 

Ordnung  und  Geschlecht  sind  von  Poincare  definiert  worden: 
zwei  Klassen  von  Formen  gehören  in  dieselbe  Ordnung,  wenn  sie 
übereinstimmen  in  den  grössten  gemeinsamen  Teilern  ihrer  Koeffi- 
zienten und  der  Koeffizienten  ihrer  entsprechenden  In-  und  Kovarianten, 


101)  Lagrange,  Add.  aux  6l6m.  d'alg^bre  d'Euler  §  9  =  Oeuvres  7,  p.  164; 
DiriMet,  Par.  C.  R.  10  (1840),  p.  286  =»  Werke  1,  p.  619;  Berl.  Ber.  1841,  p.  280 
=»  Werke  1,  p.  625;  ibid.  1842,  p.  93  =  Werke  1,  p.  633;  ibid.  1846,  p.  108 
=  Werke  1,  p.  639;  G,  Libri,  Par.  C.  R.  10  (1840),  p.  311,  383;  J.  Liouvüle 
p.  881;  Hermite,  J.  f.  Math.  40  (1860),  p.  291  u.  308;  H,  Poincare,  Par.  C.  R. 
92  (1881),  p.  777;   Par.  See.  math.  Bull.  18  (1886),  p.  162. 

101*)  Hermite,  J.  f  Math.  47  (1864),  p.  339. 

102)  a  Jordan,  Par.  C.  R.  88  (1879),  p.  906;  90  (1880),  p.  1422;  J.  ^c.  pol. 
29,  cab.  48  (1880),  p.  111. 
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die  KoefiBzienten  emnul  mit,  das  andremal  ohne  die  Polynomial- 
koe&ättnim.  genommen  [I  B  2,  Nr.  16];  zwei  Klassen  gehören  in  das- 
selbe CresdUecht,  wenn  sie  für  jede  ganze  Zahl  als  Modul  einander 
kongruent  sind^^). 

2)  Insbesondere  sind  kubische  temäre  und  quatemare  Formen 
von  Poincar^  betrachtet  worden  ^^). 

3)  Über  die  Darstellung  ganzer  Zahlen  durch  gegebene  Formen 
sind  vor  allem  die  (unbewiesenen)  Sätze  von  Waring  zu  erwähnen: 
Jede  ganze  Zahl  ist  die  Summe  von  höchstens  9  Kuben  und  von 
höchstens  19  Biquadraten.    Über  Darstellungen  durch  Zahlen  von  der 

Form  J"    ^,  aoc  -f-    X    ^^^  an;^+  (h^~^  ^^+  ^^-{-  ^a^  ^** 

Maulet  einige  Sätze  gegeben  ^^). 

4)  Über  die  Darstellung  von  Potenzen  als  Summen  von  Potenzen 
bestehen  die  Sätze:  Keine  Summe  (Differenz)  von  2  Kuben  kann  ein 
einfacher,  doppelter  oder  vierfacher  (Delannay)  Kubus  sein;  eine  Summe 
von  drei  Kuben  kann  ein  Kubus  oder  ein  doppelter  Kubus  sein;  eine 
Summe  von  drei  und  nicht  weniger  Biquadraten  kann  ein  Quadrat 
oder  ein  doppeltes  Quadrat  sein;  eine  Summe  von  5  Biquadraten 
kann  ein  Biquadrat  sein  (Martin)]  eine  Summe  von  6  (Martin), 
aber  keine  Summe  von  2  f&nften  Potenzen  kann  eine  fünfte  Potenz 
sein^^);  eine  Summe  von  2  n**°  Potenzen  (n>2)  kann  keine  n** 
Potenz  sein  (Fermat)  [vgl.  I  C  4b,  Nr.  14]. 

5)  In  Bezug  auf  die  Darstellung  der  Null  durch  gegebene  Formen 
hat   man   diese  Formen   nicht  nach  dem  Grade,   sondern  nach  dem 


103)  H.  Poincar6,  Par.  C.  R.  94  (1882),  p.  67,  124;  Par.  Soc.  math.  Bull.  18 
(1885),  p.  162  (Darst.  v.  Zahlen  durch  geg.  Formen). 

104)  H.  Poincare,  Par.  C.  R.  90  (1880),  p.  1336;  J.  ^c.  pol.  60  (1888),  p.  199; 
61  (1883),  p.  46;    66  (1886),  p.  79  [I  B  2,  Anm.  434]. 

106)  E.  Waring,  Medit.  alg.,  Cambr.  1782,  p.  349;  Jacobi,  J.  f.  Math.  42 
(1861),  p.  41  =.  Werke  6,  p.  322;  Ä.  E.  Zomoto  14  (1836),  p.  276;  S.  Bealis, 
Nouv.  corr.  math.  4  (1878),  p.  209;  Ed.  Lucas  p.  323;  Nouv.  Ann.  (2)  17  (1878), 
p.  636;  Ed.  Maillet,  Assoc.  hf}.  Bord.  24  (1896),  p.242;  J.  de  math.  (5)  2  (1896), 
p.  363 ;  Par.  Soc.  math.  Bull.  23  (1895),  p.  40. 

106)  Euler ^  Algebra  2',  Kap.  18,  16;  Legendre,  Th^r.  des  nombr.  4,  §  1, 
art.  333  »  2,  p.  11  der  deutschen  Ausgabe;  6,  §  3  u.  4  =  2,  p.  348  u.  362  der 
deutschen  Ausgabe;  Dirichlet,  J.  f.  Math.  3  (1828),  p.  364  =  Werke  1,  p.  1 
u.  21;  D.  S.  HaH,  Educ.  Times  14  (1871),  p.  86;  Hermite,  Nouv.  Ann.  (2)  11 
(1872),  p.  6;  F.  Proth,  Nouv.  corr.  math.  4  (1878),  p.  179;  E.  Lucas  p.  823; 
E.  Catalan  p.  362,  371;  Ä.  Desboves  6  (1880),  p.  34;  Th.  Pepin,  Rom.  N.  Line. 
Pont.  A.  34  (1881),  p.  73;  A.  Martin,  Educ.  Times  60  (1889),  p.  74;  Chic.  Congr. 
Pap.  1896  [1893],  p.  168;  H.  Delannoy,  J.  de  math.  ^l^m.  (6)  21  (1897),  p.  68; 
Fermctt,  Observ.  sur  Dioph.  =  Oeuvres  1,  p.  291. 
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Oeschlechte  (im  Sinne  jßiemann'Sy  &  11 B  2;  HI  C  S^  5)  xa  ordnen. 
Insbesondere  kann  eine  temäre  Gleiclmng  f(x^  y^s)^^0  Tom  Qe- 
schlecht  Null  arithmetiscli- rational  auf  eine  solche  Gleiclmng  Tom 
zweiten  Grade  oder  also  auf  die  Gleichung  y*  =  aoc^  +  6a;  +  c 
transformiert  werden^  welche  nach  Nr.  d^  9  ff.  vollständig  auflösbar 
ist^^^.  Dagegen  ist  bisher  nicht  bewiesen,  ob  eine  temäre  Gleichung 
Yom  Geschlecht  Eins  auf  eine  temäre  kubische  Gleichung  oder  auf 
eine  Gleichung  y*  =  aar*  -|-  bx^  -j-  cx^  -\-  dx  -{-  e  zurückkommt^®®). 

6)  Auf  eine  besondere  Art  ^yDiophantischer^^  Gleichungen  [I  C  1, 
Nr.  7]  weist  Kronecker  hin.  Die  Aufgabe,  alle  Gleichungen  eines 
bestimmten  Affektes  [I  B  3  b,  Nr.  20]  aufzustellen,  erfordert  die  Auf- 
lösung derjenigen  ganzen  ganzzahligen  Gleichung 

durch  welche  die  Affektfunktion  g  mit  den  elementaren  symmetrischen 
Funktionen  /i,/i,...,A  verbimden  ist.  Für  den  Fall  einer  cyk- 
lischen  Funktion  g  hat  Kronecker  die  Aufgabe  gelöst  ^®^). 

7)  Bezeichnet  man  mit  D(xQy  x^,  ,  .  .,  Xn)  die  Diskriminante 
[I  B  1  b,  Nr.  18;  I  B  2,  Nr.  26]  der  Gleichung 

^0^  +  a?!^-^  -\ 1-  ^«  =  0, 

00  ist  die  ganze  ganzzahlige  Diophantische  Gleichung 

U  (Xq y  X^f  .  .  .  f  Xti)  =  ^j2.  *■ 

stets  in  rationalen  Zahlen,  in  ganzen  Zahlen  nur  für  die  Gleichungen 
auflösbar: 

(ut  4-  v)  (w'^  +  v')  =  0  /      üv  —  ti't;  =  +  1 


=  U  /      UV  —  tit;  =  Hhi  \ 

=  0.""^^      VM+tt'4-M"=t;4-t;'4-v"— 0/ 


(ut  +  v)(ut'^v')(u't  +  v")  =  0.     ^      VM-ftt'+M"=t;+t;'+v 


107)  A.  Hurwitz  und  D.  Hubert,  Acta  math.  14  (1890/1891),  p.  217. 

108)  Über  die  zahlreichen  Behandlungen  besonderer  temärer  kubischer  und 
der  Gleichungen  y*  =  ax*  4"  bx^  4"  c^*  -\-dx-\-e  vgl.  I  C  1,  Nr.  7. 

109)  Kronecker,  Grundzüge  einer  arithmetischen  Theorie  der  algebraischen 
Grössen,  Berlin  1882,  p.  38  =^  J.  f.  Math.  92  (1882),  p.  88  »  Werke  2,  p.  289 ; 
Berl.  Ber.  1863,  p.  371. 

110)  Hubert,  Gott.  Nachr.  1897,  p.  48. 
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S.  unter  I  C  1.  Das  einzige  bisher  vorhandene  Lehrbuch  über  das  Gebiet  ist 
P.  Bachmann,  Zahlentheorie  2.  Teil:  Die  analytische  Zahlentheorie,  Leipzig 
1894.  Vgl.  Lej.-Dirichlet,  Vorl.  herausg.  v.  Dedekind,  4.  Aufl.,  Braunschweig 
1894. 


1.    Zerfällung  der  Zählen  (ihre  additiven  Darstellungen).    Die 

analyti^die  Zahlentheorie  giebt  die  zahlentheoretischen  Untersuchungen, 
die  auf  analytischen  Betrachtungen  beruhen,  elliptische  Funktionen 
ausgeschlossen,  worüber  I  C  6,  II  B  6  a  zu  sehen.  Solche  stellte  zuerst 
L.  Etiler  an  in  ztveifacJier  Richtung. 

Erstens^).     Die  additive  Darstellung  der   Zahlen  aus  Teilen  be- 
stimmter Art  (ZerfäUung,  partitio  numerorum)  ruht  auf  der  Entwick- 


1)  L.  J&u2er,  Introd.  in  anal,  infin.  1,  Laus.  1748,  deutsch  von  J..  C  Michehon, 
Berl.  1788/90,  H.  Maser,  Berl.  1885,  cap.  16  oder  Comment.  arithm.  coli.  1,  p.  73, 
391  =  Petrop.  N.  Comm.  3,  1750/51,  p.  125;  14,  1769,  p.  168. 
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lung  unendlicher  Produkte*),  wie    I  1(1  +  a;*>),    f  I —j-  u.  s.  w. 

naeh  den  Potenzen  von  x  und  0.  So  folgen  u.  a.  die  Sätze:  Jede  posi- 
tive ganze  Zahl  kann  ebenso  oft  in  verschiedene,  als  in  gleiche  oder 
verschiedene  aber  ungerade  Summanden,  und  so  oft  in  h  verschiedene 
Summanden  zerfällt  werden,  als  sie  in  die  ersten  h  mindestens  ein- 
mal genommenen  Zahlen  zerfällt').  Ferner  der  Pentagonaleahlensatjs: 
Die  Anzahl  der  Zerf  ällungen  von  n  in  eine  gerade  Anzahl  ist  gleich  der 
Anzahl  derjenigen  in  eine  ungerade  Anzahl  verschiedener  Summanden, 

ausser  wenn  n  =  — — — ,  wo  für  h  gerade  oder  ungerade  sie  um  1 

grösser  resp.  kleiner  ist  *).  K.  G,  J.  Jacohi  gewann  mittels  elliptischer 
Punktionen,  später  direkt  eine  Gleichung*),  aus  der  Sätze  über  die 
Anzahl  der  Zerlegungen  einer  Zahl  24)1;  4~  ^  ^^  ^^^  Summe  dreier 
Quadratzahlen  [I  C  2,  Nr.  d,.7)]  fliessen.  Auch  bewies  er  (J.  f.  Math.  32, 
1846,  p.  164  =  Werke  6,  p.  303),  später  F.  Franklin  (Par.  C.  R.  92, 
1881,  p.448)  den  Pentagonalzahlensatz  arithmetisch,  wie  JT.  Th,  Vahlen^) 
eine  Menge  Sätze  über  bestimmte  Zerfällungen  und  die  Beziehungen 
der  betreffenden  Anzahlen  zu  einander.  Z.  B.:  Unter  den  Zerfällungen 
von  n  in  verschiedene  Summanden,  bei  welchen  die  Summe  der  absolut 
kleinsten  Reste  (mod.  3)  der  letztem  h  ist,  giebt  es  gleichviel  in  eine 
gerade    wie    in    eine   ungerade    Anzahl    Summanden,    ausser    wenn 

O  IJ  TL 

n  =  — --   ,  wo  für  gerades  oder  ungerades  h  es  eine  gerade   resp. 

ungerade  mehr  giebt.  Euler's  betreffender  Satz  folgt  durch  Summa- 
tion  über  die  zulässigen  h.  Auch  findet  ^  u.  a.  Vdhlen  eine  von 
J.  LiouviUe  [J.  de  math.  (2)  1,  1856,  p.  349]  gegebene  Rekursionsformel 
für  die  Teilersumme  ungerader  Zahlen. 

Euler  gab  für  die  Summe   f{n)  [I  C  1,  Nr.  1]  aller  Teiler  von  n 
die  Formel: 


2)  Über  die  Konvergenz  solcher  Produkte  s.  Ä.  Pringsheim,  Math.  Ann.  33, 
1889,  p.  119;  8.  auch  I  A  3,  Nr.  42. 

3)  Zur  Bestimmung  der  Anzahl  der  Zerfällungen  von  n  in  ^  gleiche  oder 
verschiedene  Summanden  aus  der  Reihe  1,  2, . . .,  m  haben  jP.  Brioschi,  J,  J.  Syl- 
vester, P.  Volpicelli  (Ann.  sei.  mat.  fis.  8  (1867),  p.  6,  12,  22)  und  Faa  di  Brwno 
(J.  f.  Math.  85  (1878),  p.  317,  Math.  Ann.  14  (1879),  p.241)  Methoden  gegeben. 

4)  Euler,  Petr.  N.  Comm.  3  (1760/61),  p.  126  =  Comm.  Ar.  1,  p.  73  und  6 
(1764/66),  p.  76  «  Comm.  Ar.  1,  p.  234.  Historische  Angaben  darüber  bei 
Jacohi,  J.  f.  Math.  32  (1846),  p.  164  =  Werke  6,  p.  303. 

6)  J.  f.  Math.  21  (1840),  p.  18  «  Werke  6,  p.  281. 
6)  K.  Th.  VaMen,  J.  f.  Math.  112  (1893),  p.  1. 
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wo  f(0)  =  n,  wenn  n  PentagonalzahL  Solche  Formel  besteht  auch 
für  die  Anzahl  r(n)  der  Zerfällungen  von  n  in  gleiche  oder  ver- 
schiedene Sununanden  und  man  hat 

Aus  einem  von  J.  W.  L.  Glaisher  (Mess.  (2)  20,  1891,  p.  129) 
gegebenen  allgemeinen  Satze  fliessen  (Phil.  Mag.  (5)  33,  1892,  p.  54) 
die  schon  früher  (Quart.  J.  19,  1883,  p.  220  resp.  Lond  M.  Soc.  Proc. 
15,  1884,  p.  110)  von  ihm,  die  erstere  schon  von  O,  Hdlphen  (Par. 
Soc.  M.  Bull.  5,  1877,  p.  158)  mitgeteilten  Formeln 


/' 


'(-l)»-(2Ä  +  l)J(»-^^)=0, 


h 

WO  d(n)  Überschuss  der  Summe  der  ungeraden  über  die  der  geraden 
Teiler  von  w,  Ho)  =  y ,  d(0)  = — n.    S.  dazu  Mess.  (2)  7, 1877,  p.  66. 

In  Mess.  (2)  20,  1891,  p.  129  giebt  Glaisher  eine  Formel  für 


(-l)..(2»+l).J(»-»J4tl'), 


2 

h 

m 


f(n)  die  Summe  w**'  Potenzen  aller  Teiler  von  w,  m  ungerade,  welche 


m 


die  Summen  ungerader  Potenzen  gewisser  Zahlen  mit  den  Summen  ge- 
rader Potenzen  der  natürlichen  Zahlen  verbindet;  ebend.  p.  177  werden 
die  letzteren  eliminiert.  Vgl.'')  Mess.  (2)  21,  auch  wegen  der  Be- 
ziehungen zwischen  der  Funktion /"(n)  und  der  Anzahl  der  Darstellungen 

einer  Zahl  als  Summe  von  2,  3,  5  Quadraten.  Vom  Überschuss  der 
Anzahl  der  Teiler  2h,  4ä  +  1,  3ä  +  1  einer  Zahl  n  über  die  ihrer 
Teiler  2A  +  1,  4A  -f  3,  3ä  -f  2  resp.  handelt  Glaisher,  Cambr.  Proc. 
5,  1884,  p.  108;  vgl.  Lond.  M.  Soc.  Proc.  15,  1884,  p.  104;  21,  1890, 
p.  395;  Quart.  J.  20,  1884,  p.  97. 

Die  Zerfallung  einer  Zahl  n  in  m  Teile  gehört   im  Grunde  als 

7)  Euler,  Petr.  N.  Comm.  6,  p.  59,  76  =  Comm.  Ar.  1,  p.  146,  234;  Ch.  Zeller, 
Acta  Math.  4  (1884),  p.  415  und  M.  A.  Stern,  ebend.  6  (1885),  p.  327 ;  auch  /.  Syl- 
vester, Par.  C.  R.  96  (1883),  p.  674,  1110,  1276;  J.  W.  L.  Glaisher,  Lond.  M.  Soc. 
Pr.  22  (1891),  p.  359;  Mess.  (2)  21  (1891),  p.  47,  49,  122.  Andere  Sätze  über  Zer- 
fällungen folgen  aus  Formeln,  welche  bei  V.  Ä.  Lebesgue,  J.  de  math.  5  (1840), 
p.  42  hergeleitet  werden. 
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einfacher  PaU  einer  Kombinationsaufgabe  (s.  P.  Ä.  Mac-MaJwn,  Com- 
binatory  analysie^  a  review  of  the  present  state  of  knowledge,  Lond. 
M.  Soc  Proc.  1897,  p.  9)  der  kombinatorischen  Analysis  an  [I  A  2, 
Nr.  8].  In  dieser  Zugehörigkeit  sind  die  verschiedenen  Probleme  der 
ZerfaUung  zumeist  von  englischen  Mathematikern,  Yomehmlich  von 
/.  Sylvester,  A.  Cayley,  P.  -4.  Mac-Mahon  betrachtet  worden.  Ersterer 
gab  in  seinen  Outlines  of  seven  lectures  on  the  partition  of  numbers 
(Lond.  Vorles.  1859),  Lond.  M.  Soc.  Proc.  (28)  1897,  p.  33,  eine  Skizze 
seiner  wesentlichsten  Gesichtspunkte,  Methoden  imd  Resultate;  vgl. 
dazu  besonders  Quart.  J.  1, 1857,  p.  81  u.  141  und  Amer.  J.  of  Math.  5, 
1882,  p.  251.  Übrigens  sind  die  betreffenden  Arbeiten  und  Beweise 
dieses  Forschers  mit  Vorsicht  aufzunehmen.  Er  nennt  die  Anzahl 
Arten,  wie  oft  n  aus  gegebenen  positiven  ganzzahligen  Elementen 
a,  2), . . . ,  2  additiv  zusammengesetzt  werden  kann,  d.  i.  die  Anzahl  posi- 
tiver ganzzahliger  Lösungen  der  Gleichung 

(1)  ax  -|-  6y  +  •  •  •  +  Z^  =  w, 

die  Quotity  von  n  mit  Bezug  auf  jene  Elemente  oder  den  Denumerant 

— j~—j-  dieser  Gleichung;  sie  ist  der  Koeffizient  von  a^  in  der  Ent- 

Wicklung  von  [I  B  2,  Nr.  9] 


(1  —  a^  (1  —  Ä^) . . .  (1  ~  rr') 

Diese  Anzahl  Q  kann  in  der  Form  Ä  -^  U  dargestellt  werden,  wo  Ä 
eine  ganze  algebraische  Funktion  [I  B  1  c,  Nr.  2,  3]  von  n  imd  den 
Elementen,  U  aber  aus  Ausdrücken  zusammengesetzt  ist,  in  denen 
Einheitswurzeln  auftreten;   oder  auch  in  der  Form  Q  =  2^qWq,   wo 

(die  yyWavtf^  Wq  den  Koeffizienten  von  —  in  der  aufsteigenden  Ent- 
wicklung der  auf  alle  primitiven  q^^  Einheitswurzeln  q  bezogenen  Summe 


bedeutet;  Wq  ist  nur  dann  von  Null  verschieden,  wenn  q  in  einem 
oder  mehreren  der  Elemente  aufgeht;  W^  ist  A,  —  Cayley  gab  (Lond. 
Trans.  145,  1856  I  (1855),  p.  127  =  Coli.  Papers  2,  p.  235)  für  diese 
Anzahl,  die  er  P(a,  2), . . .,  {)n  nennt,  einen  andern  Ausdruck  mittels 
seiner  „pirime  drcvHaiorsf^^  ist  nämlich  a,-  =  1,  wenn  i  ^  0  (mod.  a), 
sonst  a,-  =  0,  so  heisst 

{Aqj^ -4i,...,^_i)  clor  a,-  =  J^a,-|-^ia<-i  -| 1-  -ia-iöi-a-f  i 

eine  drculating  function  (J.  Herschel,  Lond.  Trans.  140, 1850 II,  p.  399), 
und  ein  prime  circulalar,  wenn,  so  oft  b  ein  Teiler  von  a  «»  bc, 
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Ai  +  -4*-f  .•  +  Ati^i  -| f-  -4(c_i)6-f.»  =  0 

(fQr  i  =  0,  1,2,  ...,i  — 1). 

Auf  dieselbe  Anzahl  lassen  sich  die  Anzahl  P(0, 1,  2, ... ,  h)^  n ,  wie  oft 
n  aus  m  Gliedern  der  Reihe  0,  1,  2, . . . ,  i  (mit  Wiederholungen)  additiy 

entsteht,   d.  i.  der  Koeffizient  von  a^if*^  in  ,. r-r, r — 7^ r-r, 

sowie   der  Koeffizient   desselben   Gliedes   in  75 r-p. ^ — 7; r- : 

(1  —  £:)  (1  —  ajip)  •  •  (1  —  a?*  £?) 

zurückführen.     Sylvester' %  Ausdruck  lässt  sich   aus  dem,   mittels  des 

Cauchy'schen  R^sidu-Begriffes  [II  B  1]  gewonnenen  Satze:   „Ist  F{x) 

eine  gebrochene  Funktion, 

so   ist  das  Residu  von  ^F(ai  g*)  gleich  dem   konstanten  Teile  Ton 

—  JB{xy\  herzuleiten  und  geht  bei  Benutzung  der  circulating  functions 
in  den  Cayley'schen  über.  Die  Anzahl  Q  ergiebt  sich  auch  aus  dem 
algebraischen  Ausdrucke  der  über  alle  Lösungen  der  Gleichung  (1) 
ausgedehnten  Summe  Safyl^  ...fi  [Sylvester  in  Phil.  Mag.  (4)  16,  1858, 
p.  371]  für  a  =  /5  =  •  •  =  A  =  0.  Vgl.  femer  Glaislier,  British  Assoc. 
Report  1874. 

«7.  Hermes f  Math.  Ann.  47,  1896,  p.  281  betrachtet  eine  Funktion 
Es^t{n)y  welche  die  Anzahl  der  Zerfällungen  einer  Zahl  in  eine  be- 
stimmte Anzahl  Summanden  als  besonderen  Fall  umfasst. 

In  seiner  Dissertation,  Halle  1899,  giebt  H,  Wolff  für  die  Anzahl 
Fft(n)  der  Zerlegungen  einer  ganzen  Zahl  n  in  ft  positive  ganzzahlige 
Summanden  mit  vorgeschriebener  Grössenordnimg  einen  Ausdruck,  der 
sich  als  Summe  von  Produkten  aus  Potenzen  von  n  in  gewisse  Divi- 
sionsreste  von  n  charakterisieren  lässt,  und  zeigt,  wie  hier  die  Koeffi- 
zienten von  -F//(w)  mittels  Bemoulli'scher  Funktionen  [II  A  3,  Nr.  18] 
linear  durch  diejenigen  von  Fiu—i{n)  dargestellt  werden  können. 

Schon  Euter  (Comm.  Ar.  1,  p.  400)  hat  einen  Prozess  (regula  Vir- 

ginum)    angedeutet   zur   Zerfallung    der   hipartite   numbers   (s.  weiter 

unten),    d.   h.  zur   gleichzeitigen   Zerfallimg   zweier   Zahlen  n,  n'  in 

vorgeschriebene   Gruppen  a,  a  ;  6,  6';  . .  .  /,  V   oder  zur  Lösung  des 

Systems 

ax-^-by-] ^lt  =  n, 

^  ^  ax  +  Vy-] \'Vt=n 

in  positiven  ganzen  Zahlen.  Die  Anzahl  der  Lösungen  ist  der  Koeffi- 
zient von  a^y"'  in  der  Entwicklung  des  Produktes 
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Cayley  bestimmte  ihn  (Phil.  Mag.  (4)  16,  1858,  p.  337  =  Coli.  Papers  4, 
p.  166)  för  den  Fall,  dass  — ,  Y'  '  ' '  ^^^^^^^^^  reduzierte  Brüche  sind. 

Sylvester  hat  durch  direkte  Behandlimg  der  Gleichungen  (2)  sowie  all- 
gemeiner eines  Systems  von  beliebig  vielen  solchen  Gleichungen  ge- 
fanden,  dass  deren  Lösung  stets  auf  diejenige  einfacherer  Systeme 
von  einer  normativen  Beschaffenheit,  und  letztere  auf  die  Lösung 
einzelner  Gleichungen  zurückgefiihrt  werden  kann;  doch  hat  er  darüber 
nur  kurze  Angaben  publiziert  (Quart.  J.  1,  1857,  p.  81,  141;  Phil. 
Mag.  (4)  16, 1858,  p.  371  imd  seine  oben  bezeichneten  Outlines).  Auch 
graphische  Methoden  hat  er  angewendet,  um  zu  Sätzen  über  Zerfällung 
Yon  Zahlen,  z.  B.  zu  den  Euler'schen  Sätzen  zu  gelangen;  s.  darüber 
ausser  den  angeführten  Schriften  Par.  C.  R.  96,  1883,  p.  743, 1110. 
Vgl.  auch  die  Bestimmimg  der  Anzahl  ganzzahliger  Lösungen  des  be- 
sonderen Systems  zweier  Gleichimgen: 

^1  +  ^2  H f-  ^n  =  ^;     la^i  +  2a:8  H (-  nXn  =  n 

bei  E.  Sadun,  Ann.  di  mat.  (2)  15,  1887,  p.  209;  femer  David,  J.  de 
math.  (3)  8,  1882,  p.  61;  B.  Pcmey,  N.  Ann.  (3)  4,  1885,  p.  408. 

Bei  den  Zerfällungen  sind  pa/rtitions  und  compositions  zu  unter- 
scheiden, je  nachdem  die  Teile  nur  an  sich  oder  auch  mit  ihrer  Ord- 
nung berücksichtigt  werden.  Mac-Mahon  untersuchte  (Lond.  Trans. 
184A,  1893,  p.  835;  185 A,  1894,  p.  111  und  187 A,  1896,  p.  619) 
die  einen  und  die  andern  bei  mtdtiparttte  numbers  aßy . . .,  d.  h.  bei 
Zahlen,  welche  aus  a  -f-  j8  -|-  y  -|-  •  •  •  Zahlen  bestehen,  von  denen  a 
von  einer  ersten,  ß  von  einer  zweiten  u.  s.  w.  Art  sind  (z.  B.  ist  eine 
m-zifferige  Zahl  m-partite),  und  gab  eine  grössere  Reihe  zugehöriger 
erzeugender  Funktionen.  An  drittgenannter  Stelle  findet  sich  u.  a. 
«der  Satz:  die  Anzahl  der  Zerfallungen  aller  Zahlen  in  höchstens 
q  Teile  ^jp  ist  der  Koeffizient  Ton  a^x^^  in  der  Entwicklung  von 

1 

(1  —  a)  (1  —  X)  (1  —  ax)  (1  —  ax^)  •  •  •  (l  —  ax^ 

und   gleich    dem   Binomialkoeffizienten   (     T    )•     ^^^^   erstgenannte 

Arbeit  behandelt  auch  eine  eigene  Ausdehnung  des  Begriffs  der  Zer- 
fallung; denkt  man  p  Einheiten 

1  1...1 

und  Tc  algebraische  Symbole  (als  deren  eines  auch  das  leere  Feld 
zwischen  zwei  Einheiten  gewählt  werden  darf)  in  die  |>  —  1  Zwischen- 

Enojklop.  d.  in»th.  Wistentoh.    I.  41 
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räume  gestellt;  so  gelten  die  so  entstehenden  Ausdrücke  als  y^om- 
binationen  t**'  Ordnung  für  die  Zahl  p"  für  welche  die  Anzahl  der 
unter  einander  verschiedenen  untersucht  wird.  „Vollkommene  Teilung '' 
einer  Zahl  nennt  Mac  Mahon  (Hess.  (2)  20^  1890^  p.  103)  eine  solche^ 
die  je  eine  Teilung  jeder  kleineren  Zahl  enthalt  (z.  B.  7  =  4+1  +  1  +  1); 
und  giebt  Bestimmungen  ihrer  Anzahl. 

M.  Ä,  Stern  nennt  jede  Summe  verschiedener  Glieder  einer  ge- 
gebenen  Zahlenreihe  eine  „Kombination'^  der  letztem  und  sagt^  n  komme 
unter  diesen  Kombinationen  m-mal  vor,  wenn  m  von  ihnen  ^n 
(mod,p,  p  ungerade  Primzahl).  Im  J.  f.  Math.  61,  1863,  p.  66  (s.  auch 
p.  334)  giebt  er  die  Gesetze  solches  Vorkommens  für  die  Zahlenreihen 

1,2,, ..,p — 1  und  l,2,--,^-5— ;  sowie  für  die  Reihe  der  quadratischen 
Reste  (mod,p). 

2.  Diriohl6t*80h6  Beihen  nnd  Methoden,  GkaTXBS*sehe  Summen. 
Zweitens  ging  Euler  von  einer  Gleichheit  aus,  wie  diese: 

00  

(1)  2  /■(«)  =  IT  [1  +  /(p)  +  /•(!'•)  +  •••] ; 

(p  durchlauft  alle  Primzahlen) 

vorauszusetzen  ist  f(l)  =  1,  f{nn)  =  f(n)'f(n)  für  relativ  prime 
n,  n'  und  dass  die  Reihe  der  absoluten  Betrage  der  f(n)  konvergiert. 

Gilt   die  zweite  Voraussetzung  für  alle  n,  «',  so  ist  I  I    ^^.  >    die 

p 
rechte  Seite  von  (1).     Z.  B.  ist,  wenn   der  reelle  Bestandteil  von  s 

grösser  als  1,  die  „Riemann'sche  Funktion^' 

n^l  **  p      1 

P 

{Euler,  Introd.  in  anal,  infinit.  1,  Kap.  15)^).  Allgemeinere  Beispiele 
betrachtete  P.  Q,  hejeune-DiricUet,  Berl.  Abh.  1837,  p.  45  =  Werke  1, 

p.  313.     Sie  sind  von  der  Form  ^,  -~,   wo  Cn  eine  positive,  mit  n 

unendlich  wachsende  Grösse,  a»  reell  oder  komplex  ist  {Dir iddef  sehe 
Beihen),  sind  für  alle  positive  s  gleichmassig  konvergent  [ü  A  1, 
Nr.  16,  17]    und   stetige   [ü  A  1,  Nr.  9]    Punktionen   von   5,   sobald 


8)  Die  Werte  von  f  (s)  für  »  «=  2,  3,  •  •  • ,  36  s.  bei  A.  M,  Legendre,  Traitä 
des  fonct.  eil.  et  des  int^gr.  Eul^riexmes  2,  Par.  1827/32,  p.  432;  korrekter  und 
bis  s«70  ausgedehnt  bei  T.  J,  SHeltjes,  Acta  math.  10  (1887),  p.  299  [ygl.  auch 
n  A  8,  Fussn.  166  u.  168]. 
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ji^  «»  a^  +  Oj  +  •  •  •  +  ö«    ^^    n  =  oo    endlich;     die     nach    s    ge- 

nommene  Ableitung  ist  — ^^  a„  — j—  und  wieder  für  alle  positive  s 
stetig.     So  folgt  z.  B. 


«=i  < 


OD  OD 


Weitere  Sätze  über  Dirichlet'sche  Reihen  gab  B,  Dedehind% 
A.  Pringsheim^)  sehr  allgemeine  Kriterien  über  ihre  Konvergenz^  in 
denen  jene  mitbegrifPen  sind.  Man  schliesst  daraus  den  für  Dirich- 
lefs  ,/malytische  Methoden'^  fundamentalen  Säte:  Sind  k^,  h^,  ,.,,kn, ... 
solche  positive^  mit  n  unendlich  wachsende  ^  der  Grösse  nach  geordnete 

Werte,  dass,  wenn  T  die  Anzahl  derselben,  die  <  ^  sind,  j  bei  stetig 

OD 

wachsendem  t  eine  Grenze  ©  >  0  hat,   so  konvergiert  S  =^»  TT^ 

für  jedes  positive  q,  und  lim(»/S  ist  o.^^)     Was  schon  Euler  aus  (2) 

für  die  natürliche  Zahlenreihe,  schloss  DiricMet  für  die  arithmetische 
Trogressum  Mx  +  JV,  wo  Jlf,  N  relativ  prim:  dass  sie  unendlich  viele 
Primzahlen  enthalt  ^^).  Auch  jede  eigentlich  primitive  binäre  quadra- 
tische Form,  deren  Determinante  ^  0,  stellt  unendlich  viele,  in  einer 

gegebenen,  den  Charakteren  der  Form  entsprechenden  Progression 
enthaltene  Primzahlen  dar  ^^)  [I C  2,  Nr.  c,  12)].  Den  hierbei  fundamen- 
talen Umstand,  dass   gewisse  Dirichlet'sche  Reihen  nicht  Null  sind, 


9)  Dirichkt^s  Vorles.  üb.  Zahlenth.,  her.  v.  Dedekind,  4.  Aufl.  1894,  Suppl.  IX; 
A.  Pringsheim,  Math.  Ann.  37  (1890),  p.  88,  auch  33  (1888),  p.  119  und  36  (1890), 
p.  297. 

10)  DWichUt,  J.  f.  Math.  19  (1839),  p.  324  u.  21  (1840),  p.  1,  134,  sowie 
ebend.  53  (1867),  p.  130  [»  J.  de  math.  (2)  1,  p.  80]  »  Werke  1,  p.  411;  2, 
p.  195.  Die  Herleitung  eines  wichtigen  Spezialfalles  aus  der  Theorie  der  Mittel- 
werte 8.  bei  E.  Cesaro,  Ann.  di  mat.  (2)  14  (1886),  p.  141  („fonctions  ^num^ra- 
trices")  [s.  Nr.  8]. 

11)  Dirichlet,  Berl.  Abh.  1837,  p.  45  =-  Werke  1,  p.  313.  Legendre's  Ver- 
such (Essai  sur  la  th.  d.  n.  2,  §  9),  diesen  Satz  zu  beweisen,  stützt  sich  auf 
einen  Induktionssatz,  den  A.  Piltz  (Habilitationsschrift,  Jena  1884)  als  falsch 
nachgewiesen  hat.  E.  Wendt  bewies  den  Satz  arithmetisch  für  die  Progression 
Mx+1  (J.  f.  Math.  115  (1895),  p.  85),  DiricMet  bewies  ihn  auch  für  Progres- 
sionen mit  komplexen  Elementen  (Berl.  Abh.  1841,  p.  141  »  Werke  1,  p.  509). 

12)  Dirichlet,  Berl.  Ber.  1840,  p.  49  (5.  März)  (»  J.  f.  Math.  21,  p.  98)  und 
Par.  C.B.  10  (1840),  p.  285  »  Werke  1,  p.  497,  619;  JET.  Weber,  Math.  Ann.  20 
(1882),  p.  301 ;  Am.  Meyer,  J.  f.  Math.  103  (1888),  p.  98. 
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stellte  Dirichlet  durch  das  Reziprozitätsgesetz  und  die  Elassenanzalil 
quadratischer  Formen  fest,  F.  Mertens  durch  elementare  Sätze  über 
Multiplikation  von  Reihen;  dieser  er^nzte  den  Satz  über  die  Pro- 
gression durch  Angabe  von  Grenzen,  zwischen  denen  wenigstens  eine 
ihrer  Primzablen  vorhanden  sein  muss^*). 

Für  DirichlefB  analytische  Behandlung  der  Theorie  der  quadra- 
tischen Formen  ist  Grundlage  eine  zweifache  Abzahlung  der  positiven 
ganzen  Zahlen,  die  durch  ein  System  eigentlich  primitiver  Formen 
ax^'}'2bxy'\-cy^  mit  der  Determinante  D  darstellbar  sind  [I  C  2, 
Nr.  c,  5)].  Ist  T  =  1,4, 2,  jenachdem  D  >  0,  —  1,  <  —  1  ist,  so  ist 
bei  beliebiger  Funktion  F 

%  .  ^f{ni)  F(ni)  =  ^F(ax^  +  2bxy  +  cy')  -j , 

links  durchläuft  m  alle  positiven  ganzen  Zahlen,  rechts  x,  y  in  jeder  der 
Summen  (deren  so  viele  sind  als  Formen  des  Systems)  für  D  <  0 
alle  ganzen  Zahlen,  für  Z)  >  0  alle  diejenigen,  welche  die  betreffende 

Form    positiv    und  0  ^  y  <  j^zThü  ^'^'  U f^Fundamenialauflösung'^  von 

fi — Du*=l  [I  C  2,  Nr.  C,  2)])  machen;  tf{m)  ist  die  Anzahl  aller  so 
hervorgehenden  Darstellungen  von  m  durch  die  Formen  des  Systems  **). 

Die   rein   formale   Beziehung  wird  für  F(m)==:~y   s>l,  zu  einer 

quantitativen,  aus  der  Sätze  folgen,  wie  dieser  (für  Z)  =  —  1  schon 
bei  Jacobiy  J.  f.  Math.  12, 1834,  p.  167  =  Werke  6,  p.  245):  Ist  D  <  0, 
BO  ist  f(n)  für  eine  positive,  zu  2D  prime  Zahl  n  der  Überschuss 

der  Anzahl  der  Teiler  d  von  n,  für  welche  (^]  =  1,  über  die  Anzahl 

derer,  für  welche  (  j )  =  —  1  • 

Die  Bestimmung  der  E^lassenanzahl  stützt  sich  auf  die  Oo/uss'sehen 
Summen  [vgl.  auch  II  A  3,  Nr.  20] : 


»— 1     .  mni 


(nach  Kronecker,  Berl.  Ber.  1880,  p.  686,  G  (— ^-*));   besonders   auf 
die  Beziehungen: 


18)  F.  Mertens,  Wien.  Ber.  104  (1896),  p.  1093,  1169;  J.  f.  Math.  117  (1897), 
p.  169;  Wien.  Ber.  106  (1897),  p.  264. 

14)  Für  quadratische  Formen  ax*  +  ^^V  +  ^y*  erhält  die  Formel  ab- 
weichende Gestalt  und  führt  zu  manchen  Vereinfachungen;  %.  L.  Kronedcer^  Berl. 
Ber.  30./7.  1886,  p.  761;  H.  Weher,  Gott.  Nachr.  1893,  p.  46,  138,  246. 
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9)  (2p;  2«)  =  (1)"  •  (l  +  i  (- 1)"^)  •  f'^      («  >  1), 

(— )* 

y(2p;«)  =  H-V^.g)i'  ", 

wenn  n  prim  zu  2^1,  oder  —  auch  wenn  n  nicht  prim  zu  fi,  wo  dann 
O-OiH- 

»—1 


n>-l  %*ttni  /n  — 1\ « 

^(j)~-+»'»-(£)'*^'- 


4=sl 


Diese  Formel,  bei  welcher  die  Vorzeichenbestimmung  das  Schwie* 
rigste  war,    gab    fOr    » =  p    (ungerade    Primzahl)   JT.  F.  Gauss  ^% 

indem  er   mittels   zweier   eigentümlichen   Reihen  die  Summe   ^^r^^ 

(r  eine|>**  Einheitswurzel)  in  das  Produkt 

(r  —  r-i)  (r»  —  r-»)  •  •  •  (rP-^  —  r-'+«) 

yerwandelte.  F.  J..  Lebesgue^^  erreichte  dasselbe  mittels  elliptischer 
Funktionen,  einfacher  Ä.  Catuihy^'^  und  aus  gleichem  Grundgedanken 
J&onecfccr ").  Diridüet^^)  ermittelte  die  Gauss'schen  Summen  durch 
bestimmte  Integrale.     So  findet  sich  auch 

(I)  <p(sX',  2v)  =  (y^)  •  <p (- 2£v;  X), 

WO  €  -■  i  1,  A,  V  relativ  prim,  ( l/"4r~)  derjenige  Wert  der  Quadrat- 
wurzel, dessen  reeller  Teil  >  0;  oder  nach  Kronecker  ^) 


G 


(7) 


fflr  (f  <=3  — |—  •    Diese  Fonnel  geht  (s.  ebenda)  aus  der  für  a&  •»  » 
gütigen: 


16)  G^au«8,  Gotting.  Comm.  rec.  1  (1811)  =  Werke  2,  p.  9. 

16)  Lehesgue,  J.  d.  math.  5  (1840),  p.  42. 

17)  Cauchy,  ebend.  p.  164  =  Par.  C.  R.  10  (1840),  p.  660  «  Oeuvres  (1)  6, 
p.  162. 

18)  Kr(mecker,  J.  d.  math.  (2)  1  (1866),  p.  392. 

19)  Dirichlet,  J.  f.  Math.  17  (1837),  p.  67  =  Werke  1,  p.  267. 

20)  Kronecker,  Berl.  Ber.  1880,  p.  686 ;  vgl.  Cattchy  a.  a.  0. ,  sowie  in  Bull. 
•00.  phüomat.  1817,  und  Lebesgtie,  a.  a.  0.  p.  186. 
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die  ihrerseits  der  Formel  für  die  lineare  Transformation  der  Theta- 
funktionen  [ü  B  6  a,  Nr.  84]: 

1  +  2c     *  +  2«     *  •  •  • 

entspringt,  durch  einen  Grenzübergang  hervor.  Folgt  so  aus  letzterer 
(I)  und  der  Wert  der  Gauss'schen  Summen,  so  umgekehrt  jene  aus 
(I),  sodass  beide  äquivalent  sind.  CauchtfB  Fundamentalsatz  der  Lehre 
von  der  komplexen  Integration  [II  B  3]  ist  ihre  gemeinsame  Quelle. 
Direkt  hat  Kr&necker^^)  die  Summe  9(2;n)  und  durch  ähnliche  Be- 
trachtungen 6r.  Landsberg  *^)  auch  die  Reziprozitätsgleichung  (I)  aus 
jenem  erhalten.  Die  Vorzeichenbestimmung  leistete  sehr  einfach 
R  Hertens,  Berl.  Ber.  1896,  p.  217;  s.  auch  Wien.  Ber.  103,  1894, 
p.  1005.  Summen,  den  Gauss'schen  analog  aus  trigonometrischen 
Funktionen  gebildet,  drückte  M,  Lerch,  Prag.  Böhm.  Ber.  1897,  durch 
die  Elassenanzahl  quadratischer  Formen  von  negativer  Determinante 
aus  [IC  2,  Nr.  c,  10)]. 

Mittels  solcher  Hilfsc»tze  fand  DirkJUet 

lim  o  y ^ =  —  .  ^^^^ 

l  ' 
/l  Absolutwert  von  Z),  O*  kleinster  positiver  Wert  von  T7=  log  {t  -|-  m]/S) 

für  alle  Lösungen  der  PeU'schen  Gleichung  i^  —  Du*  =  1  [I  C  2, 
Nr.  C,  2)].  Die  Anzahl  der  Klassen  quadratischer  Formen  mit  der 
Determinante  B  ist  demzufolge 


n: 


Durch  Vergleichung  von  H{DQ^  mit  H{D)  folgert  Dirichlet^^  für 
Z)>0,  dass  es  unendlich  viele  positive  Determinanten  mit  gleicher 
Klassenanzahl  giebt  [I C  2,  Nr.  c,  10)].  Man  kann  D  =  +  2^PS*  setzen, 
wo  P  Produkt  ungleicher,  ungerader  Primzahlen,  c  =  0,  1  ist;  R  sei 
Produkt  derjenigen  ungeraden  Primzahlen,  die  in  S,  aber  nicht  in  P 
aufgehen.  Ist  dann  ^  =  +1,  f  =  +  l,  je  nachdem  HhP  ^  1,  3  (mod.4), 
resp.  c  =  0,  1  ist,  so  ist  für  jede  positive  zu  22)  prime  Zahl  n: 


21)  Kronecker,  J.  f.  Math.  105  (1889),  p.  267. 

22)  Landsberg,  abend.  111  (1898),  p.  234.    Vgl.  auch  Lehesgue,  J.  d.  math.  5 
(1840),  p.  42  u.  12  (1847),  p.  497. 

23)  DiricfUet,  Berl.  Ber.  1855,  p.  493;  J.  de  math.  (2)  1  (1866),  p.  76;  ebenda 
p.  80  »»  J.  f.  Math.  58  (1857),  p.  127  »  Werke  2,  p.  183,  189,  195. 
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wenn  n  alle  solche  Zahlen  <  8  PB  durchläuft.  Diese  Sätze  und  Garns' 
Summen  führen  durch  rationale  Integration  [II A  2,  Nr.  26]  oder 
trigonometrische  Reihen  [II  A  8]  zu  endlichen  Ausdrücken  für  H{D) 
von  mannigfachster  Gestalt**)  und,  je  nachdem  D^O,  von  verschie- 
denem Charakter.    Z.  B.  ist 

1)  wenn  Z)  =  —  ^  ^  1  (mod.  4)  ist, 

9 

a,  h  die  zu  P  primen  Zahlen  <  P,  für  welche  (-4]  =  1 ,  (-pj  =  —  1 ; 
oder  auch  H(D)  =  A  —  B,  Ä,  B  ^e  Anzahl  derjenigen  a,  6,  die 
<  y .  Man  folgert  hieraus  ^b  >  ^a,  ^  >  -B  (s.  I  C  1,  Nr.  6).  Nach 
Stern  (J.  d.  math.  5,  1840,  p.  216)  ist 

J7  cotg  ^  =  +  (-  1)^<-^  •  ^,         P  Primzahl  8x  +  7,  3; 

2)  wenn  2)>0,  z.  B.  2)  =  +  P=l (mod.  8),  besteht  ein  Zu- 
sammenhang mit  der  Sjreisteilung.     Ist 


J7(.-e'^)=^Mi^(^,      ,= 


a 
b> 


80  führen'*)  die  ganzen  Zahlen  y=  F(l),  z  =  Z(l)  zur  ,yKreiS' 
teüungsauflösuns/^'  [I  C  4  b,  Nr.  4]  r,  v  der  Gleichung  ^  —  Pu^=  1; 
ist  T,  U  ihre  Fundamentalauflösung  und 

T  +  vyp  =  (T  +  ?7i/p)^ 

80  ist  H{D)  =  (2  —  y)  ö,  y  =  1;  0,  je  nachdem  P  Primzahl  oder 
nicht. 

DiridUet  bestätigte  femer  die  (Jauss'sche  Formel  F(Z))  =   ä^o--i  > 

[isf  Anzahl  der  ungeraden  Primfaktoren  von  D,  <y  =  0,  2  für  D^l 
(mod.  4)  resp.  D  ^  0  (mod.  8),  sonst  6  =  1]  für  die  Anzahl  der 
Klassen  in  jedem  Geschlechte  quadratischer  Formen  von  der  Deter- 
minante D  (J.  l  Math.  19,  1839,  p.  324  =  Werke  1,  p.  411),  KronecJcer 
(Berl.  6er.  1864,  p.  285),  der  diese  Herleitung  modifizierte,  ausserdem 


24)  S.  darüber  ausser  Dii-ichUt'B  Abb.,  J.  f.  Math.  19  u.  21  [s.  Anm.  10], 
und  Dedekmd's  Darstellang  derselben  noch  V.  Schemmd,  Diss.  Breslau  1863, 
sowie  3f.  Lerch,  Bull.  sei.  math.  astr.  (2)  21  (1897),  p.  290. 

26)  BiricMet,  J.  f.  Math.  17  (1837),  p.  286  =  Werke  1,  p.  848. 
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noch,  dass  ^ — Du}=^  1  für  2)>0  unendlich  viele  Auflösungen  habe, 
die  Anzahl  der  Klassen  endlich  sei  und  jede  Klasse  des  Hauptgeschlechts 
durch  Duplikation  [I  C  2,  Nr.  c,  11)]  entstehe. 

DiruMet  hat  seine  Untersuchungen  auch  auf  Formen  mit  kom- 
plexen Elementen  [10  2^  Nr.  C^IS)],  insbesondere  zur  Bestimmung 
ihrer  Klassenanzahl,  ausgedehnt  (Berl.  Her.  1841^  p.  190;  J.  £  Math. 
24,  1842,  p.  291  =  Werke  1,  p.  503,  533).  Für  eine  reelle  Determi- 
nante D  ist  sie  gleich  2^~^  •  S{D)  H{ — Z)),  wo  H  die  Klassenanzahl 
für  Formen  mit  reellen  Elementen  und  x  =  2,  1  ist,  je  nachdem 
^  _  Dm«  =  _  1  reelle  Lösungen  hat  oder  nicht.  S.  eine  Ergänzung 
dazu  bei  P.  Bachmann,  Math.  Ann.  16,  1880,  p.  537,  sowie  desselben 
„die  Theorie  der  komplexen  Zahlen  etc.'*,  Berlin  1867. 

3.  Zahlentheoretisohe  Funktionen.  Unter  den  Funktionen  einer 
Zahl  n  ^=^  p'^p''  p"^"  •  •  •  sind  herrorzuheben: 

die  Anzahl  ihrer  Teiler,    t{n)  =  (a  +  1)  (a'  +  1)  (a"  +  1)  •  •  •, 

(W)   =  ^ — ^ T^~ , 

die  Anzahl  W{n)  ihrer  verschiedenen  Primteiler,  die  Anzahl  2)(n)=«  2*"^*^ 
ihrer  Zerlegungen  in  zwei  relativ  prime  Faktoren,  die  EvHet'sche  Fwifüc- 
tion\lG\,  Nr.  1] 

^(«)  =  n(l-l)(l-^)..., 

die  Funktionen  % (n) ^^^ppp* . . .,  «(w)  «=  ( —  l)^+«'+«"-f  u.  s.  w.  Die 
Funktion  v(n)  [jB.  Cesaro,  Lifege  Soc.  R.  M^m.  (2)  10,  1883,  p.  316]  ist 
0  oder  logj),  je  nachdem  n  aus  mehreren  Primfaktoren  besteht  oder 
Primzahlpotenz  p"  ist;  ft(n)  ist  +  t  oder  0,  je  nachdem  n  aus  un- 
gleichen Primfaktoren  (in  gerader  resp.  ungerader  Anzahl)  besteht  oder 
nicht  {A,  F,  MSbius,  J.  f.  Math.  9,  1832,  p.  105  =  Werke  4,  p.  589, 
F.  Mertetis,  ebend.  77,  1874,  p.  289);  die  auf  alle  Teiler  d  von  n>  1 
erstreckte  Summe  ^fJi{d)  ist  Null.  Der  letztere  Satz  ist  nur  ein 
anderer  Ausdruck  dafür,  dass  im  entwickelten  Produkte  (1  —  p') 
(1  — p')  •  •  •  (1  — p^*))  gleichviel  Glieder  positives  wie  negatives  Vor» 
zeichen  haben. 

Die  zahlentheoretischen  Funktionen  hängen  eng  mit  der  Riemann- 
schen  Funktion  ^(s)  zusammen**).  Da,  wenn  h{n) '^^  ^f(d) g(d), 
dd  =  n  gesetzt  wird. 


26)  S.  22.  LipschUe,  Par.  C.  R.  89  (1879),  p.  986. 
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ist,  findfit  sich 


OD  9D 


oe       ^  eo 


letzteres  wegen  ^d(i  (d)  =  9)  (n).  Andere  Formeln  dieser  Art  gab 
G.  Gantor,  Math.  Ann.  16, 1880,  p.  583  =  Gott.  Nachr.  1880,  p.  161, 
und  Cesäro,  Note  7  seiner  Arbeit  in  Lifege  Soc.  R.  M^m.  (2)  10,  1883, 
p.  1.  Aus  der  letzten  Formel  folgt  die  Beziehung  n  =  ^q)  (d),  welche 
Cantor  (a.  a.  0.)  bedeutend  verallgemeinert  hat.  Eine  andere  Verall- 
gemeinerung derselben  s.  bei  E,  Busche,  Math.  Ann.  31,  1888,  p.  70. 
Dieselbe  Beziehung  führt  zur  Dirichlet'schen  Formel 


die  aus  der  von  E,  Busche: 


^,„.[»]=Ä±i., 


00 


h  s^  1 

in  welcher  fli(x)^=x  —  [x]  ist,  hervorgeht,  wenn  die  ^Zahlen  w,n',.-. 
gleich  1  gewählt  werden*^). 

Zur  Herleitung  von  Beziehungen  zwischen  verschiedenen  Funk- 
tionen dienen  Identitäten  wie  diese: 

1)  Ist  F(x):=^2!nh),  80  istj^-F©  -=2'[f]-/'W- 

Für  die  Fälle  f(h)  =  ^(Ä),  f(h)  imd*  verwandte  Funktionen  gab 
J.  Hacks,  Acta  Math.  9, 1887,  p.  177,  sowie  10, 1887,  p.  1  Umformungen 
von  F{x)  (s.  R,  Lipschitz,  Par.  C.  R.  100,  1885,  p.  845,  besonders 
über  zwei  aus  der  Summe  der  geraden  und  der  der  ungeraden  Teiler 
von  n  gebildete  Funktionen  Ä:(n),  Z(n));  aus  ihnen  folgt  u.  a.  in  den 
genannten  beiden  Fällen: 

Fin)  =  [Vn] ,    F{n)  =  [>/«]  +  \\/^  (mod.  2). 
2)  Ist  ^  (n)  =  2f{^)j    ^  Teiler  von  n,  so  ist 


A»!  Aal  Aa.1 


27)  Dirichkt,  Berl.  Abb.  1849,  p.  69  »  Werke  2,  p.  49;   E.  Busche,  Math. 
Ann.  81  (1888),  p.  70. 
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Ist  ebenfaUs  x(n)=^g{d)>  so  ist^x(d)/*(*)=^<7(d)*(<J),  dd^n, 
eine  Formel,  welche  noch  verallgemeinert  werden  kann  und  zu  einer 
Fülle  besonderer  Sätze  führt  (Cesäro,  Note  2  und  5).  Da^j}(d)=^(n*), 
findet  sich  für  f{x)  ==p(x),  g(x)==fi  (x)  die  Formel  p(n)  =^(i{d)  t  (d^). 
S.  daneben  Hertens  (J.  f  Math.  77,  1874,  p.  292). 

In  einer  grossen  Reihe  von  Artikeln,  meist  unter  dem  Titel  „Sur 
quelques  fonctions  numeriques"  (J.  d.  math.  (2)  von  2,  1857,  an)  gab 
J.  LiouviUe  eine  Menge  solcher  Funktionssätze  an.  Die  einfachsten 
ha1)en  Bezug  auf  die  Zerlegungen  n  =  dö  einer  Zahl,  z.  B.  ((2)  2  p.  141) 

u.  a.     Andere  ((2)  3,  1858,  p.  143)  beziehen  sich  auf  die  Zerlegungen 

2n  =  n'  +  n",    n  =  d*,    n=d'ö\    n"=d"r 

für  ungerade  Zahlen  n,  n',  n"  oder  ((2)  3,  p.  193, 241)  auf  die  Zerlegungen 

2«.n  =  n'+n',    2«  •  n  =  2«'n'+ 2«"n",    u.  s.  w. 

Insoweit  für  die  betrachteten  Funktionen  ({n")  f(n')  =  f{nn')  bei 
relativ  primen  n,  n'  ist,  genügt  es  zun^  Beweise  der  Formeln,  sie 
für  n  =  p«  zu  bestätigen.  Einen  Teil  derselben  bewies  Th,  Pepin 
[J.  d.  Math.  (4)  4,  1888,  p.  83,  sowie  auch  Rom.  N.  Line.  Pont.  A.  37, 
1885,  p.  9].  Aus  ihnen  fliessen  mancherlei  Folgerungen  über  die  An- 
zahl der  Zerlegungen  einer  Zahl  in  die  Summe  von  Quadraten;  J.  de 
math.  (2)  3,  1858,  p.  143  JacobVs  Satz  betr.  diejenigen  von  4»  in 
4  Quadrate;  (2)  4,  1859,  p.  281  G,  Eisensteines  Satz  betr.  diejenigen 
von  n  in  6  Quadrate,  u.  a.  S.  J.  d.  math.  (2)  11,  1866,  p.  1  eine 
Formel  für  die  Anzahl  der  Zerlegungen  von  n  =»  2^  •  m  in  die  Summe 
von  10  Quadraten.  Anschliessend  s.  Buniakawsky,  St.  Pei  Mem.  (7)  4, 
1862,  Nr.  2.  In  N,  Bugaieff's  „th^orie  des  fonctions  dörivees  etc.''  Moscou 
J.  phU.  5,    1871    (s.  BuU.  sei.   math.   astr.    10,  1876,  p.   13)   heisst 

t(n)  =  ^0(d)y  d  Teiler  von  «,  ein  numerisches  Integral ^  6  die 
Derivierte   von    ^.     Er    sucht   u.   a.   Entwicklungen   von    der   Form 

t{n)  =^«<-2;(yV     In  Mosk.  math.  Samml.  13,  1888,  p.  757;    14, 

1888,  p.  1, 169  (s.  Par.  C.  R.  106,  1888,  p.  652;  ebenda  p.  1340  be- 
zügliche Bemerkungen  von  E,  Cesäro)  behandelt  er  besonders  die 
„logarithmisch-diskontinuierliche''  [HAI, Nr.  14] Funktion^fi(d) log d, 
S.  femer  Mosk.  math.  Samml.  17,  1895,  p.  720;   18,  1896,  p.  1. 

ii  (n)  eignet  sich  vorzüglich  zur  Umkehr  von  Summenbeziehungen. 
So  folgt  aus  ^(n)  =  2f(d),  d  Teiler  von  n,  umgekehrt 
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fin)=^(i{d).t(^), 


ein  Satz,  der  von  B.  Dedekind  (J.  f.  Math.  54,  1857,  p.  1,  datiert  vom 
Oktober  1856)  und  X  LwumOe  (J.  de  math.  (2)  2,  März  1857,  p.  110) 
gegeben  worden  ist.    Ist  fdr  jede  ganze  Zahl  n 


F{n)  ^^f(hn), 


00 

■2 


so  folgt  /•(!)  ==^XA)  F(h).    Upschite  (Par.  C.  R.  89,  1879,  p.948, 

OD 

985)  gab  mehrere  solche  Urakehrungen,  z.  B.  aus  T[x]  =^  1  Tr 


00 


M  =  2^MA)^[f]» 


wo  T{n)  =^  t(h),     Ist  femer  für  jeden  Teiler  d  von  P 

Aal 

k 
während  h  alle  Teiler  von  -^  durchläuft,  so  ist  f(l)  =^.  ii(d)F(d). 

d 

So  findet  sich,  wenn  P  ohne  quadratische  Teiler,  die  Anzahl  der 
Zahlen  <  rr,  welche  prim  zu  P,  gleich  ^V  fi (d) j-j  1- *^)    Die  Anzahl 

der  Primzahlen  >y7  und  ^,  bestinun;  sich  durch  eine  ähnUche 
Formel '^);  hierhin  gehören  auch  Sätze  von  CesärOy  E,  Catcdan  u.  A.  ^). 
Aus  anderen  Identitäten,  in  welche  der  grosste  gemeinsame  Teiler 
(n :  h)  oder  das  kleinste  gemeinsame  Vielfache  (n ;  k)  zweier  Zahlen 
n,  k  eingeht,  schliesst  Cesäro  (a.  a.  0.,  Note  8)  Sätze,  wie  die  fol- 
genden: Die  Summe  (Anzahl)  der  Teiler,  welche  n  und  den  Zahlen 
1,  2,  3, . . . ,  n  der  Reihe  nach  gemeinsam  sind,  ist  gleich  der  n-maligen 
Anzahl  (der  Summe)  der  Teiler  von  n;  sowie  Liouvüle^Q  Formel  (Par. 
C.  R.  44,  1857,  p.  753,   s.  auch  J.  Bind,  ebend.  32,  1851,  p.  918): 

lm_|_  2«  -j 1-  n"*=«^  (^Yfp^(ß'^^  cl  Teiler  von  n,  wo  g>m(dl) 

Summe  der  m^°  Potenzen  der  zu  d  primen  Zahlen  <  d.    Die  Funktion 


28)  S.  die  Eronecker'Bche  Formel  und  ihre  Verallgemeinertuig  bei  K.  Zeig- 
mandy,  J.  f.  Math.  111  (1898),  p.  344. 

29)  E,  de  Janquüres  und  LipBchite,  Par.  C.  ß.  95  (1882),  p.  1144, 1843, 1344 
und  96  (1888),  p.  68,  114,  231,  327,  auch  Sylvester  ebenda  p.  463. 

30)  Liöge  M^m.  (2)  10  (1883),  p.  285. 
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q>n  (n)  ist  von  A,  Thacker  bestimmt  worden  (J.  f.  Math.  40, 1850,  p.  89); 
danach  ist^  (- l)''<'^j(^  ^W  _  ^ . 

Eine  sehr  umfassende  Umkehrung  von  Reihen  giebt  Cesä/ro  (Ann. 
di  mat.  (2)  14,  1886,  p.  141.^^)  Ist  Sl  ein  gegebenes  Gebiet  ganzer 
Zahlen,   so    heisst  Sl{x)   eine  „fondion  indicairicef'   desselben,    wenn 

£l(x)  =^  1  oder  0,  je  nachdem  x  eine  Zahl   aus  £1   ist   oder   nicht, 

[*] 

^,  £l(h)  heisst  eine  ,/onction  enumerairicef*.    Für  Sl(x)Sl(y)  =  Sl{xy) 

Aal 

bildet  £1  eine  j^gescMossenef'  Gruppe,  d.  h.  Sl  enthält  ausschliesslich 
die  Produkte  je  zweier  in  £1  enthaltenen  Zahlen.     Ist  danit,  während 

«a  (Sfi  (X))  =  Bß  (€a  (x))  =  €aß  (x) 

ist,  F(x)  =  2h{cal)f(6toix)),  über  alle  Zahlen  cd  Yon  Sl  summiert,  so 

ist  f{x)  =2H((o)F(€u>{x)),  wenn^A(d)J(d)  — jj  für  dd  =  H^l. 

Das  erste  Beispiel  dieses  Satzes  gab  Ä.  F.  MobitAS  (J.  f.  Math.  9,  1832, 
p.  105  =  Werke  4,  p.  589). 

Mertens  (Wien.  Ber.  106,  1897,  p.  761;  s.  dazu  BoMtA.  v.  Siemeek 

n 

ebenda  p.  835)   untersucht   tf(n)  '^'^  f^(%)   und   zieht   aus  dem  be- 

obachteten^  doch  unerwiesenen  Gesetze  |(y(n)|<'|/n  manche  asymp- 
totische Folgerungen,  auch  Schlüsse  bez.  der  Primzahlmenge,  des  Ver- 
schwindens  der  Funktion  i(s)  u.  a. 

Die  Anzahl  ^  (a,  ß),  %  (a,  /J)  der  Teiler  von  a,  welche  >  resp.  ^  ß 
sind,  hat  Jlf.  Lerch  untersucht  ^*);  unter  anderen  Sätzen  gab  er  (a. 
letzt.  0.)  die  Formeln 

[^]        [=?] 

^t(m  —  an,  cL)=^x{m  —  an,  n), 

m — 1  rn 

y,  ^(m  —  a,  a)  «=«  w,    ^^  ^(w  +  a,  «)  =  2m, 

die  vorletzte  bereits  am  erstem  Orte  oder  Par.  C.  R.  106,  1888,  p.  186, 
Bull.  sei.  math.  astr.  (2)  12,  1888,  p.  100, 121  mittels  einer  analytischen 
Formel,  deren  Verallgemeinerung  J.  Schröder  (Hamb.  Mitt.  3, 1894,  p.  177, 
s.  dazu  ebend.  1897,  p.302)  zu  Sätzen  über  die  Anzahl  ^«^u-f  «(♦»  — an,a) 


31)  Speziellere  Sätze  gleicher  Art  b.  ebend.  (2)  13  (1886),  p.  339. 
82)  S.  u.  a.  Lerch,  Prag.  Böhm.  Ber.  1887,  p.  683  u.  1894,  sor  quelques  thto- 
rämes  d'arithmätique. 
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derjenigen  Teiler  von  m — a«,  die  >  a  und  deren  Eomplementarteiler  von 
der  Form  «ft  +  ^  sind,  geführt  hat.  S.  dazu  Lerch  (Prag.  Böhm.  Ber.  1894) 
^^Bemerkungen  über  eine  Klasse  arithmetischer  Lehrsätze"  und  „Über 

m  — 1 

eine  arithmetische  Relation".    Nach  Ch,  ZeUer^^)  ist  ^,  a^(w  —  a,  «) 

die  Summe  der  Reste,  welche  die  Teilung  von  m  durch  die  kleineren 
Zahlen  lässt. 

Zu  dieser  Nr.  und  zu  Nr.  6  s.  die  Arbeiten  L.  Qegenhauer's  in 
den  Denkschr.  und  den  Ber.  der  Wien.  Ak.,  insbesondere  in  den 
Bdd.  49S  1885,  p.  1,  37;  49^  1885,  p.  105  und  50^  1886,  p.  153  der 
ersteren.  Aus  der  Flut  der  angegebenen  Resultate  seien  einige  Bei- 
spiele hervorgehoben.  Ist  ^(n)  =  0,  wenn  n  durch  eine  r**  Potenz 
teilbar  ist,  sonst  -(~  1;  ^^  ^^^ 

d.  i.  die  Anzahl  €Lr{n)  der  Zahlen  ^  w,  die  durch  keine  f**  Potenz  auf- 
gehen; hier  gilt  Bugaieff's  Formel  (Par.  C.  R.  74,  1872,  p.  449;  s. 
dazu  Hacks,  Acta  maih.  14, 1891,  p.  329,  wo  die  Formel  benutzt  wird, 
zu  zeigen,  dass  es  unendlich  viel  Primzahlen  giebt): 

U.  a.  wird  auch  die  Formel  (Cesaro)  gegeben: 

Das  arithmetische  Mittel  der  Anzahlen  derjenigen  Teiler  der  Zahlen 
1  bis  «,  welche  ^  [j/n]  (>  []/«]),  ist  asymptotisch  [Nr.  6]  y  logw+y 

(resp.  y  —  1),  y  Euler'sche  Eonstante  [II A3,  Nr.  18];  ist  n  kein 
Quadrat,  so  ist  die  Anzahl  der  Teiler  von  w,  die  <  ["|/n]  (>  ["j/w  ]),  gleich 
Y(logn  +  2y  +  1  resp.  —  1).    Im  Mittel  ist  die  Summe  der  rezi- 

i>roken  quadratischen  Teiler  einer  Zahl  — ,  die  Summe  der  1.,  3.,  5. 
Potenzen  der  ungeraden  Teiler  "ö-'  Se  ^'  C^^**^)  ää^y  ^®^  Überschuss 


83)  S.  letztgenannt«  Stelle. 
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der  Anzahl  der  Teiler  45+1  über  die  Anzahl  der  Teiler  45+3 
gleich  Y ,  die  Anzahl  der  Darstellungen  durch  rr*  +  y*  gleich  n, 

4.  Die  Funktion  [pö]  [I  G  1,  Nr.  1].  Ist  keiner  der  positiven 
Werte  x^  2x,  3x,..,nx  ganzzahlig,  so  ist  nach  Gauss  (öotting.  Gomm. 
16,  1808  —  Werke  2,  p.  1) 

n  V 

(1)  2'M+2'rr]  =  »'''  "  =  [»*], 

Aal  k^l 

insbesondere  f&r  positive  ungerade  relative  Primzahlen  p,  q 

9-1  P-1 

Allgemeiner    ist    (Gotting.  Comm.  rec.  4,  1818  =  Werke  2,  p.  47) 

9>(a,  6)  +  q>(b,  a)  =  [y]  •  [y],  wenn  9>(a,  6)  =2[— ],  «;  ^  posi- 

tive  relative  Primzahlen.  In  anderer  Richtung  ist  (2)  von  Zdler  ver- 
allgemeinert in  einer  Note,  die  noch  weitere  Satze  über  [x],  ähnlich 
solchen  von  Buniakawsky,  enthalt  **).    Nach  Ch.  Hermite  ist  ftlr  «  >  0, 


ft=l: 


n— 1 
A=»0 


\x'\ — T  =[wrr];^^)   dies   ist   in   einem  von  Stern  (J.  f. 


Math.  102,  1888,  p.  9)  bewiesenen  Satze  begriffen;  die  Formel  gilt  aber 
auch  für  positive  ganze  A:,  wenn  0<a:<l  {Catalany  Brux.  M^m. 
46,  1886,  p.  14).     Stern  bestimmte  (Acta  math.  8,  1886,  p.  93)  auch 

n--l  I»— 1 

^,  ( —  1)*  •  jx  -| — 1 ,  ^^  A  •  fa: -| — J •    Ist  d  der  grösste  gemeinsame 

Teiler  der  positiven  ganzen  Zahlen  a,  6,  so  ist  nach  ihm  (J.  f.  Math. 
102,  1888,  p.  12) 


34)  Zeller  in  Gott.  Nachr.  1879,  p.  243 ;  F.  BvmiakwDsky,  St.  P^t.  Bull.  28 
(1883),  p.  257,  411  und  29  (1883),  p.  260;  Par.  C.  R.  94  (1883),  p.  1469;  St.  P^t. 
M^anges  1884,  art.  3,  p.  169. 

36)  In  Acta  math.  10  (1887),  p.  53  g^ebt  Stern  einige  damit   zusammen- 

hängende,  zum  Teil  Hennite'Bche  Beziehungen  für  die  Funktion  *•  ''   *-  •'  • 


2 
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eine  Formel,  aus  der  Hacks  (Acta  math.  17,  1893,  p.  205)  för  Prim- 
zahlen charakteristische  Beziehungen  entnahm.  Mit  ihr  finden  sich 
(s.  auch  Cesaro,  N.  Ann.  (3)  4,  1885,  p.  560;  Busdie,  Über  eine  Beweis- 
methode in  der  Zahlentheorie,  Diss.  Gott.  1883)  Formeln,  wie  diese: 


A=0  *==0 


Nach  Hacks  (Acta  math.  12,  1888,  p.  109)  und  Busche  a.  a.  0. 
ist  für  positive  ungerade  relative  Primzahlen  p,  q 


im  Zusammenhang  damit  stehen  Resultate,  welche  Stern  (J.  f.  Math.  106, 
1890,  p.  337;  vgl.  Kronecker  ebenda  p.  346)  abgeleitet  hat.  Dieser 
untersuchte  auch  (J.  f.  Math.  59,  1861,  p.  146)  die  Reste  der  Reihe 

iTr  iFr  "  1^ — b~\  (°^^^'  ^)  ^^^  ^^^^  ^'  *v  ^8  ^  ^®^  Reihe 

[^] ,  [^] ,  . . .  1^^.=^] ,  faUs  p,  q  positive  ungemle  relative  Prim- 

zahlen,  ebensoviel  Zahlen  4h  -{-  l  sls  4h  -}-  2  sind. 

Eine  systematische  Herleitung  solcher  Formeln  über  Summen 
grosster  Ganzen  gab  Hacks  (Acta  math.  10,  1887,  p.  1).  Zur  Grund- 
lage dient  Birichlef^^^)  allgemeine  Transformationsgleichung 

y  [t(k)]f{k)  =  qF[W{q)]  -pF[V{p)]  +  y  F[W(k)], 

in  welcher  F(x)  =^^  f(F)f  t{^)  die  Umkehrung  der  positiven,  ein- 

deutigen  Funktion  ^(x)  ist,  die  abnimmt,  wenn  x  von  der  positiven 
ganzen  Zahl  q  bis  zu  der  positiven  ganzen  Zahl  p  wächst.  Die  für 
ein  positives  x  aus  ihr  folgende,  neuerdings  als  „Hermite'sche'^  bezeich- 
nete Gleichung'^ 


36)  DirichUt,  Berl.  Ber.  1861,  p.  20  -=  Werke  2,  p.  97. 

S7)  DirichUt,  Berl.  Abb.  1849,   p.  69  »  Werke  2,  p.  49.    Eine   Ausdeh- 

nung  dieser  ^Formel   auf  die  Summe ^^  l-r-J    s.  bei  SchräätTy  Hamb.  Mitt.  3 
(1895),  p.  219.  " 


^ 
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wurde  direkt  von  Hermite  (Acta  math.  2, 1883,  p.  299) ,  auch  von  Cesäro 
(Par.  C.  R.  96,  1883,  p.  1029)  bewiesen^«);  R  LipscUtz  gab  (Acta 
math.  2,  1883,  p.  301)  ihre  Ausdehnung  auf  die  Funktion  UQc)^  Anzahl 
aller  Teiler  von  Ä,  welche  s**  Potenzen  sind.  Wächst  ^(x),  statt 
abzunehmen,  so  gilt  statt  der  Dirichlet'schen  Formel  eine  andere, 
welche  J.  Hacks  giebt*®).    Aus  diesen  Orundformeln  leitete  Hacks  für 


n 


die  summatorischen  Funktionen  ^  f  (Ä),  ^  /  (A)  u.  a.  Umformungen 

her,  die  schon  Dirichlet  oder  Lipschitz  gaben,  sowie  neben  der  Oauss- 
schen  Formel  (1)  die  Zeller'schen  und  andere,  meist  von  Buniakowsky 
gegebene  Beziehimgen.     Für  positives  A  und  positive  ganze  p,  q  ist 

2'[^]  +  2'[-V]-MM  +  ^. 

WO  L  die  Anzahl,  wie  oft  px,  qx  gleichzeitig  ganzzahlig  sind,  wenn 
^  >  0  bis  X  mchst.  Sylvester  gab  einen  besondem  Fall  (Par.  C.  R. 
50,  1860,  p.  732),  aus  dem  er  das  ReziproziiÄtsgesetz  [I  C  1,  Nr.  6] 
folgerte;  diese  spezielle  Formel  gab  auch  Stern  auf  Grund  der  Formel  (1) 
J.  f.  Math.  59,  1861,  p.  146  und  zog  daraus  eine  Reihe  von  Folgerungen. 
Z.  B.  ist  {Sylvester,  a.  a.  0.): 

u{q-l)  t«(p— 1) 

J[y']+I:[^]-"'""j^"""> 

wenn  p,  q  positive  relative  Primzahlen  und , ganzzahlig, 

u'^m  sind.  Für  t«  ==  1  gab  diese  Formel  schon  G.  Eisenstein  (J.  f. 
Math.  27,  1844,  p.  281).  Für  positive  Zahlen  m,  n  mit  dem  grössten 
gemeinsamen  Teuer  d  ist 


m+zm-mm+m 


88)  S.  auch  Busche,  J.  f.  Math.  100  (1887),  p.  459;  Hamb.  Mitt.  3  (1894), 
p.  167  und  Schröder  an  letzterer  Stelle  p.  186;  ygl.  hierzu  H.  Ahlbam,  Progr. 
Hamburg  1881. 

39)  Eine  noch  allgemeinere  Transformationsformel  ähnlicher  Art  gab  Busche, 
J.  f.  Math.  103  (1888),  p.  118;  er  benutzte  sie  vornehmlich  zum  Beweise  des 
Reziprozitätsgesetzes  und  in  einer  andern  Arbeit  (J.  f.  Math.  110  [1892],  p.  388), 
in  der  er  [x]  för  komplexes  x  definiert. 


4.  Die  Funktion  [x].  667 

Für  poBitire  Primzahlen  i?  «=  4«  -|-  1  ist 

Im  J.  f.  Math.  106;  1890,  p.  65  bestimmte  Busche  die  sogemmnten 
„Veränderungen^^  der  auch  fQr  negative  p,  q  definierten  Gauss'schen 
Funktion  q>(jp,  q)  fQr  ganzzahlige  A: 

9(P  +  ^^>  Q)  —  90;  Q)f     90;  Q  +  ^P)  —  90;  «)• 

Haben  zwei  Funktionen  Fi(jp,q),  -FsCP;^)  dieselben  Veränderungen 
und  ist  F^(jp,p)  =  F2(p,p)  für  alle  ganzzahligen  p,  so  sind  die  Funk- 
tionen für  alle  ganzzahligen  p,  q  identisch.     Hiemach  lassen  sich 

-FO;  ^)  =  90;  Q)  +  9(?;1>);     fiP,  O)  =  90;  (Z)  —  9(&1>) 

finden;  man  hat  F(p,  g)  =^  .  i^  _  !?E:^  .  ?^^  d.  i. 

das  Reziprozitätsgesetz  [I  C  1,  Nr.  6].    Die  Differenz  f{p,  q)  —  ^  T  ^ 

kann  keine  rationale  Funktion  von  p,  q  sein;  sie  bestimmt  sich  aus 
dem  Euklidischen   Algorithmus  [I  G  1  ^  Nr.  3]  für  p,  q    mittels   einer 

Formel^    die  g){Pf  q)  und  somit   das   Legendre'sche  Symbol  i^j  zu 

berechnen  yerstattet.  —  Im  J.  f.  Math.  100^  1887,  p.  459  teilte  Busche 
eine  andere,  sehr  umfassende  Transformationsformel  mit  (s.  dazu 
Hamb.  Mitt.  3,  1896,  p.  234)  bezüglich  auf  diejenigen  Teiler  dm  der 
natürlichen  Zahlen  m,  für  welche,  während  f(x)  eine  wachsende  Funk- 
tion ist,  f{m)  "^Sm^a.    Unter  ihren  mannigfachen  Folgerungen  sind 

zwei:  eine  neue  Fassung  des  Oauss'schen  Lemma  (— J  •=»  ( —  ly  (ygl. 

J.  f.  Math.  103,  1888,  p.  125),  sowie  eine  Formel  für  die  Gesamtzahl 
der  Klassen  quadratischer  Formen  mit  den  Determinanten  —  1, 
—  2,  •  •  • ,  —  n   besonders   bemerkenswert. 

Eisenstein  (J.  f.  Math.  27,  1844,  p.  281)  gab  trigonometrische  Aus- 

drücke  für  [—],  ^  ijf    ^^    ^®^   kleinsten  Rest  von  p(mod.  3), 

sowie  für  den  Exponenten  /t  im  Gauss'schen  Lemma;  Stern  (J.  f. 
Math.  59,  1861,  p.  146)  und  P.  Tardy  (Ann.  di  mat.  (2)  3,  1869/70, 
p.  331)  Beweise  derselben;  ähnliche  Sätze  Matth.  Schaar  und  A,  Genocchi 
(Bruz.  M^m.  cour.  say.  etr.  23,  1850  resp.  25,  1854;  vgl.  noch  Schaar 
in  Brux.  M^m.  24  und  25, 1850);  eine  Reihenentwicklung  für  [x]  mittels 
trigonometrischer  Funktionen  A.  Fringsheim,  Math.  Ann.  26, 1886,  p.  193. 

JEneyklop.  d.  auifh.  WiiMssoh.    I.  42 
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Reihenentwicklungen  anderer  Funktionen,  z.  B.  yon  fp(n),  gab  F.  Boget^ 
Prag.  Böhm.  Ber.  1897. 

6.  Assrmptotisohe  Ausdrücke  sählentheoretiBoher  Funktionen. 
Die  Anaabl  der  Primzahlen.  if(n)  heisst  ein  asymptotischer  Aus- 
druck yon  f(n)f  wenn  1)    lim  {f{n)  —  ^(n))  =  0,   allgemeiner^  wenn 

2)  lim  ^~Y  "^  1  •  ^^  ^®  Anzahl  n{x)  der  Primzahlen  ^  x  gab 
Legendre  den  folgenden*®): 

^(^)  "^  logÄ  —  1,08366  • 

P.  Tsch^scheff  zeigte  aber,  dass  |=j-t  —  loga;  für  a;  =  oo  keine  von  —  1 
yerschiedene  Eonstante  sein  könne;  richtiger  sei,  obwohl  innerhalb  der  drei 

ersten  Millionen  weniger  genau,  i7(a?)=2ii(a?)  [11  A3,  Nr.l4]*=  /  p^  •*^) 

Sind  T  (x),  0  (x)  die  Summe  der  natürlichen  Logarithmen  aUer  Zahlen  resp. 
der  Primzahlen  ^  x,  und  ^(a:)  =  ^,  ö  U*A  so  ißt  T(a?)  =^^  (—)•**) 

Mittels  S/fWfw^'s  Formel  [I A  3,  Nr.  88,  Anm.  272;  H  A  3,  Nr.  12f.] 
finden  sich  daraus  Grenzen  für  T(x),  tl^(x),  0(x)  sowie  für  die  Prim- 
zahlmenge in  gegebenem  Interyalle,  doch  lässt  sich  ihnen  kein  Aus- 
druck der  letzteren  entnehmen.  B,  Riemann  zuerst  stellte  solchea 
auf*«).    Es  ist 


2  8n 

(2^ 


5(1  - «)  =  ,-£r.  •  «>8  ^  • -f  (s)  e(«) 


oder  ^(s)rl~jst    ^  bleibt  ungeändert  bei   Vertauschung  yon  s  mit 
1  —  s:   eine,   nebst  ähnlichen  für  andere  Funktionen   von    0.   Sddö- 

müch  gegebenen,  in  einer  von  B.  lApschite  für  die  Reihe    y^ r-^ 

«  =  —  od'        •  ' 

40)  Legendre^  Th.  d.  n.,  4.  Hauptteil  §  8;  vgl.  A.  Genocchi,  Ann.  di  mat.  3 
(1860),  p.  52 ;  S.  M.  Brach,  Phü.  Mag.  (3)  24  (1844),  p.  192. 

41)  J.  d.  math.  17  (1862),  p.  341.  Legendre*B  Ansdrack  gab  auch  DiriMet 
[Berl.  Ber.  1838,  p.  18;  J.  f.  Math.  18  (1838),  p.  269  =:  Werke  1,  p.  361,  357], 
während  Gaiiss,  der  nach  Benj.  Chldsehmidffi  Zählungen  ähnliches  bemerkte  (Brief 
an  J.  F.  Encke,  Werke  2,  p.  444),  wie  Tschebyscheff,  den  Wert  L%(x). 

42)  Eine  Verallgemeinerung  dieser  Beziehung  s.  b.  Cesäro,  N.  Ann.  (3)  4 
(1884),  p.  418.    S.  auch  C,  de  Polignac,  Par.  C.  R.  49  (1869),  p.  360. 

43)  Biemann's  Werke,  Leipzig,  1.  Aufl.  1876,  p.  136,  2.  Aufl.  1892,  p.  146. 
Eine  Bearbeitung  der  bez.  Abhandlung  s.  bei  W,  Scheibner,  Zeitschr.  Math.Phys. 
6  (1860),  p.  283 
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gefundenen  Transformationsformel  enthaltene  Beziehung^^).  In  An- 
wendung der  letztem  auf  die  yon  Dirichlet  bei  der  arithmetischen 
Progression    angewandten   Reihen    folgt    immlich    eine   Formel;    die 

00 

Ä.  Hwn/oüz^)  för  die  besondere  Reihe  ^V  (— j    —  gab,  und  aus  ihr 

f&r  D  s=  1  die  obige  Riemann'sche.  —  Setzt  man  nun,  je  nachdem 
X  Primzahl  ist  oder  nicht, 

j.(^)  _  nix  +  0)  +  ii(»  -  0)  ^^^  _  jj^^^ 

und  f(x)  =  ^j  —  F\x^)  ,  so  gelten  die  reziproken  Beziehungen 

1  a  —  coi 

(a  >  1).     Für  s  =  -i-  +  *»  a^®r  wird 


2 


t{s)r(±)«  «=|(0 


eine  gerade  Funktion  von  t,  yon  der  Biemomn  ohne  ausreichende  Be- 
gründung sagt:  1)  sind  a^  die  der  Grösse  nach  geordneten  unendlich 
Yi^len-  Wurzeln  von  g(^)  =«  0,  deren  reeller  Teil  >  0,  so  ist 


l(0  =  l(0)-J7(i-f.); 


2)  es  giebt  annähernd  —  flog  r 1  j  Wurzeln,  deren  reeller  Teil 

zwischen  0  und  T,  3)  alle  Wurzeln  sind  (wahrscheinlich)  reell.     Aus 
1)  schliesst  er  die  (im  ersten  Teile  rechts  berichtigte)  Formel 


+h 


a 

dx 


l)a;loga; 


Biemann*s  Untersuchung  ist  durch  mehrere  neuere  Arbeiten  über  ganze 

OD 

analytische  Funktionen  [II B  1]  /*  (jer)  =  ^  o»»  x^  ergänzt  worden.  J,  Hadu- 

m=iO 

44)  ScMämilch,  Zeitschr.  Math.  Phys.  8  (1868),  p.  130  und  23  (1878),  p.  136; 
Lipachitz,  J.  f.  Math.  64  (1857),  p.  313;  105  (1889),  p.  127;  vgl.  hierzu  Lerch, 
Acta  math.  11.(1887/88),  p.  19. 

45)  Ä,  Hwrmte,  Zeitschr.  Math.  Phys.  27  (1882),  p.  86. 

42* 
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ma/rd^^  hat  deren  Eigenschaften  aus  dem  Verhalten  ihrer  Entwick- 
lungskoeffizienten Om  zu  ermitteln  yersucht.  Seine  wesentlichsten  Re- 
sultate finden  sich  bei  H,  v.  Schaper^)  systematisch  und  mit  Verein- 
fachungen, die  u.  a.  durch  einen  Satz  Ton  E,  Schou  und  durch  Arbeiten 
von  E,  Bord  bewirkt  werden,  speziell  für  ,^adafnard*sche^',  d.  i.  solche 
Funktionen  f(g)  hergeleitet,  bei  denen  eine  Zahl  a  (ihre  „Ordnung^ 
existiert,  der  Art,   dass  bei  beliebig  klein  gegebenem  d  für  alle  nt, 

die  grösser  als  eine  entsprechende  Zahl  ma  sind,  |  o^  |  <  — ^^3^,  während 
es  beliebig  grosse  m  giebt,  für  welche  |a,»|> ^^  ist;   dies  sind 

zugleich   die  Funktionen  f(jB)  „vom  Typus  ^"",   bei   welchen  \f{js)\ 

7+«»  .       . 

<  e'"        fOr  hinreichend  grosse  r=|ir{,   ausserhalb  jedes  noch  so 

grossen   Kreises   aber   Punkte  z  vorhanden   sind,   für  welche  \fie)\ 

>  e^"  Denkt  man  eine  solche  Funktion  in  der  Weierstrass'achen 

Prodoktform  [11  Bl]: 

_  JA 

in  welcher  e^  die  der  Gh'össe  r,  nach  geordneten  Nullpunkte  yon  /*(ir), 
P{g)  ein  Polynom  vom  Gfrade  P, 

«(t)-K+ia)"+-+ia)' 

und  E^  P  die  kleinste  positive  ganze  Zahl  ist,  für  welche ^     ^ .  ^ 

konvergiert,  so  heisst  E  nach  Edm.  Laguerre  (Par.  C.  R.  94,  1882, 
p.  160,  035;  95,  1882,  p.  828  =  Oeuvres  1,  p.  167,  171, 174)  „das  Ge- 
schlecht", nach  V.  Schaper  „die  Höhe"  von  f(z).  Zwischen  E  imd  a 
bezw.  dem  „Konvergenzexponenten"  (nach  Borel  „ordre  reel")  q,  für 

welchen  ^^-      .^  bei  beliebig  kleinem  ö  konvergiert  resp.  divergiert, 

besteht  ein  enger  Zusammenhang.  U.  a.  ist  für  Hadamard'sche  Funk- 
tionen ohne  Nullstellen  oder  mit  einer  endlichen  Anzahl  von  solchen 

E  =  -^]  wenn  sie  von  der  Form  JJ{e)  sind,  so  ist  (»  —  — ,  und  wenn 


46)  /.  Hadamard,  J.  de  math.  (4)  9  (1898),  p.  171;  H,  v.Schaper,  Dias.  GOtt. 
1898;  E.  Schou,  Par.  C.  R.  126  (1897),  p.  768,  764;  E,  Borel,  Acta  Math.  20 
(1896/97),  p.  867. 
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(fthr  nicht  gaazzahliges  q)  E  ihre  Höhe;  so  ist  JJ(jb)  vom  Typus  er , 
wo  JP  <  p  <:  JB  +  1,  also 


liin|a^|.(m!)'^Ti  =  0, 

,;Poiiicare*scher  Satz''  (Par.  Soc.  M.  Bull.  Ig83,  p.  186); 

umgekehrt  ist  die  Höhe  jB  =  JB((»),   wenn  JI(e)  vom  Typus  er .  — 

In  Anwendung  seiner  Sätze  auf  die  Biemann'sche  Funktion  l(t)  hat 
Hadamard  (a.  a.  0.)  nachgewiesen^  dass  das  Geschlecht  dieser  Funktion, 
wenn  sie  als  eine  solche  von  i^  aufgefasst  wird,  Null  ist;  daraus  folgt 

die   Biemann*sche   These  1);    femer,   dass    — g —   für   x  =  oo 

zwischen  •=-=^  und  -r-,    womit  2)   stimmt.     Genauer    ist    nach  H.  v, 

Mangddt  (J.  f  Math.  114,  1895,  p.  255;  Auszug  in  Berl.  Ber.  1894, 
p.  883)  die  Menge  deijenigen  Wurzeln,  deren  reeller  Teil  zwischen  0 
und  T,  Null  für  T^  12,  für  T  >  12  ihre  Abweichung  von  Riemann's 
Ausdruck  abs.  <  0,34  (log  T)»  +  1,35  logT  +  2,58 .    Für  die  Funktion 

(ß  'wmm  \fi^  je  nachdem  x  Primzahlpotenz  oder  nicht)  gilt  eine  für 
reelle  o;  >  1  konvergente  Reihenentwicklung;  setzt  man  aber,  je  nach- 
dem X  keine  oder  eine  Primzahlpotenz  ist, 

SO  ist  f(x^r)  ma,  -^Ja(xj  ^)drf  f{x,  ö)^=^f(x)   [p.  659  obenl   und 

H,  V,  Mangoldfs  Sätze  fahren  zur  Biemann'schen  Formel  und  zur 
Einsicht,  dass  sie,  nach  den  wachsenden  Wurzeln  geordnet,  konver- 
giert. Schon  vor  Jenem  gab  Ä.  Pütss^'^)  durch  ähnliche  Betrachtungen, 
doch  weniger  überzeugend,  eine  Herleitung  der  Biemann'schen  Formel 
und  Fingerzeige  für  allgemeinere  Fragen.     Sein  Prinzip,  dass 


n 


9 

1  **  ml 


ist,  wenn  für  alle  5,  deren  reeller  Teil  eine  bestimmte  Zahl  übertrifft, 

OD 


1  ^  ml 


47)  Ä.  Piltz,  Über  die  H&ufigkeit  der  Primzahlen  a.  ■.  w.,  Jena  1884. 


1 

j 
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gesetzt  werden  kann,  benutzte  J?.iy!st/far^^)  zur  Bestimmung  der  mittleren 
Klassenanzahl  quadratischer  Formen,  sowie  zum  Nachweise,  dass  bis 

auf  Grössen  der  Ordnung  Yn    die    Summe  ^  t{h)    gleich    nlogn 

+  (2y  —  l)n  ist  (s.  u.  „mittlere  Werte"  Nr.  6). 
Aus  JBiematm's  Formel  folgt  endlich 

oder  bei  Vernachlässigung  der  periodischen  Glieder 

übereinstimmend  mit  Goldschmidfu  Zählungen/  Setzt  man  F(x)=Li(pc) 

—  -^  Li\x^}y  so  ist   die  Abweichung,  genau  von  der  Ordnuii^  «?-, 

falls  Itiemann^B  dritte,  bisher  einzig  nocb  fragliche  Aussage  richtig  ist 
{Piltz,  p.  6).  Nach  r.  Mcmgoldt  (J..  f.  Math.  119,  1898,  p.  65)  und 
Ch.  X  de  la  VaM-Pousain'^)  ist  r^      * 


dabei   wird   benutzt,   was   Hadamardj   einfacher   Ch,  J.  de  la  VciüSe- 
Pousdin^)   gezeigt,   dass  5(5)  keine  Wurzel   mit  dem  reellen  Teil  1 

oder  0  hat,   und  dass  lim  -^-^  ^  1.     Noch  zeigte  v,  Mangoldt  (Berl. 
Ber.  1897,   p.  835),    nach    ihm   E.  Landau  (Diss.  Berl.  1899),   dass 

CO 

Xi  ^-jr-  =  0>   ^e   schon   Euler   (Intr.  in  anal,  infin.  1,  p.  229)   aus- 
gesagt. 

48)  Frogrampi  der  PfeifEer'schen  Erziehungsanatalt,  Jena  1886. 

49)  Vgl.  J.  P.  Gram,  Kjöbenh.  Skrift.  (6)  2  (1884),  p.  185—308;  er,  wie 
L.  Oppermann  in  JQöbenh.  Oversigt  1888,  p.  169  giebt  eine  Zusammenfassung 
der  Arbeiten  über  die  Frimzahlmehge.  Die  letztgeschriebene  Summe  hat  nach 
W.  Preobraschensky,  Moskau  Naturk.  Ges.  6  (1892),  Heft  1,  einen  Inflexionspunkt 
«==  13256519.  .      .      ••     /•'. 

50)  Hadamard,  Par.  C.  R.  122  (1896),  p.  1470  und  Par.  Soc.  m.  Bull.  24  (1896), 
p.  199;  de  Za  VäHee-Poussin,  Brux.  S.  sc.  Ann.  2^1  (1896),  p.  188,  281,  363;  21  B 
(1897),  p.  251,  343;  E.  Cahen*9  Versuch,  den  letzteren.  Satz  zu  beweisen  (Par. 
C.  R.  116»  (1898),  p.  85),  ist  nicht  überzeugend.  S.  über  £;(«)  auch  J.  Franel, 
Zürich.  Naturf.  Ges.  Viert.  41  (1896),  2.  Teil,  p.  7. 
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K  Meissel^^)  gab  eine  Formel,  mittels  deren  die  Primzahlmenge  bis 
X  berechnet  werden  kann,  falls  sie  für  gewisse  kleinere  Grenzen  be^ 
kannt  ist,  und  bestimmte  und  verglich  diese  mit  den  Resultaten  der 
Annäherungsformeln  innerhalb  der  ersten  Milliarde. 

Nach  I.  Mertens  ist  —^  ^ogp  <2  (jp  Primzahlen  ^  x)  und  logn 
=  /i  "~^  +  2d,  d  echter  Bruch;  auf  Grund  hiervon  ist 


p^n 


2 1  =  ^^8  log  [x]  +  r—g  --  6 


5r.  P 


p<' 


JJ -1^  =  er  -  nog[x] 


..  s 


.  lim  tf  =  0, 


00 


p-x    1 

^  p 

y  .Etder'Bche  JKonstante,.  g  ^=  ^  \h  j^  ~ä)  >    ^®  ^^nsjianjte  y   ist 

der  WiBrt  des  aus  der  Theorie  der  F- Punktionen  [ü  A  3,  Nr.  13]  be- 
kannten Integrals 

06 


/(j^-^)"- 


Mertens  hat  -^—  auch  fCUr  die  Fälle  beistimmt^  dass  die  Primzahlen 


p  * 


p  von  vorgeschriebener  Linearform  oder  durch  eine  quadratische  Form 
darstellbar  sind")  [I  C  2,  Nr.  c,  5)  u.  6)]. 

6.    Mittlere  Fonktionawerte.     Müderer  Wert  ^f(n)  von  f(n) 
heisst  jeder  asymptotische  Ausdruck  f&r  — ^  oder,  falls  vorhanden, 

lim  — ^,  wo  F(n)  die  summatorische  Funktion   ^^  f(h)]  Mittelwert 

Mf{n)  von  /(n)  (an  der  Stelle  n)  jeder  asymptotische  Ausdruck  fttr 


51)  Math.  Ann.  2  (1870),  p.  636.  Xhnlich  F.  Bogel,  Math.  Ann.  36  (1890), 
p:  304.  8.  auch  C.  Hassfeld,  Fr.  Graefe,  H.  VollpreM,  Zeitschr.  f.  Math.  u. 
Phys.  resp.  36  (1890),  p.  382;  39  (1894),  p.  38;  40  (1896),  p.  118;  K.  E,  Hoff- 
mann,  Arch.  f.  Math.  64  (1879),  p.  333.  S.  zu  diesem  Gegenstande  femer 
X.  Lwrenz,  Kjöb.  Skr.  (6)  6  (1891),  p.  427,  s.  auch  Tidssk.  f.  Math.  (4)  2  (1878), 
p.  1  sowie  /.  P.  Gram  (aus  Anlass  der  Rechnungen  von  M,  BerUlsen)  Acta  math. 
17  (1898),  p.  301. 

62)  J.  f.  Math.  77  (1874),  p.  289  und  78  (1874),  p.  46;  in  der  ersteren 
von  beiden  Arbeiten  dehnt  Mertens  die  Betrachtung  auch  auf  komplexe  Zahlen 
a  -i-bi  aus  [s.  Anm.  67]. 
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— .  ^f(n  +  h)  bei  grossen  m,  n,  wahrend  —  beliebig  klein  (Gauss, 

Disqu.  A.  art.  301—304).  Nächst  Gauss  hat  Dirichlet^)  solche  Werte 
bestimmt,  anfangs  analytisch;  später  mittels  der  oben  gegebenen  Trans- 
formation von  Summenausdrücken.     So  fand  er 

'S'W  =2'  /(*)  =  S  "•  +  Ö("  1«8  «)  ") 

T(n)  —  V  'W  =  » log  n  +  (2}'  —  1)  n  +  0(Vn) 

.8f<(n)  — logn  +  2y;W) 

hiemach  ist  — — -'=Mt(n)  (Ä,  Berger,  üpsala  R.  Soc.  N.  A.  11, 
1880;  sur  quelques  applications  de  la  fonction  F  a  la  thforie  des 
nombres,  üpsala  1882).   Setzt  man  ^  —  \^\  =  p,  so  ist  asymptotisch 

—  ^  p  =  1  —  y  <  Y  j   di®  Anzahl  Ä  derjenigen  Zahlen  1,  2, ...  n, 

fftr  welche  Q  <-Ty  übertrifft  die  Anzahl  Ä'  derer,  filr  welche  p  >  y ; 
aus  der  Anzahl  der  Zahlen  %  »s  1^  2, ...  j),  für  welche,  während 
0<a<l,  x~[t]<"  ^^*'  ^^^  Dirichlet^) 

A^n(2  —  log  4)  +  0(n'/-),    A  =  n(log  4  —  1)  +  0{fC^-), 

n 

Femer  ist  0(n)  =  Sj (p(h)  —  ^^n^,  der  Fehler  (DirkMet)  0{n^\ 
*  zwischen  1,  2,  (3ferfe»s)  0(n  log  n),  und  Mfp(n)  =  -^  n.*^^    Daher 


53)  DiricMet,  J.  f.  Math.  18  (1838),  p.  259;  Berl.  Ber.  1838,  p.  13;  Berl. 
Abb.  1849,  p.  69  »-  Werke  1,  p.  357,  851;    2,  p.  49. 

54)  d.  h.  der  Fehler  ist  Ton  der  Ordnung  nlogn. 

55)  Im  AnschluBs  hieran  s.  bei  L.  Oegenbatter^  Wien^  Denkschr.  49'  (1885), 
p.  24,  Formeln  für  die  Anzahl  der  Teiler  von  X;,  welche  <  }/n,  und  eine  Menge 
anderer. 

56)  Dirichletj  Berl.  Ber.  1851,  p.  20  »  Werke  2,  p^  97;  dazu  V,  Ä.  Lehtsgue, 
J.  de  math.  (2)  1(1856),  p.  377;  L.  Gegenbauer,  Wien.  Denkschr.  49*  (1885),  p.  108. 

57)  Mertens,  J.  f.  Math.  77  (1874),  p.  289;  er  hat  auch  den  Fall  komplexer 
Zahlen  a  -f-  2^*  behandelt  [s.  Anm.  52].    S.  die  letzte  Formel  auch  bei  Berger  a.  a.  0., 

die  erstere  unter  der  Form  lim  — ^~  «  — |   bei  J'.  PercU  (Bull.  sei.  math.  astr. 
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ist  -i  n'  die  asymptotische  Anzahl  der  reduzierten  Brüche  — ,  deren 

Zähler  und  Nenner  ^n,  -^  die  Wahrscheinlichkeit  [I  D  1]^  dass  zwei 
Zahlen  Xyy<c.n  relatiy  prim  sind^^.    Desgleichen  ist 

nn)  ~yp(h)  =  I?  (log  n  +  2y  -  1  +  ^) 

Aal 

mit  dem  Fehler  (Meriens)  0\n^  log  n)  y  also 

Jtfl>(«)  =  l.(log»  +  2y  +  iif),       9-2^- 

Die  mittlere  Anzahl  der  Darstellungen  [I  G  2^  Nr.  c^  5)]  einer 
positiven  ganzen  Zahl  durch  eine  quadratische  Form  (a^  by  c)  der  Deter- 
minante D  (ftlr  D>0  mittels  in  früher  bezeichneter  Weise  beschriuikter 

Variabein)  ist  -r-  •  ^)    Allgemeiner  gab  lApsckitz  •°)  den  Mittelwert  der 

Anzahl  eigentlicher  Darstellungen  durch  eine  Form  [I  G  2,  Nr.  e^  g] 
mit  mehr  Variabein  oder  ron  höherer  Dimension^  z.  B.  ist  er  für  eine 
positive  quadratische  Form  mit  v  Variabein  und  der  Determinante  B 
[im  Sinne  von  I  C  2,  Nr.  e,  1)]: 


2L   »  J.J»]  n» 


4—1 


VB    (,^2)(.-4)...(.-.i.[!:^])     2ir 


A=al 


femer  den  Mittelwert  der  Anzahl  Klassen  eigentUch  primitiver,  posi- 
tiver, binärer  quadratischer  Formen  mit  der  Determinante  —  A: 


691 

{%)  5  (1881),  p.  37,  188);    Ceaaro  sagt   dafür:   tp{n)   sei   asymptotisch  — |,  an 

welche  Aussage  sich  eine  Diskussion  mit  W.  Jensen  [Par.  C.  R.  106  (1888),  p.  1661 ; 
107  (1888),  p.  81,  426  und  Ann.  di  mat.  (2)  16  (1888),  p.  178]  knüpft.  Berber, 
Acta  math.  9  (1887),  p.  301  giebt  u.  a.  die  Formel 

lim       f*(i)  +  f*(g)H ^^W^  ^ 

nnd  eine  ähnliche  für  die  Anzahl  der  Lösungen  von  o;'  -|~  S^' ""  *'^- 

68)  Sylvester y  Par.  C.  B.  96  (1888),  p.  409;  Cesäro,  J.  Hopkins  CÜrc.  2  (1888), 
p.  85  beansprucht  diesen  Satz  für  sich. 

69)  Vgl.  GoMSB  Werke  2  (1887),  p.  279. 

60)  LipsckUZj  Berl.  Ber.   1865,   p.  174.     Hertens  [Wien.  Ber.  106  (1897), 
p.  411]  bestimmte  den  asymptotischen  Ausdruck  ftlr 

2ax*  +  nxy  +  cy»'    ««' +  "«V  +  «»' ^ »» 
fflr  b*  —  ae<  0. 


•^ 
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MH(^A)  ■-=  -4^  •  yÄ 


■':si       '{'+i+h+-) 


1 
(Gauss  Werke  2  (1837),  p.  284;  in  Disqu.  A.  art.  302  ist  ^  liinzu- 

gefQgt;  über  Formen  mit  positiver  Determinante  s.  art.  304).  Einen 
direkteren  Beweis  hierfür  gab  Mertehs,  J.  f.  Math.  77,  1874,  p.  312. 
Gauss'  Ausdrücke  für  den  Mittelwert  der  Anzahl  G(D)  der  Geschlechter 
quadratischer  Formen  (Disqu.  A.  art.*  301),  für  den  Fall  einer- tieg»- 
tiven  Determinante  D  =  —  A  die  Formel 

af  (?(- A)  =  A  (logÄ  +  2y  +  ijf-  -i  log2)., 
bestötigie  DtricfUet  (Berl.  Abb.  1849,  p.  69  =  WeAe  2,  p.  49)  [I  C  2, 

Nr.  e,  12)].  -  ;  -■      ■■■ 

Zur  Herleitung  solcher  mittleren  Werte  kanti  der  Satz  cBenen: 

00. 

Ist  F  (1  +  (f)  =^^  -^M-  nach  steigenden  Potenzen  von  q  entwickel- 

bar,  so  beginnt,  falls  3W/'(»)  =  lim  — ^,  die  Entwicklung  mit  — ^  • 

Konvergiert  F(s)  für  alle  s,  deren  reeller  Teil  5<r>0,  und,  ist  für 
a;  >  0  und  a^6:  .. 


'^^'^  ="  äi?  J*"  ^  (*)  **  ^<'«  * 


r-i~**- 

a  —  aoi 


so    folgt    J(x)^f(l)  +  f(ß)  +  ...  +  l.f[x],    wo    A*|,  1,  je- 

nachdem  x  ganzzahlig  öder  nicht;  also  ist  f{n)  =  J'(n-4-0)  —  e7'(n— -0). 
Wie  auch  dies  zu  jenem  Zwecke  zu  nützen,  zeigte  G.  HaJpheh^^), 

Eine  Menge  asymptotischer  Formeln  gab  L.  GegevAaMer  u.  a.  an 
den  in  Nr.  8  citierten  Stellen,  sowie  meist  mit  elementaren  Hilfs- 
mittehi  Cesäro  (Liege  M^m.  (2)  10, 1883,  p.  1—360);  z.  B.  ist  (Note  12) 
die  Summe  der  reziproken  (direkten)  w^^  Potenzen  der  Teiler  von  n 

im  Mittel  g(w  +  1)  (resp.  n^i{m-\'  1)),  für  m=  1  also  ^  (resp.  n  yj ; 

die  letztem  besonderen  Falle  s.  auch  bei  Berger,  a.  a.  0.  Femer  ist 
(Cesäro,  a.  a.  0.  p.  230)  die  mittlere  Anzahl  (Summe)  gemeinsamer 
Teiler  zweier  Zahlen  n,  n 

ÜR<(n  :  »')  =  ~,     m  f(n  :  n)  =  log  yW  +  2y  -  g  -f-  i-; 
(p.307u.315) 

2R«(»)  =  ^,  mn(n)=-„     mv{n)=L 

61)  Halphen,  Par.  G.  B.  96  (1SS3),  p.  634;  vgl.  G.  Cantor,  Math.  Ann.  16 
(1880),  p.  687. 


; 
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Heisst  — ^  mittlere  Dicktigkeit  der  Primzahlen   bis  n,   so  ist  J7'(n) 

ihre    Dichtigkeit    in    n;    für    77  (n)  =  j -—    {Tscheby3cheff)  folgt 

— ^= — -  =  I — -  =  n'(n).  Andere  asymptotische  Bestimmungen  be- 
treffend den  grössten  gemeinsamen  Teiler^  das  kleinste  gemeinsame 
Vielfache  yon  Zahlen^  den  grössten  quadratischen  Teiler  einer  Zahl 
u,  a.  s.  in  mehreren  Arbeiten  von  Cesäro  in  Ann.  di  mat.  (2)  13^ 
1885,  p!  235,  251,  269,  291,  295,  315,  323,  329;  ebenda  behandelt  er 
Fragen  analog  denen  von  Dirichlet  über  die  Division  [Anmerk.  56]^ 
giebt  (N.  Ann.  (3)  5,  1885,  p.  209)  Sätze  über  die  Verteilung  der  Poly- 
gonalzahlen in  der  natürlichen  Zahlenreihe,  u.  a.  m. 

7.  Transcendenz  der  Zählen  e  und  -:«.  Natur  und  Begründung 
der  Irrationalzahlen  sind  neuerdings  viel  untersucht).  Diese  Zahlen 
i  isind  in  unendliche  gewöhnliche  Kettenbrüche  [I A  3,  Nr.  45  ff.] 
entwickelbar.     Setzt  man   {E.  B.  Christo ffel) ««)  für  t  <  1 : 

ni  =  [nt]  +  (»i),    i  +  (ni)  —  (»+1  •  i)  =  gn, 

so.  zeigt   die   Reihe  g^,  g^,  9zj  •  -  -   °^^   Nullen   Und    Einseh,   deren 

•  ■  •  •  • 

Succeäsion  (Cha/rakteristik  von  t)  vom  Eettenbruche  derart  abhängt, 
dass  jeder  Irrationellen  reine  bestimmte  Charakteristik,  jeder  Charak- 
teristik ein  bestimmter  Eettenbruch,  also  auch  eine  bestimmte  Irra- 
tionelle i  zugehört.  Daher  sieht  Christoffd  i  als  Ausdruck  für  die 
Äbzähhmgen  in  der  Charakteristik  an. 

Auf  die  Existenz  unendlich  vieler  ganzer  Zahlen  ir,  y,  für  welche 

X  —:yi  nmnerisch  <  —,  gründete  Dirichlet^)  die  Auflösung  der  Feil- 
schen Gleichung  [I C  2,  Nr.  c,  2)];  nach  Ts(M>yscheff^)  [I C  2,  Nr.  a,  12)] 
giebt  es  auch  unendlich  viele  Xj  y,  für  welche  x  —  yi  —  ^<"5 

(nach  Ch.  Hermite  genauer  <  l/öy  '  ~)*     Annäherungssatze    solcher 

Art  sind  allgemeiner  von  Hermüe  in  seinen  zahlentheoretischen  Briefen 

• 

62)  S.  namentlich  Dedekind,  Stetigkeit  und  Irrationalzahlen,  Braunschweig 
1872,  2.  Aufl.  1892;  G.  Cantor,  Mannigfaltigkeitslehre,  Leipzig  1883  »  Math. 
Ann.  21,  p.  646;  E.  Heine,  J.  f.  Math.  74  (1872),  p.  172;  P.  Bachmann,  Natur 
der  Irrationalzahlen,  Leipz.  1892;  M.  Fasch,  Math.  Ann.  40  (1892),  p.  149;  vgl. 
E,  lUigens  ebend.  83  (1889),  p.  166  u.  36  (1890),  p.  461. 

68)  Ann.  di  mat.  (2)  16  (1888),  p.  268.  Vgl.  dazu  St.  Smith,  Mess.  (2)  6 
(1876),  p.  1  =.  Coli.  pap.  2,  p.  136. 

64)  DiriMet,  Par.  C.  R.  1840,  p.  286;  Berl.  Her.  1841,  p.  280;  1842,  p.93; 
1846,  p.  103  —  Werke  1,  p.  619,  626,  633,  639. 

66)  8.  bei  Ch.  Hermdte,  J.  f.  Math.  88  (1880),  p.  10. 
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(J.  f.  Math.  40,  1850,  p.  261,  279,  291,  308),  neuerdings  in  H.  Minr 
kowsMB  Geometrie  der  Zahlen,  Leipz.  1896,  1.  Lief,  begründet.  S.  dazu 
Hurmigy  Math.  Ann.  39,  1891,  p.  279,  sowie  die  Theorie  der  linearen 
und  quadratischen  Formen  [I  G  2,  Nr.  a  —  e].  Die  quadratischen  Irra- 
tionellen (Wurzeln  ganzzahliger  Gleichungen  2.  Grades)  sind  durch 
periodische  Eettenbrttche  charakterisiert  [I A  3,  Nr.  51 ;  I G  2,  Nr.  a,  12)], 
insofern  der  gewöhnliche  Eettenbruch  für  die  Wurzel  einer  ganz- 
zahligen quadratischen  Gleichung  periodisch  ist,  und  umgekehrt;  den 
Eettenbruch  ftir  die  zweite  Wurzel  erhält  man  nach  einem  Galois- 
sehen  Satze  (J.  de  math.  11,  1846,  p.  385),  wenn  man  —  1  durch 
jenen  mit  umgekehrter  Folge  der  Teilnenner  dividiert  ••). 

Jaedbi  machte  es  wahrscheinlich,  dass  den  kubischen  Irrationellen 
ein  ähnlicher  Charakter  zukommt  ^'^. 

Neuestens  hat  Minkowski  (Gott.  Nachr.  1899,  p.  64,  s.  auch  I  G  2, 
Nr.  a,  12)])  solchen  Gharakter  allgemein  für  die  algebraischen  Zahlen 
n^°  Ghrades  [I  C  4  a,  Nr.  1]  angegeben.    Sei  a  eine  algebraische  Zahl  und 

indem  man  n  unabhängige  Systeme  der  n  Veränderlichen  Xi<r  wählt, 
für  welche  |  die  kleinstmöglichen  Werte  erhält,  bildet  man  für 
wachsende  r  eine  ,yKett^^  von  Substitutionen  P^,  P,,  P,, . . .,  durch 
welche  I  in  x^,  x«;  Zs»  •  •  •  übergehe;  die  algebraischen  Zahlen  a  vom 
vf^^  Grade  sind  dann  dadurch  charakterisiert,  dass  die  Eette  nicht 
abbricht  und  unter  den  %  nur  eine  endliche  Anzahl  wesentlich  ver- 
schiedener vorhanden  ist  und  in  ihnen  alle  Eoeffizienten  von  Null 
verschieden  sind. 

Die  Eettenbruchentwicklung  für  YD  ist  periodisch  mit  einem 
Yorgliede  und  von  einer  der  Formen: 

(&;  3i>  &>  •  •  •  3ä ;  9ihy'"  ?2,  ?i,  2go; . . .),     Periode  ohne  Mittelglied, 
{%\  Qif-Qh,  ky  qhf..^ qi,  2qQ] . . .),     Periode  mit  Mittelglied. 

Im  ersten  Fall  bilden  Zähler  und  Nenner  von 

im  zweiten  Falle  Zahler  und  Nenner  von 

(^o5  ?i>  •  •  •  «'j  •  •  •  ?i^ 

die  Auflösung  der  Pell'schen  Gleichung  x*  —  Dy^  =  1  in  kleinsten 
positiven  ganzen  Zahlen  [I C  2,  Nr.  c,  2)].    Die  Gleichung  x^ —  Dy^=  —  1 

66)  S.  über  die  Bedingimg  gleicher  Perioden  fär  beide  Wurzeln  Lebesgtie, 
J.  de  math.  6  (1840),  p.  281 ;  E.  Galois  ebend.  11  (1846),  p.  886. 

67)  J.  f.  Math.  69  (1868),  p.  1  »  Werke  6,  p.  856. 
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ist  nur  erfiillbar  im  ersteren  Falle,  wo  Zähler  und  Nenner  von 
($09  i\}Q%y'9^ii  9i)  ^^^  Auflösung  in  kleinsten  positiven  ganzen  Zahlen 
liefern;  die  Entwicklung  bis  zum  ersten  Quotienten  qn  giebt  alsdann  eine 
Darstellung  von  D  als  Summe  zweier  Quadrate.  Diese  schon  von  Lagrange 
gefundenen  und  von  Legendre  in  seiner  throne  des  nombres  (1.  Haupt- 
teil §  7)  reproduzierten  Resultate  sind  u.  a.  Ton  Stern,  J.  f.  Math.  10, 
1833,  p.  1,  154,  241,  364;  ebend.  11,  1834,  p.  33, 142,  277,  311  sowie 
ebend.  53, 1857,  p.  1  eingehend  erörtert;  hier  finden  sich  Bemerkungen 
zur  Vereinfachung  der  Berechnung  einer  „Pell*schen  Tafel"  wie  Degen^s 
canon  Pellianus,  Hafniae  1817  (s.  dazu  Erweiterungen  bei  Ä.  Cayley, 
Brit.  Ass.  Bep.  1893,  p.  73  «=  Papers  13,  p.  430),  der  die  kleinsten 
Auflösungen  der  Gleichung  bis  D  =  1000  giebt.  Vgl.  auch  Äd,  Göpd, 
J.  f  Math.  45,  1853,  p.  1,  wo  Sätze  über  Darstellungen  von  Zahlen 
in  der  Form  x^  —  Dy*  hergeleitet  werden,  und  zur  Kettenbruch- 
entwicklung  von  YD  und  den  gemischt -periodischen  Eettenbrüchen 
[I  A3,  Nr.  61]  E.  de  Jonquieres,  Par.  C.  R.  96,  1883,  p.  1297,  1351, 
1420,  1490. 

J.  lAouviUe  ^)  zeigte  zuerst,  dass  es  auch  transcendeiite  Zahlen 
(welche  nicht  Wurzeln  einer  ganzzahligen  algebraischen  Gleichung  sein 
können)  giebt,  indem  er  nachwies,  dass  die  Teilnenner  des  gewöhn- 
liehen  Kettinbrucl«  emer  algebraiBchen  Zahl  einer  gewissen  Bedingung 
unterworfen  sind,  und  einen  Kettenbruch  bildete,  dessen  Teilnenner  diese 
nicht  erfüllen.  (?.  Cantar  schloss  dasselbe  (J.  f  Math.  77, 1874,  p.  258) 
aus  der  Möglichkeit,  den  Inbegriff  aller  reellen  algebraischen  Zahlen 
in  eine  gesetzmässige  (j,ahzählbar^*)  Reihe  zu  ordnen  [I  A  5,  Nr.  2, 

Fussn.  81.    Aus  den    Eettenbrüchen   ftlr   und  tango;  fand 

J.  H.  Lambert  ^^),  dass  n  und  e^  für  rationales  m  nicht  rational  sind, 
nach  Legendre  ^^)  ist  es  auch  n^  nicht.  J,  LiouviUe'^^)  bewies  mittels 
der  Reihe  für  e,  dass  weder  e  noch  e^  rational  oder  eine  quadratische 
Irrationelle  ist.  Hunmtjs'^^)  betrachtete  Eettenbrüche,  deren  Teil- 
neimer  höhere  arithmetische  Reihen  bilden,  nämlich  Eettenbrüche 
von  folgender  Form: 

WO  unter  9i(w),  (p%(fn), .  . .  q>k(ni)  die  Folge  dieser  Werte  für  w  =  1, 
2,  3, . . .  zu  Terstehen  ist;  er  leitete  u.  a.  die  Formeln  her: 

68}  J.  de  maih.  16  (1861),  p.  183. 

69}  H.  Lambert^  Berl.  Hist.  17(1761),  p.  266;  Legendre,  fil^mens  de  g^omätrie, 
Paris  1794;  12.  ^d.  1828,  4.  Anmerkung. 

70)  J.  de  math.  6  (1840),  p.  192,  198. 

71)  HurwÜB  in  Zürich.  Natarf.  Qes.  Viert.  41  (1896),  p.  84. 
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c  =  (2,  l;2m,l),    e«  =  (7,  3 w  —  1, 1, 1,  3 w,  12m  +  6), 

deren  erste  schon  bei  -Bwfer,  Petr.  Comm.  9,  1744  (1787),  p.  120  sich 
findet;  und  schloss,  dass  e  nicht  Wurzel  einer  ganzzahligen  Gleichung 
1.,  2.,  3.  Grades  sein  kann.  Doch  waren  schon  Hermite^s  epoche- 
machende Untersuchungen  voraufgegangen''^),  welche  die  Transcendenz 
von  €  feststellten.     Bildet  man  aus  A^=  Binx  die  Grössen 


Äj^  ^=^JxÄdXf   A^  =  jxA^dXj . . . 


für  welche  An^i  =  (2»+  1)-^«  —  x^An^i  ist,  eine  Formel,  die  zum 
Lambert*8chen  Eettenbruche 


8—«' 


5 

f&hrt,  80  lässt  sich  ^  in  jeder  der  beiden  Formen  darstellen: 
^{x)  sina;  -{-  x{x)  (^s  x  =^    ^  /  (1  — 0^ycoHXJsdg, 

0 

wo  t{^)f  %{x)  ganze  ganzzahlige  Funktionen  yon  o;;  hieraus  folgerte 
Hermüe,  dass  weder  n  noch  n^  rational  ist.  Femer  schliesst  er  durch 
Auflösung  der  Gleichungen 

-^«  =  ^(^)  smx-\-x(x)  coB X ,  J Ändx  =  ttfi{x) Bmx  -}-  Xi(x)  cob x -{-  C 

0 

nach  sin  Xy  cos  x,  dass  die  Entwicklungen  von  sin  Xy  cos  x  nach 
steigenden  Potenzen  von  x  bis  auf  Potenzen  vom  Grade  ^  2w  mit 
denjenigen  zweier  gebrochener  Funktionen  mit  gemeinsamem  Nenner 
übereinstimmen,  und  findet  so  auch  fQr  e^  einen  Näherungsbruch  mit 
gleicher  Annäherung.  Allgemeiner  ist  aber  für  eine  ganze  Funktion 
F(js)  vom  Grade  ^ 

(H)  fe-*'F{z)  dz'- ß-*'  •  ^{z), 


wo 


»W  - -^  + -^r- +  •••  +  ^;rH  > 


72)  Hermüe,  Sur  la  fonction  exponentielle,  Paria  1874  und  J.  f.  Math.  76 
(1873),  p.  308,  342.  .  . 
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hiernach  findet  sich  für 

*i 

0 

i. 

vro  Mi{x),  N(x)  ganze;  ganzzahlige  Funktionen  sind;  womit  n  Brüche 
mit  demselben  Nenner  geliefert  werden^  die  sich  gleichzeitig  bis  auf  die- 
selbe Potenz  von  x  den  Ezponentialgrossen  e*'*,  e***, . . .  c'*'  annahem. 
Zlwischen  den  für  die  successiyen  Werte  yon  m  gebildeten  Naherongs- 
brüchen  besteht  ein  Rekursionsgesetz  ähnlich  demjenigen  bei  den 
Näherangsbrüchen  eines  EettenbmchS;  aus  dessen  Betrachtung  die 
Beziehung 


wo  zugleich  mit  0^  =  0,  z^,  z^y , . .  auch  oj,  «*  ganze  Zahlen  sind, 
hervorgeht;  da  e^^  mit  wachsendem  m  unendlich  abnimmt,  würde 
eine  ganzzahlige  Gleichung 

zu  dem  Systeme  linearer  Gleichungen 

(A  =  0, 1,  2, . . .  n) 

fahren,  welches  nnmögUch  ist,  da  seine  Determinante  nicht  NnU; 
somit  ist  e  tnmscendent.  — 

Durch  eine  Verallgemeinerung  der  Hermite'schen  Betrachtung 
erlangte  F,  Lindemann  '^^)  den  Nachweis  der  Transcendenz  auch  für  jr. 
Da  nämlich  6*^  =  —  1,  so  muss  n  transcendent  sein,  wenn  e^  für 
jede  (ganze)  [I  C  4  a,  Nr.  2]  algebraische  Zahl  ^  irrational  ist.  Sind 
aber  fj,  t^^-'-in  die  Wurzeln  der  irreduzibeln  Gleichung,  der  g  ge- 
nügt, und  Ml,  Jfg,  . . .  Mn  die  Koeffizienten  der  Gleichung  mit  den 
Wurzeln  e*,  e^,...e^,  so  müsste,  falls  eine  der  letztem  rational- 
wäre,  für  ganzzahlige  Ni  eine  Identität 

N,  +  M,N,  +  '-^  +  MnNn  =  0 

7S)  Lindemann,  Math.  Ann.  20  (1882),  p.  218.  Eine  einfache  Darstellung 
der  Arbeiten  von  Mermite  und  Lindemann  bezweckt  E,  BouM,  N.  Ann.  <S)  2 
(1883),  p.  6, 


■  yi'*!    AJfmBmaBBSSV^^SSBBBESEmilUJ:  jij.'L^  i-.j,.-.^t.j>.^^^«t.-^i.,,L-«^.^-xi:.^r^^A 
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bestehen.  Der  Nachweis  ihrer  Unmöglichkeit  fliesst  ans  den  gleichen 
Beziehungen  zwischen  bestimmten  Integralen  wie  znvor,  doch  sind  die 
Integrationswege  der  letzteren  jetzt  komplex  [U  B  3];  zwei  Falle  sind 
dabei  zn  unterscheiden,  von  denen  der  zweite,  in  welchem  die  algebraisch 
verschiedenen  Werte  der  Ausdrücke  Si  +  6i ,  5i  +  ^  +  &  ^  •  •  •  nicht 
auch  sämtlich  numerisch  verschieden  sind,  erhebliche  Schwierigkeiten 
verursacht.  Diesen  Beweis  hat  K.  Weierstrciss'^^)  wesentlich  verein- 
facht, indem  er  aus  elementaren  Betrachtungen  einen  Hilfrsatz  her- 
leitet, der  auch  aus  der  Formel  (H)  gewonnen  werden  kann  und  also 
lautet:  Ist  f{j8)  eine  ganze  ganzzahlige  Funktion  (n  -}-  I)^^  Gh:udes  mit 
den  von  einander  verschiedenen  Wurzeln  jerg ,  jer^  ,£,,...  0« ,  so  giebt 
es  ein  System  go(f),  giQs),  . .  •  gn(ßi)  ▼on  n  -}-  I  ganzen  ganzzahligen 
Funktionen  höchstens  vom  Ghnde  n,  so  beschaffen,  dass  die  Deter- 
minante der  Grössen  gi{ek)  nicht  Null  und  jede  der  Differenzen 
gi(eo)'e*^ — gi{fik)'e*^  (för  f,  t  =  0, 1,  2, . . .  n)  absolut  kleiner  als  ein 
beliebig  kleiner  Wert  8  ist.  Da  e^'  -}~  ^^  =  ^^  muss  %  transcendent 
sein,  wenn  6*  -f-  1  für  jeden  algebraischen  Wert  x  von  Null  ver- 
schieden ausfallt.    Dies  wird  gezeigt  durch  Betrachtung  des  IVodukts 


r 


in  welchem  a;^,  rr^, . .  .  a;^  die  Wurzeln  der  irreduzibeln  Gleichung, 
der  X  genügt,  und  Zk  die  Null,  jedes  Xk ,  jede  Summe  zweier  Xk ,  u.  s.  w. 
bedeuten,  sowie  durch  Anwendung  des  Hilfssatzes  auf  die  ganzzahlige 
Gleichung,  deren  Wurzeln  die  verschiedenen  dieser  Werte:  Zq  =  0,  z^^ 
z^f . . .  Zn  sind.     In  Verfolgung  des  gleichen  Weges  ergiebt  sich  auch 

der   allgemeinste  der  Lindemann'schen  Sätze,   dass  ^X,-6'^  =  0  un- 

möglich  ist,  wenn  die  Xi  verschiedene,  die  X,-  beliebige,  nur  nicht 
sämtlich  verschwindende  algebraische  Zahlen  sind.  Insbesondere  folgt 
daraus,  dass  ^,  loga:  stets  transcendent  sind,  wenn  x  eine  von  0 
resp.  1  verschiedene  algebraische  Zahl  ist^  ein  Satz,  von  welchem  das 
Hermite'sche  Resultat  betreffend  die  Zahl  e  den  einfachsten  Fall 
ausmacht. 

Durch  den  Nachweis  von  der  Transcendenz  von  tc  &nd  auch  das 
Problem  von  der  Quadratur  des  Kreises  [UI A  3]  seine  endgiltige  Lösung; 


74)  Berl.  Ber.  1886,  p.  1067.  Eine  Erweiterang  seiner  Betrachtungen  auf 
die  Integrale  linearer  DiflEerentialgleichongen  gaben  HurwitM  Math.  Ann.  28  (1883), 
p.  211  und  E.  Batner,  ebenda  88  (1888),  p.  666. 
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wenn  auch  in  negativem  Sinne;  insofern  es  unmöglich  ist,  sie  mittels 
Zirkel  und  Lineal  zu  leisten^  da  sonst  tc  eine  quadratische  Irrationelle 
sein  müsste;  s.  zur  Geschichte  dieses  Problems  u.  a.  F.Rudiö'Q  Schrift: 
ArchimedeSy  Huygens,  Lambert,  Legendre,  Leipzig  1892;  F,  Klein,  Vor^ 
tnLge  über  Elementargeometrie;  ausgearb.  y.  F.  Tägert,  Leipzig  1895. 
Seit  Weierstrass  sind  diese  Nachweise  noch  weiter  vereinfiEM^ht 
durch  D.  Hittert,  Ä,  Hurwitz  und  P.  Gordan'^^).  Der  Erstgenannte 
multipliziert  die  angenommene  Gleichung 

(e)                         a  +  a^e  +  a^e^  +  •  •  •  +  ct«^"  =  0 
unij[g{e  —  \){z  —  2)"-{z  —  n)]^"^^-^ ;  setzt  man 


00 


Pj  —  af+  a^ef-i-  (He^f-^ h  <»«c"J^ 


1  8 

1  S 


Pj  =  «!<;/+  ^i^J-\ h  <^n^J, 

p 

so  ist  bei  passender  Wahl  der  ganzen  Zahl  q  die  ganze  Zahl  ~-  von 

9  • 
P       »  . 

Null  verschieden   und  ^  <  1 ,   also  nicht  P^  -f-  P,  =  0,   d.  h.  e  ist 

transcendent.  In  analoger  Weise  ergiebt  sich  die  Transcendenz  von  Jt 
aus  der  Betrachtung  des  über  die  Wurzeln  a  einer  für  iit  angenom- 
menen algebraischen  Gleichung  ausgedehnten  IVoduktes  i7(l  -}~  ^)* 
Hunmtg  zeigt  die  Transcendenz  von  e,  indem  er,  Integrale  vermeidend, 
den  Satz  benutzt,  dass,  wenn  fär  eine  ganze  Funktion  r^"  Grades  f(x) 

Fix)  =  fix)  +  fix)  +  ■■■  +  /•"■)(a;) 
gesetzt  wird, 

(f)  e^'F(x)  —  F(0) xe-*'-f{dx),      0  <  Ö  <  1 

ist;  dasB  (e)  unmögUch  ist,  findet  sich  dann  durch  Anwendung  dieser 
Formel  f&r  x^l,2,...n  auf  die  Funktion 

/•(«)  =  (^:^«''-'[(^-l)(^-2)"-(*-«)]^ 

fSUls  p  Primzahl  >  n  und  >  a.  Statt  (f )  zu  benutzen,  stützt  sich  Gardan 
auf  die  Reihe  f^  ef.  Ist  nämlich  (x  -|-  h)^^^  das,  was  aus  (x  -|-  hy 
entsteht,  wenn  V^  durch  k\  ersetzt  wird,  so  ist 

C^  .  r !  ^  ==  Cr{x  +  Äy**^  +  qrCß  •  CrOlf, 

76)  Math.  Ann.  48  (1898),  p.  216,  220,  222  resp. ;  s.  auch  Gott.  Nachr.  1893, 
p.  168.  Vgl.  noch  den  algebraischen  Beweis  von  K,  Th.  Vahlen  in  einer  dem- 
nAchst  in  den  Math.  Ann.  erscheinenden  Arbeit. 

Sneyklop.  d.  mAth.  Wiiienwh.    I.  48 
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wo  I  absoluter  Betn^  von  x,  und  derjenige  von  ^r  <  1  ist;  die  An- 
wendung dieser  Formel  auf  die  entwickelte  Hurwitz'sche  Funktion 
f{x)  =^t^af  ergiebt  die  Transcendenz  von  e ;  die  Verallgemeinerung 
für  TT  wird  analog  erreicht  wie  bei  Hubert,  Gleichfalls  mittels  der 
Reihe  für  ^  gab  endlich  F.  Hertens  einen  ebenfalls  elementaren  aber 
umständlicheren  Beweis  der  Lindemann'schen  Sätze  ^^).  Im  Zusammen- 
bange mit  diesem  Gegenstande  s.  Paul  Stächet j  Untersuchungen  über 
arithmetische  Eigenschaften  analytischer  Funktionen^  Math.  Ann.  46, 
1895,  p.  513. 


76)  Mertena,  Wien.  Ber.  1896,  p.  839. 


Nachträge  zu  I  C  3. 

Zu  Nr.  5.  Neuestens.  (Par.  Soc.  m.  Bull.  28,  1900)  leitete  E.  Landau  aus  dem 
asymptotischen   Werte  x  von   J^logp    mittels    eines    allgemeinen,    den 

asymptotischen  Wert  einer  Summe  ^  F(p,  x)  betreffenden  Satzes  die  schon 

von  Hadamard  a.  a.  0.  gegebene  allgemeinere  Beziehung:  ^logp  •  log^~~^  — 

für  fft^  1  asymptotisch  gleich  xFiji)  her,  sowie  einen  asymptotischen  Aus- 
druck für  die  Anzahl  der  Zahlen  ^  x,  die  aus  k  verschiedenen  Primfaktoren 
bestehen. 

In  seiner  Dissert.  (Kiel  1900)  gab  H.  Teege  eine  neue  Vorzeichenbestimmung 
für  die  Gauss'schen  Summen,  nebst  einer  Modifikation  des  Eronecker*schen 
Verfahrens  [Fussnote  18)],  femer  eine  Er^nzung  der  Stem^schen  Kombi- 
nationen [Ende  von  Nr.  1],  sowie  den  Nachweis,  dass  auch  für  quadratische 
Formen  von  negativer  Determinante  die  Elassenanzahl  mittels  der  Funk- 
tionen Y{x)^  Z{x)  [Nr.  2]  mit  der  Kreisteilung  zusammenhängt. 

Die  Litteratumachweise  zu  I  C  3  hat  W.  Fr.  Meyer  wesentlich  vervollständigt. 
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Die  vorstehend  genannten  Werke  werden  im  folgenden  nicht  mehr  be- 
sonders citiert.  Ein  genaues  Verzeichnis  der  Litteratur  über  algebraische  Zahl- 
körper findet  sich  in  dem  Jahresbericht  der  deutschen  Math.-Ver.  4,  Berlin  1897, 
p.  626. 


1.  AlgebraiBOher  Zahlkörper.  Eine  Zahl  a,  welche  einer  Glei- 
chung mit  rationalen  Zahlenkoeffizienten  genügt,  heisst  eine  alge- 
braische  Zahl.  Sind  a,  ß,  , . .,  x  eine  endliche  Anzahl  beliebiger 
algebraischer  Zahlen,  so  bilden  alle  rationalen  Funktionen  von 
a,  ß,  . . .,  X  mit  rationalen  Zahlenkoeffizienten  ein  in  sich  abgeschlos- 
senes System  von  algebraischen  Zahlen,  welches  ZaMkörpcTj  Korper 
(Ji.  Dedekind)  oder  Rationalitätsbereich  {L.  Kronecker)  genannt  wird. 
Da  insbesondere  die  Summe,  die  Differenz,  das  Produkt  und  der 
Quotient  zweier  Zahlen  eines  Körpers  oder  Rationalitätsbereiches 
wieder  eine  Zahl  des  Körpers  ist,  so  verhält  sich  der  Begriff  des 
Körpers  oder  Rationalitätsbereichs  gegenüber  den  vier  Rechnungs- 
operationen der  Addition,  Subtraktion,  Multiplikation  und  Division 
invariant  [I  B  1  c,  Nt.  2]. 

In  jedem  Körper  h  giebt  es  eine  Zahl  ^  derart,  dass  alle  anderen 
Zahlen  des  Körpers  ganze  rationale  Funktionen  von  ^  mit  rationalen 
Koeffizienten  sind.  Der  Grad  m  der  Gleichung  niedrigsten  Grades 
mit  rationalen  Koeffizienten,  der  diese  Zahl  d'  genügt,  heisst  der  Grad 
des  Körpers  k.  Die  Zahl  6*  wird  eine  den  Körper  bestimmende  Zahl 
genannt.  Die  Gleichung  m^^  Grades  für  #  ist  in  dem  durch  die 
rationalen  Zahlen  bestimmten  Rationalitätsbereiche  irreduzibel.  um- 
gekehrt bestimmt  jede  Wurzel  einer  solchen  irreduzibeln  Gleichung 
einen  Zahlkörper  m^""  Grades.  Sind  d',  a-", . . ., -a^»»-!)  die  w  — 1 
anderen  Wurzeln  der  Gleichung,  so  heissen  die  bez.  durch  ^', -ö*", ..., 
%{m—\)  bestimmten  Körper  k',  *",...,  Ä;<"*-^)  die  sm  k  konjugierten 
Körper,  Ist  a  eine  beliebige  Zahl  des  Körpers  k  und  drücken  wir  a 
durch  %'  als  rationale  Funktion  mit  rationalen  Koeffizienten  aus,  so 
heissen  die  bezüglichen  durch  die  Substitutionen  [I  A  6,  Nr.  1]: 

aus  a  entspringenden  Zahlen  zu  a  konjugiert  [I  B  1  c,  Nr.  4]. 
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2.  Gänse  älgebraisohe  Zähl.  Eine  algebraische  Zahl  a  heisst 
ganJSy  wenn  sie  einer  Gleichung  genügt,  in  welcher  der  Koeffizient  der 
höchsten  Potenz  gleich  1  ist  und  deren  übrige  Koeffizienten  sämtlich 
ganze  rationale  Zahlen  sind  [I  B  1  c,  Nr.  3].  Jede  ganze  ganzzahlige 
Funktion  F,  d.  h.  jede  ganze  rationale  Funktion  mit  ganzzahligen  ratio- 
nalen Koeffizienten  von  beliebig  vielen  ganzen  Zahlen  a^  ß, , . ,,  x  ist 
wiederum  eine  ganze  Zahl.  Insbesondere  ist  die  Summe,  die  Differenz 
und  das  Produkt  zweier  ganzen  Zahlen  wiederum  eine  ganze  Zahl.  Der 
Begriff  „ganz"  verhält  sich  mithin  gegenüber  den  drei  Rechnungsopera- 
tionen der  Addition,  Subtraktion  und  Multiplikation  invariant.  Eine 
ganze  Zahl  y  heisst  durch  die  ganze  Zahl  a  teilbar,  wenn  eine  ganze 
Zahl  ß  existiert,  sodass  y  =*  aß  ist. 

Die  Wurzeln  einer  Gleichung  sind  stets  ganze  Zahlen,  sobald  der 
Koeffizient  der  höchsten  Potenz  gleich  1  und  die  übrigen  Koeffizienten 
der  Gleichung  ganze  Zahlen  sind.  Wenn  eine  ganze  Zahl  zugleich 
rational  ist,  so  ist  sie  stets  eine  ganze  rationale  Zahl. 

Ist  a  eine  beliebige  Zahl  des  Körpers  Ä;,  und  bedeuten  «',..., a^"*""^> 
die  zu  a  konjugierten  Zahlen,  so  heisst  das  Produkt 

n(a)  =  aa  '  •  •  «(*"-!) 

die  Norm  der  Zahl  a  im  Körper  Je,  Die  Norm  einer  Zahl  ist  stets 
eine  rationale  ZahL    Femer  heisse  das  Produkt 

d{a)  =  («  —  a)  («  —  a)  •..(«  —  «("»-!)) 

die  Differente  der  Zahl  a.  Die  Differente  einer  Zahl  ist  stets  eine 
Zahl  des  Körpers  Tc.    Endlich  heisst  das  Produkt 

die  Dishriminante  der  Zahl  a.  Die  Diskriminante  einer  Zahl  ist  eine 
rationale  Zahl  und  zwar  bis  auf  das  Vorzeichen  gleich  der  Norm  der 
Differente  dieser  Zahl  [I  B  1  c,  Nr.  4]. 

Ist  a  eine  den  Körper  bestimmende  Zahl,  so  sind  ihre  Differente 
und  Diskriminante  verschieden  von  0.  Umgekehrt,  wenn  Differente 
oder  Diskriminante  einer  Zahl  von  0  verschieden  sind,  so  bestimmt 
diese  den  Körper.  Ist  a  eine  ganze  Zahl,  so  sind  ihre  Norm,  ihre 
Differente,  ihre  Diskriminante  ebenfalls  ganz. 

In  einem  Zahlkörper  m^  Grades  giebt  es  stets  m  ganze  Zahlen 
(D^,  (D), . . .,  dm  von  der  Beschaffenheit,  dass  jede  andere  ganze  Zahl  o 
des  Körpers  sich  in  der  Gestalt 

darstellen  lasst,   wo  a^f..*,am  ganze   rationale  Ziahlen  sind.     Die 
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Zahlen  gj^,  , . .,  Om  heissen  eine  Basis  des  Systems  aller  ganzen  Zahlen 
des  Körpers  ky  oder  kurz  eine  Basis  des  Körpers  k, 

3.  Ideale  des  Körpers  und  ihre  Teilbarkeit.  Die  Gesetze  der 
Zerlegung  der  ganzen  Zahlen  eines  Körpers  zeigen  eine  genaue  Ana- 
logie mit  den  elementaren  Teilbarkeitsgesetzen  in  der  Theorie  der 
ganzen  rationalen  Zahlen.  Sie  sind  f£lr  den  besonderen  Fall  des 
Kreiskörpers  zuerst  von  E,  Kummer  *)  entdeckt  worden;  ihre  Ergründung 
für  den  allgemeinen  Zahlkörper  ist  das  Verdienst  von  R,  Dedekind  und 
L.  Kronecker. 

Ein  System  von  unendlich  vielen  ganzen  algebraischen  Zahlen 
cc^,  cc^, ' ' '  des  Körpers  k,  welches  die  Eigenschaft  besitzt,  dass  eine 
jede  lineare  Kombination  A^  «^  +  A,  o,  +  •  •  •  derselben  wiederum  dem 
System  angehört,  heisst  ein  Ideal  a  (R.  Dedekind)]  dabei  bedeuten  A^, 
X^y , , .  ganze  algebraische  Zahlen  des  Körpers  A:.  In  einem  Ideal  a 
giebt  es  stets  m  Zahlen  t^ , . . . ,  im  von  der  Art,  dass  eine  jede  andere 
Zahl  t  des  Ideals  gleich  einer  linearen  Kombination  derselben  von 
der  Gestalt 

ist,  wo  l^, . ,  ,,lm  ganze  rationale  Zahlen  sind. 

Die  Zahlen  e^ , . .  . ,  t^,!  heissen  eine  Basis  des  Ideals  a. 

Sind  a^, .  . .,  ttr  irgend  r  solche  Zahlen  des  Ideals  a,  durch  deren 
lineare  Kombination  unter  Benutzung  ganzer  algebraischer  Koeffi- 
zienten X  des  Körpers  alle  Zahlen  des  Ideals  erhalten  werden  können, 
so  schreibt  man  kurz 

a  =  («1  ,  .  .  .  ,  Or). 

Ein  Ideal,  welches  alle  und  nur  die  Zahlen  von  der  Gestalt  la  ent- 
hält, wo  A  jede  beliebige  ganze  Zahl  des  Körpers  darstellt  und  a  eine 
bestimmte  ganze  Zahl  des  Körpers  bedeutet,  heisst  ein  Hauptideal 
und  wird  mit  (a)  oder  auch  kurz  mit  a  bezeichnet. 

Eine  jede  Zahl  a  des  Ideals  a  =  (a^ , . . . ,  a^)  heisst  kongruent  0 
nach  dem  Ideal  a  oder  in  Zeichen: 

a  =  0,     (a). 

Wenn  die  Differenz  zweier  Zahlen  a  und  ß  kongruent  0  nach  a  ist, 
so  heissen  a  und  ß  einander  kongruent  nach  a  oder  in  Zeichen 

a  =  ß,     (0). 

Wenn  man  jede  Zahl  eines  Ideals  a  =  (a^ , .  .  . ,  «r)  mit  jeder 
Zahl  eines  zweiten  Ideals  b  =  (A , .  .  . ,  /3,)   multipliziert  und  die  so 


1)  J.  f.  Math.  36  (1847),  p.  319,  327  und  40  (1850),  p.  93,  117. 
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erhaltenen  Zahlen  linear  mittelst  beliebiger  ganzer  algebraischer  Koeffi- 
zienten des  Körpers  kombiniert;  so  wird  das  so  entstehende  neue  Ideal 
das  Produkt  der  zwei  Ideale  a  und  b  genannt,  d.  h.  in  Zeichen 

Ein  Ideal  c  heisst  durch  das  Ideal  a  teübar,  wenn  ein  Ideal  b  existiert 
derart;  dass  c  =  a  b  ist. 

Ein  von  1  verschiedenes  Ideal;  welches  durch  kein  anderes  Ideal 
teilbar  ist;  ausser  durch  das  Ideal  1  =  (1)  und  durch  sich  selbst;  heisst 
ein  Primideäl.  Zwei  Ideale  heissen  zu  einander  prim,  wenn  sie  ausser 
1  keinen  gemeinsamen  Idealteiler  besitzen.  Zwei  ganze  Zahlen  a 
und  /);  bez.  eine  ganze  Zahl  a  und  ein  Ideal  a  heissen  zu  einander 
prim,  wenn  die  Hauptideale  (a)  und  (ß)  bez.  das  Hauptideal  (a)  und 
das  Ideal  a  zu  einander  prim  sind. 

Ein  jedes  Ideal  \  lässt  sich  stets  auf  eine  und  nur  auf  eine  Weise 
als  Produkt  von  Primidealen  darstellen. 

Die  ersten  Beweise  dieses  fundamentalen  Satzes  gaben  R,  Dede- 
kind  und  L.  Kronecker  in  den  anfangs  genannten  Abhandlungen.  Dem 
Beweise  von  D.  Hilberth  liegt  die  Theorie  des  Galois'schen  Zahlkörpers 
[Nr.  14]  zu  Grunde.  Der  Beweis  von  Ä.  Hurwitz  ^)  beruht  auf  dem 
Satze ;  dass  sich  die  Ideale  eines  Körpers  auf  eine  endliche  Anzahl 
von  Idealklassen  (vgl.  Nr.  8)  verteilen. 

4.  Kongruenzen  naoh  Idealen.  Die  in  Nr.  3  entwickelte  Theorie 
der  Zerlegung  der  Ideale  eines  Körpers  gestattet  eS;  die  elemjentaren 
Sätze  der  Theorie  der  rationalen  Zahlen  auf  die  Zahlen  ^ines  alge- 
braischen Zahlkörpers  zu  übertragen  (R.  Dedekiml), 

Die  Anzahl  der  möglichen  nach  einem  Ideal  a  unter  einander  in- 
kongruenten ganzen  Zahlen  des  Körpers  heisst  die  Norm  des  Ideals  a,  in 
Zeichen  n(o).  Die  Norm  eines  Primideals  p  ist  eine  Potenz  der  durch  p 
teilbaren  rationalen  Primzahl  p.  Der  Exponent  f  dieser  Potenz  heisst 
der  Crrad  des  Primideals  p.  Die  Norm  des  Produktes  zweier  Ideale  ab 
ist  gleich  dem  Produkt  ihrer  Normen. 

Ist  p  ein  Primideal  vom  Grade  f,  so  genügt  jede  ganze  Zahl  (o 
des  Körpers  k  der  Kongruenz 

ioP^=m,    (py 

Die  Anzahl  solcher  möglichen  nach  einem  Ideale  a  einander  in- 
kongruenten Zahlen;  welche  prim  zu  a  sind;  ist 


2)  Math.  Ann.  44  (1894),  p.  1;  Deutsche  Math.-Ver.  4  (1897),  p.  247—249. 

3)  Gott.  Nachr.  1895,  p.  S24. 
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^(a)  ==  «(a)  (1 -, A)(i __!_)... (1  __!_), 

WO  p^,  Pjt} '  '  '}  Pr  die  sämtlichen  in  a  aufgehenden  und  von  einander 
verschiedenen  Primideale  bedeuten.  Für  die  Zahl  (p  gelten  die  beiden 
Formeln 

9(0)  g)(b)  =  qp(ob)     und     ^^(t)  =  w(o) ; 

in  der  ersteren  Formel  bedeuten  a  und  b  zu  einander  prime  Ideale^ 
in  der  letzteren  erstreckt  sich  die  Summation  auf  alle  Idealteiler  t 
des  Ideals  a. 

Jede  zu  dem  Ideal  a  prime  ganze  Zahl  (o  genügt  der  Kongruenz 

o,»(fl)  =  1 ,    (a). 

Eine  ganze  Zahl  q  des  Körpers  k  heisst  eine  primitive  Wwrsd 
oder  PrimiHvßoM  nach  dem  Primideal  p,  wenn  die  ersten  n(p)  —  1 
Potenzen  derselben  n(p)  —  1  einander  nach  p  inkongruente  zu  p  prime 
Zahlen  darstellen. 

6.  Diskriminante  des  Körpers.  Die  DisJcriminante  des  Körpers  k 
ist,  wenn  o^ ,  . . . ,  Om  eine  Basis  von  k  bedeutet^  definiert  durch  die 
Gleichung 

©1  ,  '    '    '  y    ^m 

(Dl ,  .    .    .  ,    CJm 

sie  ist  eine  ganze  rationale  Zahl. 

Die  Diskriminante  d  des  ZaMkörpers  k  enthäU  aUe  und  nur  die- 
jenigen rationalen  Primzahlen  als  Faktoren,  welche  durch  das  Quadrat 
eines  Primideals  teilbar  sind. 

Der  Beweis  dieses  Satzes  hat  erhebliche  Schwierigkeiten  verur- 
sacht; er  ist  zum  ersten  Mal  von  B,  Dedekind*")  geführt  worden. 
K,  Hensd^)  hat  einen  zweiten  Beweis  dieses  Satzes  gegeben  und  da- 
durch die  Ej*ouecker'sche  Theorie  der  algebraischen  Zahlen  in  einem 
wesentlichen  Punkte  er^nzt.  Der  Hensersche  Beweis  beruht  auf 
folgenden  von  L.  Kronecker  geschaffenen  Begriffen: 

Bedeuten  u^  ^  . . .  ^  Um  unbestimmte;  und  ist  (o^ ; . . . ,  oim  eine  Basis 
des  Körpers  kj  so  heisst 

4)  Gott.  Abh.  29  (1882). 

6)  J.  f.  Math.  118  (1894),  p.  61. 
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eine  Fundatnentalform  des  Körpers  k.  Dieselbe  genügt  offenbar  einer 
Gleichung  von  der  Gestalt 

wo  U^y .  - .,  Um  gewisse  ganze  Funktionen  von  m^ , .  . . ,  u^^  mit  ganzen 
rationalen  Koeffizienten  sind.  Diese  Gleichung  heisst  die  Fundamental' 
gleichung.  Es  gilt  nun  der  Satz,  dass  die  Diskriminante  der  Funda- 
mentalgleichung gleich  einem  Ausdruck  von  der  Gestalt  d  U  wird,  wo 
d  die  Körperdiskriminante  und  ü  eine  ganzzahlige  Funktion  von 
^1 9  •  •  • ;  t^  bedeutet,  deren  Koeffizienten  den  grossten  gemeinsamen 
Teiler  1  besitzen. 

Die  m  —  1  Ideale 

C'  =  ((Cöi  ©i)  ,  ,    ,    ,,    (Om  —  CJm))  , 

C"  =  ((©i  —  OJl  )>  •    •    •  >    (^m OJm))  , 


e(m-l)  _  ((^^  _  ^N-1))^       .    .    .,    (ß,^^  «_  loOj»-!)))  , 

gehören  im  allgemeinen  dem  Zahlkörper  h  nicht  an;  dagegen  ist  das 
Produkt  b  =  c'c"  . . .  C^*""*)  ein  Ideal  des  Körpers  k.  Das  Ideal  b 
heisst  das  Grundideal  (U.  Dedekind)  oder  die  Differente  (D.  Hilbert) 
des  Körpers  k.  Die  Norm  der  Differente  b  ist  gleich  der  Diskrimi- 
nante d  des  Körpers  k. 

Die  Diskriminanten  aller  ganzen  Zahlen  des  Körpers  erhält  man, 
wenn  man  die  Diskriminante  der  Fundamentalgleichung  bildet  und  in 
dieser  den  Parametern  ti^ , . . . ,  t^  alle  ganzen  rationalen  Zahlenwerte 
erteUt.  Der  grösste  gemeinsame  Teuer  aUer  dieser  Diskriminanten 
stimmt  nicht  notwendig  mit  der  Körperdiskriminante  d  überein,  da 
sehr  wohl  der  Fall  eintreten  kann,  dass  die  ganzzahlige  Funktion  TT 
für  alle  ganzen  rationalen  Werte  von  u^ , . . . ,  ti^  eine  Reihe  von 
Zahlen  mit  einem  festen  von  1  verschiedenen  Teiler  darstellt,  jß.  Dede- 
kind^) und  JE  Hensd'^)  haben  wesentlich  von  einander  verschiedene 
Bedingungen  dafür  aufgestellt,  dass  eine  Primzahl  p  als  ein  solcher 
fester  Zahlenteiler  in  U  auftritt. 

H.  Minkowski^)  hat  bewiesen,  dass  die  Diskriminante  d  eines 
Zahlkörpers  stets  von  +  1  verschieden  ausföllt  una  dass  es  nur  eine 
endliche  Anzahl  von  Körpern  mit  einer  vorgeschriebenen  Diskrimi- 
nante d  giebt. 


6)  Gott.  Abh.  28  (1B7B). 

7)  DiB8.,  Berlin  1884;  J.  f.  Math.  101  (1887),  p.  99;   lOS  (1888),  p.  380  und 
113  (1894X  p.  128. 

8),J.  f.  Math.  107  (1891),  p.  278;  Par.  C.  R.  92  (1891),  p.  209. 
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6.  BelaÜvkörper.  Die  Begriffe  Norm^  Differente  und  Diskrimi« 
nante  sind  einer  wichtigen  Verallgemeinerung  fähig. 

Ist  K  ein  Körper  yom  Grade  M,  welcher  sämtliche  Zahlen  d^ 
Körpers  k  vom  m^'^  Grade  enthält^  so  heisst  k  ein  Unterkörper  von  K, 
Der  Körper  K  wird  ein  Oberkörper  von  k  oder  ein  Bdativkörper  in 
Bezug  auf  k  genannt  Es  sei  S  eine  den  Körper  K  bestimmende 
Zahl.  Unter  den  unendb'ch  vielen  Gleichungen  mit  algebraischen^  in 
k  liegenden  Koeffizienten,  denen  die  Zahl  0  genügt,  habe  die  folgende 
Gleichung  vom  Grade  r 

den  niedrigsten  Grad;  cKj,...,ar  sind  dann  bestimmte  Zahlen  in  k. 
Der  Grad  r  heisst  der  BdaHvgrad  des  Körpers  K  in  Bezug  auf  k\  es 
ist  M  =  rtn.  Die  obige  Gleichung  vom  r*®"  Grade  ist  im  Rationa- 
litätsbereich k  irreduzibel.  Wir  definieren  nun  leicht  die  Begriffe: 
rekUivkonjugierte  Zahl,  rdativkonjugierter  Körper,  relativkonjugiertes 
Ideal,  Bdativnorm  einer  ZaM,  RekUivnortn  eines  Ideals,  Belativdifferente 
einer  Zahl,  BeUUivdiskriminante  einer  Zahl,  BdativdifferefUe  eines 
Körpers,  Rdativdiskriminante  eines  Körpers. 

Nach  D.  Hubert^)  ist  die  Differente  2)  des  Körpers  K  gleich 
dem  Produkt  der  Belativdifferente  S)jb  von  K  in  Bezug  auf  k  und  der 
Differente  b  des  Körpers  fc,  d.  h.  es  ist  S)  =  2)*  b. 

7.  Einheiten  des  Körpers.     Eine  ganze  Zahl  b  des  Körpers  k, 

deren  reziproker  Wert  —  wiederum  eine  ganze  Zahl  ist,  heisst  eine 

Einheit  des  Körpers  k.  Die  Norm  einer  Einheit  ist  «=  +  15  ^™" 
gekehrt,  wenn  die  Norm  einer  ganzen  Zahl  des  Körpers  =  +  1 
wird,  so  ist  diese  eine  Einheit  des  Körpers.  Dirichlet^^)  hat  den 
folgenden  Satz  über  die  Einheiten  aufgestellt  und  bewiesen: 

Sind  unter   den  m   konjugierten  Körpern  U^\  . . . ,  U"^^  r^   reelle 

Körper  und  r^  =  — r— ^  imaginäre  Körperpaare  vorhanden,  so  giebt  es 

im  Körper  k  ein  System  von  r  ^^r^-^  r^  —  1  Einheiten  b^,  . . . ,  «r 
von  der  Beschaffenheit,  dass  jede  vorhandene  Einheit  b  des  Körpers  k 
auf  eine  und  nur  auf  eine  Weise  in  der  Gestalt 

£  =  Q£^  "  •  b"^ 


9)  Gott.  Nachr.  1894,  p.  224.  Vgl.  auch  die  weitergehenden  ßesaltate  von 
D.  Uilbert  in  dessen  Bericht  über  die  Theorie  der  algebraischen  Zahlkörper, 
Kap.  6,  §  16-^16. 

10)  Par.  C.  B.  10  (1840),  p.  286;  Berl.  Ber.  1841,  p.  280;  1842,  p.98;  1846, 
p.  103  »  Werke  1,  p.  619,  626,  688,  689. 
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dargesteUt  werden  kann,  wo  a^,,.,,ar  ganze  rationale  Zahlen  sind, 
und  wo  Q  eine  in  k  vorkommende  Einheitstourzd  bedeutet. 

])as  System  der  Einheiten  b^,  . ,  .^  Sr  mit  der  in  diesem  Satze 
ausgesprochenen  Eigenschaft  heisst  ein  System  von  Gtundeinheiien  des 
Körpers  k. 

Wir  denken  uns  jetzt  den  Körper  k  und  die  zu  k  konjugierten 
Körper  mii  ¥^^ ,  •  •  •  >  ^'"^  bezeichnet  und  in  bestimmter  Weise  wie 
folgt  angeordnet:  voran  stellen  wir  die  r^  reellen  Kölner  W^ ,  . . .,  i^'^»); 
dann  wählen  wir  aus  jedem  der  r^  Paare  konjugiert  imaginärer  Körper 
je  einen  aus;  diese  Körper  seien:  ft<'*»+^>,  . . .,  ä<''» +''»);  darauf  lassen 
wir  die  zu  diesen  konjugiert  imaginären  Körper  folgen:  ä;^''»+'*«+^)^ 
. . . ,  V^^\  Es  sei  nun  £  eine  beliebige  Einheit  in  k ;  dann  werde  all- 
gemein mit  £^')  die  zu  b  konjugierte  Einheit  in  ¥*^  bezeichnet  und 
endlich  werde^  je  nachdem  U*^  reell  oder  imaginär  ausfällt, 

l  (f )  =  log  I  £(*)  I ,    bez.  =  2  log  I  a^')  | 
gesetzt.     Die  Determinante 


B 


ist  eine  durch  den  Körper  k  bis  auf  das  Vorzeichen  eindeutig  be- 
stimmte Zahl;  sie  wird  von  R,  Dedekind  der  BeguiUUor  des  Körpers  k 
genannt. 

8.  Idealklassen  des  Körpers.  Jede  ganze  Zahl  des  Zahlkörpers  k 
bestimmt  ein  Hauptideal;  jede  gebrochene ,  d.  h.  nicht  ganze  Zahl  x 
in  k  ist  der  Quotient  zweier  ganzen  Zahlen  a  und  ß  und  somit  als 

Quotient   zweier  Ideale  a  und  b   darstellbar:   x=  -5-  =  -^--     Denken 

P         ö 

wir  die  Ideale  a  und  b  von  allen  gemeinsamen  Idealfaktoren  befreit, 
so  ist  diese  Darstellung  der  gebrochenen  Zahl  x  als  Idealquotient  eine 

eindeutig  bestimmte.  Ist  umgekehrt  der  Quotient  -g-  zweier  Ideale  a 
und  h  —  mögen  dieselben  einen  gemeinsamen  Teiler  haben  oder 
nicht  —  gleich  einer  ganzen  oder  gebrochenen  Zahl  x  =  -g-  des 
Körpers  y   so  werden  die  beiden  Ideale  a  und  i   einander  äquivalent 

genannt,  in  Zeichen  a  ~  6.  Aus  -j  ^^  T  ^^^  (^^^  '^  (")^'  ^^^ 
somit  erkennen  wir,  dass  zwei  Ideale  a  und  b  dann  und  nur  dann 
einander  äquivalent  sind,  wenn  sie  durch  Multiplikation  mit  gewissen 
Hauptidealen  in  ein  und  das  nämliche  Ideal  übergehen.  Die  Gesamt- 
heit aller  Ideale,  welche  einem  gegebenen  Ideal  äquivalent  sind,  heisst 
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eine  Idealklasse,  Alle  Hauptideale  sind  dem  Ideal  (1)  äquivaleni  Die 
durch  sie  gebildete  Klasse  Iieisst  die  HaupUdasse  und  wird  mit  1 
bezeichnet.  Wenn  a<^a  und  b  ~  b'  ist,  so  ist  oa'~bb'.  Ist  -4 
eine  das  Ideal  a  enthaltende  Idealklasse  und  B  eine  das  Ideal  b  ent- 
haltende Idealklasse,  so  wird  die  Idealklasse,  welche  das  Ideal  a  b  enthält, 
das  Produkt  der  IdeaXklassen  A  und  B  genannt  und  mit  AB  bezeichnet. 

jß.  Dedekind  und  L.  Kronecker  erkannten  zuerst  die  fundamen- 
tale Thatsache,  dass  die  Anzahl  der  Idealklassen  eines  Zahlkorpers 
stets  endlich  ist  und  hieraus  folgt  leicht,  dass,  wenn  h  diese  Klassen- 
anzahl bedeutet,  die  h^^  Potenz  einer  jeden  Klasse  notwendig  die 
Hauptklasse  ist.  H.  Minkowski  ®)  bewies,  dass  es  in  jeder  Idealklasse 
ein  Ideal  giebt,  dessen  Norm  den  Wert  M  •  |  j/d  |  nicht  übersteigt, 
wobei  M  einen  gewissen  von  H.  Minkowski  angegebenen  positiven 
echten  Bruch  bedeutet  Durch  diesen  Satz  wird  die  eben  genantite 
Thatsache  von  der  Endlichkeit  der  Klassenanzahl  von  neuem  bewiesen 
und  zugleich  die  Aufstellung  der  Idealklassen  durch  ein  geringeres 
Mass  von  Rechnung  ermögHcht. 

Über  den  Zusammenhang  der  Idealklassen  und  ihre  Darstellung 
durch  Multiplikation  gilt  der  von  E,  Schering  ^^)  und  L.  Kronecker  ^^) 
herrührende  Satz:  Unter  den  Idealklassen  eines  Körpers  giebt  es  stets 
gewisse  q  Klassen  ^^ ,  . . . ,  ^ ,  sodass  jede  andere  Klasse  A  auf  eine 
und  nur  auf  eine  Weise  in  der  Gestalt  A  «>  J.i%  . . . ,  ^<  darstellbar 
ist;  dabei  durchlaufen  x^,  , . ,,  Xg  die  ganzen  Zahlen  0,  1,  2, . . .  bez. 
bis  Ai  —  1,  . . .,  Äj  —  1,  und  es  ist  Ai  =  1,  . . .,  Ag''  =  1  und 
Ä  =  Ai . . .  Äj  [I  A  6,  Nr.  20]. 

Es  ist  unter  Umständen  auch  eine  engere  Fassung  des  Aquivalenz- 
und  Klassenbegriffes  von  Bedeutung,  indem  zwei  Ideale  nur  dann 
äquivalent  heissen,  wenn  ihr  Quotient  eine  total  positive  Zahl  in  k 
ist;  hierbei  heisst  total  positiv  in  k  eine  solche  ganze  oder  gebrochene 
Zahl  des  Körpers  k^  die  positiv  ausföllt,  falls  k  ein  reeller  Körper  ist 
und  deren  konjugierte  Zahlen  ebenfalls  positiv  ausfallen,  allemal  wenn 
die  betreffenden  zu  k  konjugierten  Körper,  in  denen  sie  liegen,  reell  sind. 

9.  Transcendente  Bestimmung  der  ElaBsenanzahl.  Nach  dem 
Vorbilde  von  Diriddet  ^'),  welcher  P  C  3,  Nr.  2 J  die  Anzahl  der  Klassen 
von  binären  quadratischen  Formen  mit  gegebener  Determinante  auf 
transcendentem  Wege  ausgedrückt  hat,  und  auf  Grund  der  in  Nr.  7 
angegebenen  Resultate  über  die  Einheiten  eines  Zahlkörpers  gelang  es 


11)  Gott.  Abh.  14  (1869). 

12)  Berl.  Ber.  1870,  p.  881  -.  Werke  1,  p.  271. 

13)  J.  f.  Math.  17  (1887),  p.  286;  18  (1888),  p.  269  —  Werke  1,  p.  843  n.  867. 
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R.  Dedekind  eine  Formel  abzuleiten,  vermöge  welcher  sich  die  Anzahl 
h  der  IdealUassen  eines  beliebigen  Zahlkörpers  durch  das  Residuum 
einer  gewissen  analytischen  Funktion  [II  B  l*j  ausdrückt.    Es  werde 

gesetzt,  wobei  in  der  unendlichen  Summe  [  alle  Ideale  und  in  dem 
unendlichen  Produkt  p  alle  Primideale  des  Körpers  k  durchläuft; 
Summe  und  Produkt  konvergieren  für  reelle  Werte  von  s  >  1  und 
stellen  eine  eindeutige  Funktion  der  komplexen  Yariabeln  $  dar, 
welche  an  der  Stelle  5  =  1  einen  Pol  erster  Ordnung  besitzt.  Be- 
deutet w  die  Anzahl  der  in  k  Hegenden  Einheitswurzehi,  so  wird  die 
Anzahl  h  der  Idealklassen  in  k  durch  die  Formel 

dargestellt,  wo  R  den  Regulator  (vgl.  Nr.  7)  des  Körpers  k  bedeutet. 
L,  Kronecker  ^*')  und  G.  Frobenius^^)  haben  diese  Formel  auf  die 
Bestimmung  der  Dichtigkeiten  [I  C  2,  Nr.  d,  7);  e,  9)]  gewisser  Prim- 
ideale ersten  Grades  in  k  angewandt. 

10.  Kronecker's  Theorie  der  algebraiflohen  Formen.  L.  Kro- 
necker benutzt  bei  der  Begründung  seiner  Theorie  der  algebraischen 
Rationalitätsbereiche  den  Begriff  der  einem  Rationalitätsbereiche  zu- 
gehörigen Form  als  ein  wesentliches  Hülfsmittel;  er  nennt  eine  ganze 
rationale  Fimktion  F  von  beliebig  vielen  Veränderlichen  m,  v, ..., 
deren  Koeffizienten  ganze  algebraische  Zahlen  des  Körpers  k  sind, 
eine  algebraische  Form,  Werden  in  einer  algebraischen  Form  F  statt 
der  Koeffizienten  der  Reihe  nach  bezüglich  die  konjugierten  Zahlen 
eingesetzt  und  die  so  entstehenden  sogenannten  konjugierten  Formen 
F',  . .  .y  F^"^"^^  mit  einander  und  mit  der  ursprünglichen  Form  F 
multipliziert,  so  ergiebt  sich  als  Produkt  eine  ganze  Funktion  der 
Veränderlichen  u,  v, . . . ,  deren  Koeffizienten  ganze  rationale  Zahlen 
sind;  dieselbe  werde  in  der  Gestalt 

n  U{Uj  v,  . . ,) 

angenommen,  wo  n  eine  positive  ganze  rationale  Zahl  und  Ü  eine 
ganze  rationale  Funktion  bedeutet,  deren  Koeffizienten  ganze  rationale 
Zahlen  ohne  gemeinsamen  Teiler  sind,  n  heisst  die  Norm  der  Form  F. 
Wenn  die  Norm  n  einer  Form  gleich  1  ist,  so  heisst  die  Form  eine 


14)  Berl.  Ber.  1880,  p.  156,  404. 
16)  Berl.  Ber.  1896,  p.  689. 
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Einheitsform  oder  primitive  form.  Zwei  Formen  heissen  einander 
äquivalent  in  engerem  Sinne  oder  inhaÜsgleich  (in  Zeichen  ^),  wenn 
ihr  Quotient  gleich  dem  Quotienten  zweier  Einheitsformen  isi  Ins- 
besondere ist  jede  Einheitsform  ^  1.  Eine  Form  H  heisst  durch  die 
Form  F  teilbar,  wenn  eine  Form  G  existiert,  derart,  dass  H'i^FG 
ist.  Eine  Form  P  heisst  eine  Primform,  wenn  P  im  Sinne  der  In- 
haltsgleichheit durch  keine  andere  Form  ausser  durch  1  und  durch 
sich  selbst  teilbar  isi 

Die  Beziehung  der  fronec^'schen  Formentheorie  zur  Theorie 
der  Ideale  wird  klar  durch  die  Bemerkung,  dass  aus  jedem  Ideal 
a  s=  (a^,  . . .,  Or)  eine  Form  F  gebildet  werden  kann,  indem  man  die 
Zahlen  o^,...,«^  mit  beliebigen  Ton  einander  verschiedenen  Pro- 
dukten aus  Potenzen  der  Unbestimmten  u,  v,  . . .  multipliziert  und  zu 
einander  addiert.  Umgekehrt  liefert  eine  jede  Form  F  mit  den  Koeffi- 
zienten a^i, . . .,  Or  ein  Ideal  a  =»  (o^,  . . .,  a^.  Dieses  Ideal  a  heisst 
nach  D.  Hubert  der  InhaÜ  der  Form  F.  Dann  gilt  die  Thatsache, 
dass  der  Inhalt  des  Produktes  zweier  Formen  gleich  dem  Produkte 
ihrer  Inhalte  ist. 

Aus  diesem  Satze  folgt  insbesondere,  dass  inhaltsgleiche  Formen 
stets  den  nämlichen  Inhalt  haben  und  umgekehrt  alle  Formen  Ton 
dem  nämlichen  Inhalt  einander  inhaltsgleich  sind;  so  sind  zwei  Formen 
mit  gleichen  Koeffizienten  aber  beliebigen  verschiedenen  Yariabeln 
stets  einander  inhaltsgleich.  Dem  Satze  von  der  eindeutigen  Zerleg- 
barkeit eines  Ideals  in  Primideale  entspricht  in  der  i&onecX^'schen 
Formentheorie  der  Satz,  dass  jede  Form  im  Sinne  der  Inhaltsgleich- 
heit auf  eine  und  nur  auf  eine  Weise  als  Produkt  von  Primformen 
darstellbar  ist^*). 

11.  Zerlegbare  Formen  des  Körpers.  Sind  a^,  . . .,  «m  m  Basis- 
zahlen eines  Ideals  a,  so  ist  insbesondere  die  Norm 

n(|)  =  n{a^Uy  H [-  OmUt^ 

eine  in  m  lineare  Faktoren  zerlegbare  Form  m^^  Grades  der  m 
Veränderlichen  u^,  . . .,  Um-  Die  Koeffizienten  derselben  sind  ganze 
rationale  Zahlen  mit  dem  grössten  gemeinsamen  Teiler  n(a).  Nach 
Forthebung  dieses  Teilers  entsteht  eine  primitive  Form  U,  welche 
eine    zerlegbare    Form    des   Körpers   h  genannt   wird.     Wählt    man 


^ 


16)  Ygl.  femer  zur  Begründung  der  Kronecker^ sehen  Formentheorie  die 
Arbeiten  von  L.  Kronecker,  Berl.  Her.  1883,  p.  967;  B.Dedekind,  Prag,  deutsche 
math.  Ges.  1892,  p.  1  und  Gott.  Nachr.  1895,  p.  106;  F.  Mertens,  Wien.  Her. 
101  (1892),  p.  1660;  A.  Hurwiig,  Oött.  Nachr.  1894,  p.  291  und  1896,  p.  824. 
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an  Stelle  der  Basis  cc^,  . , .,  Om  eine  andere  Basis  a*/. . .,  a^  des 
Ideals  tt;  so  erhält  man  eine  Form  J7*,  welche  aus  U  vermöge 
ganzzahliger  linearer  Transformation  von  der  Determinante  +  1  her- 
vorgeht. Fasst  man  alle  diese  transformierten  Formen  unter  den  Be- 
griff der  FormenklcLSse  zusammen^  so  ist  ersichtlich,  dass  einem  jeden 
Ideal  a  eine  bestimmte  Formenklasse  zugehört.  Die  nämliche  Formen- 
klasse entsteht  offenbar  auch,  wenn  man  statt  des  Ideals  a  das  Ideal 
a  a  zu  Grunde  legt,  wo  a  eine  ganze  oder  gebrochene  Zahl  des  Körpers 
bedeutet,  d.  h.  einem  jeden  Ideal  der  nämlichen  Idealklasse  entspricht 
die  nämliche  Formenklasse. 

Gehören  zu  den  beiden  Idealen  a,  6  bez.  die  beiden  Formen  U,  V, 
sa  heisst  die  zu  dem  Ideale  c  =  ab  gehörige  Form  W  die  aus  den 
Formen  U  und  V  zusammengesetzte  Form,  Der  Multiplikation  der 
Idealklassen  entspricht  somit  die  Zusammensetzung  der  zerlegbaren 
Formen  des  Körpers. 

12.  Integiitätsbereiohe  des  Körpers.  Sind  d*,  17, . . .  irgend  welche 
ganze  algebraische  Zahlen,  die  in  ihrer  Gesamtheit  den  Körper  Ic  vom 
m^^  Grade  bestimmen,  so  wird  das  System  aller  ganzen  Funktionen 
von  d*,  1},  ...,  deren  Koeffizienten  ganze  rationale  Zahlen  sind,  mit 
[^,  ly, . . .]  bezeichnet  und  ein  Integritätsbereich  (L.  Kronecker),  Ordnung 
{R,  Dedekind)  oder  Zahlring  (D.  Hubert)  genannt.  Die  Addition,  Subtrak- 
tion und  Multiplikation  zweier  Zahlen  eines  Ringes  liefert  wiederum 
eine  Zahl  des  Ringes.  Der  Begriff  des  Ringes  ist  mithin  gegenüber 
den  drei  Rechnungsoperationen  der  Addition,  Subtraktion  und  Multi- 
plikation invariant.  Der  grösste  Zahlring  des  Körpers  k  ist  derjenige, 
welcher  alle  ganzen  Zahlen  des  Körpers  umfasst. 

2Z.  Dedekind  ^^)  hat  eine  Theorie  der  Integritätsbereiche  entwickelt 
und  insbesondere  die  Teilbarkeits-  und  Zerlegungsgesetze  untersucht; 
er  gelangt  entsprechend  den  oben  aufgestellten  Definitionen  ftlr  den 
Ring  zu  den  Begriffen:  Basis  des  Ringes,  Diskriminante  des  Ringes, 
Ringideal y  Basis  des  Ringideals,  Norm  des  Ringideals,  Führer  des 
Ringes  und  Bmgklasse,  Auch  der  Satz  von  der  Existenz  der  Grund- 
einheiten sowie  der  Satz  von  der  Endlichkeit  der  Klassenanzahl  ist 
ohne  Schwierigkeit  auf  einen  Ring  übertragbar  und  es  ist  nach 
B.  Bedekind  allgemein  die  Anzahl  der  Ringklassen  durch  die  Anzahl 
der  Idealklassen  des  Körpers  ausdrückbar. 

18.  Moduln  des  Körpers.  Wenn  fi^,  . . .,  fi^  irgend  m  ganze 
Zahlen  des  Körpers  k  sind,  zwischen  denen  keine  lineare  homogene 

17)  Festschrift  zur  S&ktdarfeier  des  Geburtstages  von  K,  F.  Chxusa,  Braun- 
schweig 1877. 
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Relation  mit  ganzen  rationalen  Koeffizienten  besteht^  so  wird  das 
System  aUer  mittelst  ganzer  rationaler  Koeffizienten  a^y . .  .y  a^  in 
der  Qestalt  a^  fi^  -f"  ' '  *  "h  ^m  f^  darstellbaren  Zahlen  Ton  12.  Dedekind 
ein  Modul  des  Körpers  k^  von  H.  Minkowski  ein  Zahlengiäer  genannt. 
Der  Begriff  des  Moduls  verhalt  sich  mithin  gegenüber  den  Operationen 
der  Addition  und  Subtraktion  invariant.  Beispiele  von  Moduln  sind 
das  System  aller  ganzen  Zahlen  des  Körpers  k,  das  Ideal^  der  Ring^ 
das  RingideaL  B,  Dedekind  nimmt  den  Begriff  des  Moduls  in  seinen 
Untersuchungen  über  algebraische  Zahlen  als  Grundlage.  Auch  für 
den  Modul  lassen  sich  die  Mehrzahl  der  für  den  Körper  und  für  den 
Ring  aufstellten  Definitionen  übertragen.  Man  erhalt  dann  ins- 
besondere die  Begriffe  Diskriminante  eines  Moduls,  zerlegbare  Form 
eines  Moduls,  ModuUdasse. 

14.  GkdoiB*80her  und  Abel*80her  Körper.  Ein  solcher  ZaM- 
körper  K,  welcher  mit  den  samtlichen  zu  ihm  konjugierten  Körpern 
übereinstimmt;  heisst  ein  Groiois'scher  Körper,  Ist  k  ein  beliebiger 
Zahlkörper  m*~  (Grades  und  sind  i',  . . .,  i^*"— *>  die  zu  k  konjugierten 
Körper,  so  kann  aus  samtlichen  Zahlen  der  Körper  kyk\  , . .,  U^—^^ 
ein  neuer  Körper  K  zusammengesetzt  werden;  dieser  Körper  K  ist 
dann  notwendig  ein  Gofois'scher  Körper,  welcher  die  Körper  k,k',..,^ 
Jc^m  —  i)  jg  Unterkörper  enthalt  Ein  jeder  beliebiger  Körper  k  kann 
mithin  stets  als  ein  Körper  aufgefasst  werden,  welcher  in  einem 
GoJoiVschen  Körper  als  Unterkörper  enthalten  ist. 

Der  Qulois^sclie  Körper  K  vom  M*^  Grade  werde  durch  die 
ganze  Zahl  0  bestimmt;  S  genügt  dann  einer  ganzen  ganzzahligen 
irreduziblen  Gleichung  M*^  Grades.  Die  M  Wurzeln  dieser  Glei- 
chung seien 

WO  ^1 ,  . . . ;  5jr  rationale  Funktionen  von  S  mit  rationalen  Koeffizienten 
bedeuten.  Werden  5^ ,  . . . ,  5jr  als  Substitutionen  aufgeÜEisst,  so  bilden 
sie  eine  Gruppe  G  vom  3f  ^°  GFrade,  da  ja  die  aufeinanderfolgende 
Anwendung  ii^nd  zweier  von  den  Substitutionen  s^,  . . .,  Sm  wiederum 
eine  dieser  Substitutionen  ei^ben  muss.  O  heisse  die  Gruppe  des 
Oalois' sehen  Korpers  £*  [I  A  6,  Nr.  5]. 

Um  einen  beliebigen  Unterkörper  des  Gcdois'Qchen  Körpers  in 
einfacher  Weise  zu  charakterisieren,  bedienen  wir  uns  folgender  Aus- 
dracksweise.  Wenn  r  Substitutionen  5^  =  1,  s,,  . . .,  5r  der  Gruppe  G 
eine  Untergruppe  g  vom  f^^  Grade  bilden,  so  bestimmt  offenbar  die 
Qesamtheit  aller  derjenigen  Zahlen  des  Körpers  K,  welche  bei  An- 
wendung einer  jeden  Substitution  von  g  ung^ndert  bleiben,  einen  in 


14«   Galois'flcher  n.  AbePscher  Körper.    16.  Zerlegungskörper  etc.      689 

K  enthaltenen  Körper  Tc  vom  Grade  w  =  —    Dieser  Körper  k  heisst 

der  eur  Untergruppe  g  gehörige  Unterkörper,  Der  (rafois'sche  Körper 
selbst  gehört  zu  der  Gruppe ,  welche  allein  aus  $^  =  1  besteht;  zur 
Gruppe  G  aller  Substitutionen  gehört  der  Körper  der  rationalen 
Zahlen.  Umgekehrt  gehört  ein  jeder  Unterkörper  k  des  Go/ois'schen 
Körpers  zu  einer  gewissen  Untergruppe  g  der  Gruppe  G.  Diese 
Gruppe  g  heisse  die  den  Unterkörper  k  bestimmende  Untergruppe. 

Ist  die  Gruppe  G  der  Substitutionen  s^y . .  .^Sm  eines  6ra?ois'sehen 
Körpers  K  eine  ^fcePsche  Gruppe  [I  A  6,  Nr.  20;  I  B  3e,  d,  Nr. 20], 
d.  h.  sind  die  Substitutionen  s^^  , .  .^  Sm  unter  einander  vertauschbar, 
so  heisst  der  G^oJois'sche  Körper  K  ein  Äbd'scher  Körper,  Ist  jene 
Substitutionsgruppe  G  insbesondere  eine  cyklische  [I A  6,  Nr.  10], 
d.  h.  sind  die  Jf  Substitutionen  $|;...,^jr  sämtlich  als  Potenzen  einer 
einzigen  unter  ihnen  darstellbar,  so  heisst  der  AbeVsche  Körper  K  ein 
cyklischer  Körper,  Die  aus  der  Kreisteilung  stammenden  Zahlkörper 
sind  sämtlich  AbeV sehe  Körper  und  nach  L,  Kranecker  sind  dies  auch 
die  allgemeinsten  Äbefschen  Zahlkörper  [I  C  4  b,  Nr.  5]. 

Die  soeben  definierten  Begriffe  lassen  folgende  Verallgemeine- 
rung zu: 

Es  sei  S  die  Wurzel  einer  Gleichung  I^^  Grades 

deren  Koeffizienten  o^,  ...,  ai  Zahlen  eines  Körpers  k  vom  m^^  Grade 
sind.  Diese  Gleichung  P*''  Grades  sei  überdies  im  Rationalitätsbereiche 
k  irreduzibel  und  von  der  besonderen  Eigenschaft,  dass  alle  übrigen 
l  —  1  Wurzeln  ^,  ...,  ©('""^^  derselben  sich  als  ganze  rationale  Funk- 
tionen der  Wurzel  &  darstellen  lassen,  wobei  die  Koeffizienten  dieser 
Funktionen  Zahlen  des  Körpers  k  sind.  Unter  dieser  Voraussetzung 
heisst  der  durch  0  bestimmte  Zahlkörper  vom  M  =  Im^""  Grade  ein 
reUxtw-Galois' scher  Körper  in  Bezug  auf  k.  Der  Grad  l  jener  Gleichung 
heisst  der  RelaHvgrad,    Wird  etwa 

©  =  s^e,   ©'  =  s,©, . . .,   0('-i)  =  Ä© 

gesetzt,  so  heisst  die  Gruppe  der  Substitutionen  S^, .  , .,  Si  die  Relativ- 
gruppc]  ist  diese  Gruppe  eine  AbeFsche,  so  heisst  der  Körper  K  ein 
reUUiV'Äbd'scher  Körper  in  Bemg  auf  k,  Ist  die  Relativgruppe 
cjUisch,  so  heisst  der  Körper  K  reloHvcyklisch. 

15.  Zerlegangskörper,  Trägheitskörper  und  Venweigungs- 
kövper  einee  PrimideaLi  im  GaloiB*0ohen  Körper.  Wählen  wir  nun 
ein  bestimmtes  Primideal  $  vom  Grade  f  im  Ghdois'schen  Körper  K 

Sneyklop.  d.  math.  WitMnach.    I.  44 
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aus,  so  giebt  es  eine  ganz  bestimmte  Reihe  ineinander  geschachtelter 
Unterkörper  von  K^  welche  für  das  Primideal  $  charakteristisch  sind. 

Es  sei  p  die  durch  $  teilbare  rationale  Primzahl;  femer  seien 
Zy  Zj  z"  j  ...  diejenigen  sämtlichen  Substitutionen  der  Gruppe  6r, 
welche  das  Primideal  $  ungeandert  lassen;  dieselben  bilden  eine 
Gruppe  vom  r,**°  Grade,  welche  die  Zerlegungsgruppe  des  Primideals 
$  genannt  und  mit  g,  bezeichnet  werden  soll.  Der  zur  Zerl^pmgs- 
gruppe  gg  gehörige  Körper  k,  werde  Zerlegungskörper  des  Primideals 
$  genannt. 

Weiter  seien  t,  f,  t\  ,  . .  die  sämtlichen  rt  Substitutionen  der 
Gruppe  O  von  der  Beschaffenheit,  dass  fdr  jede  beliebige  ganze  Zahl 
Sl  des  Körpers  K  die  Kongruenz  tSl'^  Sl  nach  $  erfQUt  ist;  es  wird 
leicht  gezeigt,  dass  diese  n  Substitutionen  eine  Gruppe  bilden.  Diese 
Ghruppe  r/*"°  Grades  werde  die  Trägheitsgruppe  des  Primideals  $  ge- 
nannt und  mit  gt  bezeichnet.  Der  zur  Trägheitsgruppe  gt  gehörige 
Körper  kt  werde  Trägheitskörper  des  Primideals  $  genannt.  Der  Träg- 
heitskörper ist  zugleich  der  höchste  in  K  enthaltene  Unterkörper, 
dessen  Differente  zu  ^  prim  ausfallt. 

Es  seien  endlich  v,  Vj  v\  . . .  samtliche  Substitutionen  s  der 
Gruppe  O  von  der  Art,  dass  ftlr  jede  beliebige  ganze  Zahl  Sl  des 
Körpers  K  die  Kongruenz  sH^^  Sl  nach  ^^  erfüllt  ist.  Die  von 
diesen  Substitutionen  gebildete  Gruppe  v,  v\  t?"  ...  wird  die  Ver- 
Zweigungsgruppe  des  Primideais  $  genannt  und  mit  g^,  bezeichnet.  Der 
zur  Verzweigungsgruppe  g^  gehörige  Körper  k„  wird  der  Verzweigungs- 
körper  des  Primideals  ^  genannt.  Endlich  gelangt  man  noch  durch 
gehörige  Fortsetzung  dieses  Verfahrens  zu  Verzweigungsgruppen  und 
Verzweigungskörpem  höherer  Art. 

Mit  Hilfe  dieser  Begriffe  erhalten  wir  einen  Einblick  in  die  bei 
der  Zerlegung  der  rationalen  Primzahl  p  in  dem  Galois'schen  Körper 
K  sich  abspielenden  Vorgänge.  Die  Primzahl  p  wird  nämlich  zu- 
nächst im  Zerlegungskörper  kg  von  $  in  der  Form  p  =  pa  zerlegt, 
wo  p  ein  Primideal  ersten  Ghrades  und  a  ein  durch  p  nicht  teilbares 
Ideal  des  Zerlegungskörpers  ist.  Der  Zerlegungskörper  von  $  ist  als 
Unterkörper  in  dem  Trägheitskörper  von  $ß  enthalten,  welcher  seiner- 
seits keine  weitere  Zerlegung  von  p  bewirkt,  sondern  lediglich  dieses 
Ideal  p  zu  einem  Primideal  /**•"  Ghrades  erweitert.  Ist  der  Körper  K 
selbst  der  Zerlegungskörper  oder  der  Trägheitskörper,  so  ist  nach 
diesem  ersten  Schritte  die  Zerlegung  bereits  abgeschlossen.  Im  anderen 
Falle  lässt  sich  p  für  K  noch  in  gleiche  Faktoren  spalten,  imd  zwar 
wird  p  zunächst  im  Verzweigungskörper  die  Potenz  eines  Primideab 
p,,  wobei  der  Exponent  in  p^  —  1  aufgeht  und  folglich  nicht  durch 
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jP  teilbar  ist.  Die  Spaltung  von  p  ist  mit  diesem  zweiten  Schritte 
notwendig  dann  und  nur  dann  abgeschlossen,  wenn  p  im  Grade  der 
Trägheitsgruppe  nicht  aufgeht  und  mithin  der  Körper  K  selbst  der 
Verzweigungskörper  ist.  In  den  nun  folgenden  Verzweigungskörpem 
schreitet  die  Spaltung  ohne  Aussetzen  fort  und  zwar  sind  die  bezüg- 
lichen Potenzexponenten  Zahlen  von  der  Gestalt  p',  p^,  . . .,  wobei  zu 
bemerken  ist;  dass  keiner  der  Exponenten  e,  e,  . . ,  den  Grad  f  des 
Primideals  $  überschreitet. 

Von  den  algebraischen  Eigenschaften  des  genannten  Körpers  sei 
die  von  D.  Hubert ^^)  bewiesene  Thatsache  erwähnt,  dass  der  Zer- 
legungskörper einen  Rationaliiätsbereich  bestimmt,  in  welchem  die 
Zahlen  des  Galois'schen  Körpers  K  lediglich  durch  Wurzelausdrücke 
darstellbar  sind. 

Mehrere  der  genannten  Sätze  gelten  ohne  wesentliche  Änderung 
fiir  relativ-Galois'sche  Körper. 

16*  ZusammensetBung  mehrerer  Körper.  Wird  aus  den  beiden 
Körpern  h^  und  h^  ein  Körper  K  zusammengesetzt,  so  enthält  nach 
D.  Hubert  die  Diskriminante  des  zusammengesetzten  Körpers  K  alle 
und  nur  diejenigen  rationalen  Primzahlen  als  Faktoren,  welche  in  der 
Diskriminante  von  h^  oder  in  derjenigen  von  k^  oder  in  beiden  auf- 
gehen. Wenn  man  insbesondere  aus  einem  beliebigen  Körper  Je  vom 
m**°  Grade  und  den  sämtlichen  zu  ihm  konjugierten  Körpern  Ä',  . . ., 
/j(m-i)  einen  Galois'schen  Körper  K  zusammensetzt,  so  enthält  die 
Diskriminante  dieses  Körpers  K  lediglich  die  in  der  Diskriminante 
von  k  aufgehenden  Primzahlen.  Auch  findet  man  unmittelbar  folgen- 
den Satz:  Zwei  Körper  k^  und  k^  bez.  von  den  Graden  m^  und  iWj, 
deren  Diskriminanten  zu  einander  prim  sind,  ergeben  durch  Zusammen- 
setzung stets  einen  Körper  vom  Grade  m^m^. 

Über  die  Frage  nach  dem  genauen  Werte  der  Diskriminante  und 
über  die  Zerlegung  der  Primideale  in  dem  aus  ä^,  k^  zusammen- 
gesetzten Körper  hat  K,  Hensel^^)  weitere  Untersuchungen  angestellt. 

17.    Belativoyklisoher  Körper  von  relativem  Frimsählgrade. 

Es  sei  K  ein  Zahlkörper  vom  Grade  Zw;  derselbe  sei  relativcyklisch 
in  Bezug  auf  den  Körper  k  vom  w*®^  Grade;  der  Relativgrad  l  sei 
eine  Primzahl.  Die  Substitutionen  der  cyklischen  Relativgruppe  seien 
1,  /S,  iS*,  . .  .,  S*"^.  D.  Hilbefi  definiert  dann  den  Begriff  der  sym- 
baUschen  Potenz  einer  Zahl  A  des  Körpers  K,  wie  folgt:  wenn  A  eine 


18)  Gott.  Nachr.  1894,  p.  224. 

19)  J.  f.  Math.  106  (1889),  p.  329. 
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beliebige  ganze  oder  gebrochene  Zahl  in  K  ist  und  a^  a^  . .  ^  ai^x 
irgend  welche  ganze  rationale  Zahlen  bedeuten^  so  möge  der  Ausdruck 

zur  Abkürzung  mit 

bezeichnet  werden^  wo  F{8)  die  auf  der  linken  Seite  im  Exponenten 
von  A  stehende  ganzzahlige  Funktion  von  8  bedeutet.  Die  symbo- 
lische F{8y*  Potenz  Ton  A  stellt  hiemach  stets  wiederum  eine  ganze 
oder  gebrochene  Zahl  des  Körpers  K  dar.  Diese  symbolische  Poten- 
zierung ist  die  Verallgemeinerung  einer  Bezeichntmgsweise^  welche 
L.  Krcnecker^)  im  Falle  des  Kreiskörpers  eingefClhrt  hat. 

Ist  femer  6  ein  Ideal  aus  einer  Klasse  C  des  Körpers  K^  so 
werde  die  durch  das  relativkonjugierte  Ideal  8^  bestimmte  Ideal- 
klasse mit  8C  bezeichnet.  Die  Klassen  8Cj  8^0,  . . .,  I^~^C  sollen 
die  zu  C  rdcMvkonjugierten  Klassen  heissen.     Die  durch  den  Ausdruck 

bestimmte  Klasse  wird  die  F{8)^  symbolische  Potene  der  Klasse  C 
genannt 

Ein  Ideal  9(  des  relativcyklischen  Körpers  K  heisst  ein  ambiges 
Ideal,  w6nn  dasselbe  bei  Anwendung  der  Operation  8  ung^ndert  bleibt 
und  wenn  ausserdem  ^  kein  von  1  verschiedenes  Ideal  des  Körpers 
k  als  Faktor  enthalt.  Insbesondere  heisst  ein  Primideal  des  Körpers 
K  ein  ambiges  Primidealy  wenn  dasselbe  bei  Anwendung  der  Sub- 
stitution 8  ungeändert  bleibt  und  nicht  zugleich  im  Körper  k  liegt 
Jedes  ambige  Ideal  ist  ein  Produkt  Yon  ambigen  Primidealen.  Die 
P  Potenz  eines  ambigen  Primideals  ist  gleich  der  Relatiynorm  des- 
selben und  stellt  im  Körper  k  selbst  ein  Primideal  dar.  Die  Relativ- 
differente  des  relativcyklischen  Körpers  K  enthält  alle  und  nur  die- 
jenigen Primideale,  welche  ambig  sind. 

Eine  Idealklasse  A  des  Körpers  K  heisse  eine  ambige  Klasse, 
wenn  sie  ihrer  relativkonjugierten  Klasse  8Ä  gleich  wird.  Die 
(1  —  S)^  symbolische  Potenz  sowie  die  P*  wirkliche  Potenz  einer 
ambigen  Klasse  A  ist  stets  eine  solche  Klasse  in  K,  welche  unter 
ihren  Idealen  sicher  auch  in  k  liegende  Ideale  enthält. 

Ist  C  eine  beliebige  Klasse  in  K,  so  nennt  D.  HiJbert  das  System 
aller  Klassen  von  der  Form  cC>  wo  c  die  Klassen  des  Körpers  k 
durchläuft;  einen  Komplex  des  Körpers  K,     Der  Komplex ,   der  aus 


v\ 


20)  Dissertatio  inauguralis,  Berolini  1845  -«  Werke  1,  p.  6. 
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den  sämtlichen  Eilassen  c  in  k  besteht^   heisse  der  Haupikomplex  des 
Körpers  K  und  werde  mit  1  bezeichnet. 

Wenn  P  und  P'  zwei  beliebige  Komplexe  sind  und  jede  Klasse 
in  P  mit  jeder  Elasse  in  P'  multipliziert  wird,  so  bilden  sämtliche 
solche  Produkte  wiederum  einen  Komplex;  dieser  werde  das  Produkt 
der  Komplexe  P  und  P'  genannt  und  mit  PP'  bezeichnet. 

Wenn  C  eine  Klasse  im  Komplexe  P  ist,  so  werde  derjenige 
Komplex,  zu  welchem  die  relativkonjugierte  Klasse  SC  gehört,  der  zu 
P  rdoHvkofyugierie  Komplex  genannt  und  mit  SP  bezeichnet. 

Jeder  Komplex,  der  mit  dem  ihm  relativkonjugierten  Komplexe 
übereinstimmt,  heisst  ein  cmbiger  Komplex,  Die  (1  —  S)^  symbolische 
Potenz  sowie  die  2^  wirkliche  Potenz  jedes  ambigen  Komplexes  ist 
gleich  dem  Hauptkomplex. 

D.  Hubert  gelangte  in  seinen  Untersuchungen  über  relativ- 
cyklische  Körper  von  relativem  Primzahlgrade  zunächst  zu  folgendem 
Ergebnis: 

Wenn  ein  relativcyklischer  Körper  K  von  ungeradem  relativem 
Primzahlgrade  l  die  Relativdifferente  1  in  Bezug  auf  k  besitzt,  so 
giebt  es  stets  in  k  ein  Ideal  j,  welches  nicht  Hauptideal  in  k  ist,  wohl 
aber  einem  Hauptideal  in  K  gleich  wird.  Die  J^  Potenz  dieses  Ideals 
)  ist  dann  notwendig  auch  in  A;  ein  Hauptideal,  und  die  Klassen- 
anzahl des  Körpers  k  ist  mithin  durch  l  teilbar. 

Die  genannte  Thatsache  gilt  auch  für  Z »»  2,  wenn  in  diesem 
Falle  noch  der  Umstand  hinzukommt,  dass  unter  den  durch  K  be- 
stimmten 2  m  einander  konjugierten  Körpern  doppelt  so  viel  reelle 
Körper  als  unter  den  durch  k  bestimmten  m  konjugierten  Körpern 
vorhanden  sind.  « 

Es  sind  zwei  besondere  Fälle  relativcyklischer  Körper  ausführlich 
untersucht  worden,  nämlich  von  E.  KtAmmer  der  Fall,  dass  l  eine  un- 
gerade Primzahl  bedeutet  und  für  k  der  Körper  der  P*°  Einheits- 
wurzeln genommen  wird  [I  C  4  b,  Nr.  7],  und  ferner  von  D.  Hubert 
der  relativquadratische  Körper  in  Bezug  auf  einen  beliebigen  Grund- 
körper k   [vgl.  Nr.  19  u.  20]. 

18.  KlsMenkörper  einea  beliebigen  Zahlkörpera.  Die  in  Nr.  17 
angedeuteten  Entwickelungen  führen  zu  einer  Theorie  der  Klassen- 
körper, deren  Hauptsätze  nach  D.  Hilbert^^)  wie  folgt  lauten: 

Es  sei  k  ein  völlig  beliebiger  Zahlkörper  und  h  die  Anzahl  der 
Idealklassen  dieses  Körpers,  im  engeren  Sinne  verstanden  (vgl.  Nr.  8). 


31)  Gott.  Nachr.  1898,  p.  370. 
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Ein  in  Bezug  auf  li  relativ-Aberscher  Körper  K  heisst  unverzwetgt^ 
wenn  die  Relatiydiskriminante  in  Bezug  auf  k  gleich  1  ausfallt^  oder, 
was  das  Nämliche  bedeutet,  wenn  es  in  Ä;  kein  Primideal  giebt,  das 
durch  das  Quadrat  eines  Primideals  in  K  teilbar  wird.  Dann  gilt 
folgendes  Theorem: 

In  Bezug  amf  h  existiert  stets  ein  rekUiv- Abelscher ,  unverjsweigter 
Körper  Kk  vom  BdaMvgrade  h;  dieser  Körper  Kk  heisse  der  Klassen- 
körper  von  k.  Der  Klassenkörper  Kk  enthalt  sämtliche  in  Bezug  auf 
k  relativ-AbeV sehen  unverzweigten  Körper  als  UfUerkörper, 

Die  BdaUvgruppe  des  Klassenkörpers  Kk  ist  mit  derjenigen  Abel- 
sehen  Gruppe  holoedrisch  isomorph  P  A  6,  Nr.  14],  die  du/rch  die  Zu- 
sammensetzung der  IdeaMassen  in  k  bestimmt  wird. 

Diejenigen  Primideale  p  des  Körpers  k,  welche  der  nämlichen  Ideal- 
Masse  von  k,  im  engeren  Sihne  verstanden,  angehören,  erfahren  im 
Klassenkörper  Kk  die  nämliche  Zerlegung  in  Primideale  dieses  Körpers 
Kk,  so  dass  die  weitere  S^legung  eines  Primideals  p  des  Körpers  k 
im  Körper  K  nu/r  von  der  Klasse  abhängt,  der  das  Primideal  p  im 
Körper  k  angehört 

Eine  ganze  Zahl  A  des  Klassenkörpers  Kk  heisst  eine  Ambige 
dieses  Körpers  Kk,  wenn  sie  die  beiden  folgenden  Bedingungen  er- 
füllt: 

a)  Die  ganze  Zahl  A  sei  total  positiv,  d.  h.  das  durch  A  dar- 
gestellte Ideal  gehöre  auch  im  engeren  Sinne  [Nr.  8]  der  Hauptklasse 
in  jSTA;  an. 

b)  Jede  zu  A  relativkonjugierte  Zahl  soll  sich  von  A  nur  um 
einen  Faktor  unterscheiden,  welcher  eine  Einheit  in  JSTX:  ist 

•  Eine  Ambige  heisst  insbesondere  eine  Primatnbige,  wenn  sie  sich 
nicht  als  ein  Produkt  von  zwei  Ambigen  darstellen  lässt,  es  sei  denn 
dass  eine  dieser  Ambigen  eine  Einheit  ist. 

Jede  AiYibige  des  Klassenkörpers  Kk  stellt  ein  Ideal  des  Grund- 
körpers  k  dar  und  umgekehrt  jedes  Ideal  des  Grundkörpers  k  lässt  sich 
durch  eine  Ambige  des  Klassenkörpers  Kk  darstellen;  diese  ist  ab- 
gesehen von  einem  Einheitsfaktor  durch  jenes  Ideal  bestimmt 

Jede  Ambige  des  Klassenkörpers  Kk  ist  mithin  auf  eine  und  nur 
auf  eine  Weise  in  ein  Produkt  von  Primambigen  zerlegbar,  wenn  man 
dabei  von  der  Willkür  der  auftretenden  Einheitsfaktoren  absieht. 

Diese  Eigenschaften  kommen  unter  allen  relativ- AbeVschen  Körpern 
in  Bezug  auf  ä;  allein  dem  Klassenkörper  Kk  zu. 

Durch  diese  Untersuchungen  ist  die  Theorie  der  Ideale  eines  be- 
liebigen Körpers  k  auf  die  Theorie  der  Ambigen  in  seinem  Klassenr 
körper  Kk  zwrückgeführt. 
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Allgemeineren  und  mehr  gruppentheoretischen  Charakters  sind 
die  Untersuchungen  von  Ä  Weber  ^  über  Zahlengruppen  in  alge- 
braischen Körpern. 

In  dem  Falle^  dass  der  Ghrundkörper  Je  ein  quadratischer  imagi- 
närer Körper  ist,  liefert  die  von  L,  Kronecker  ^*)  begründete  und  von 
H,  Weber  ^)  entwickelte  sogenannte  komplexe  Multiplikation  der  ellip- 
tischen Funktionen  [I  G  6]  den  zugehörigen  Klassenkörper. 

19.  BelativqnadratiBOher  Zahlkörper.  Die  Theorie  der  relativ- 
quadratischen Körper  ist  nichts  anderes  als  eine  Theorie  der  quadra- 
tischen Gleichungen,  deren  Koeffizienten  algebraische  Zahlen  sind. 
Die  Theorie  der  quadratischen  Gleichungen  mit  rationalen  Zahlen- 
koeffizienten bildet  den  Hauptgegenstand  der  Disquisitiones  arith- 
meticae  von  Gauss  [I  C  2,  Nr.  c] ;  DiricMet  und  Kronecker  machten  die 
wichtigsten  Ergänzungen  zu  dieser  Theorie  [I  C  3,  Nr.  2].  Die  all- 
gemeine Theorie  der  relativ-quadratischen  Körper  ist  von  D.  Hubert  **) 
ausführlich  entwickelt  worden,  und  zwar  nach  Methoden,  welche  bei 
gehöriger  Verallgemeinerung  auch  in  der  Theorie  der  relativ- Aberschen 
Körper  von  beliebigem  Relativgrade  verwendbar  sind.  Um  zunächst 
die  Eigenschaften  des  relativquadratischen  Klassenkörpers  kurz  her- 
vorzuheben, machen  wir  für  den  zu  Grunde  liegenden  Körper  k  die 
Annahme,  dass  die  Anzahl  h  der  Idealklassen  im  ursprünglichen 
weiteren  Sinne  mit  der  im  engeren  Sinne  verstandenen  Klassen- 
anzahl h  übereinstimme  und  gleich  2  sei.  Der  Klassenkörper  Kk 
ist  dann  relativ-quadratisch  und  besitzt  folgende  Eigenschafben: 

Der  Klassenkörper  Kk  ist  unverzweigt  in  Bezug  auf  k^  d.  h.  er 
hat  die  Relativdiskriminante  1  in  Bezug  auf  k.  —  Die  Klassenanzahl 
H  des  Klassenkörpers  Kk,  im  weiteren  sowie  im  engeren  Sinne  ver- 
standen, ist  ungerade.  —  Diejenigen  Primideale  in  i,  welche  in  k 
Hauptideale  sind,  zerfallen  in  Kk  in  das  Produkt  zweier  Primideale. 


22)  Math.  Ann.  48  (1897),  p.  433;  49  (1897),  p.  83;  60  (1897),  p.  1. 

23)  „Zur  Theorie  der  elliptischen  Funktionen",  Berl.  Ber.  1883,  p.  497, 
525;  1885,  p.  761;  1886,  p.  701;  1889,  p.  53,  123,  199,  255,  309;  1890,  p.  99, 123, 
219,  307,  1025. 

24)  „Elliptische  Funktionen  und  algebraische  Zahlen",  Braunschw.  1891. 
Betreffs  des  Zusammenhanges  der  komplexen  Multiplikation  der  elliptischen 
Funktionen  und  der  Theorie  derjenigen  Zahlkörper,  die  in  Bezug  auf  einen 
quadratischen  imaginären  Grundkörper  relativ-AbeFsche  sind  vgl.  den  Auszug 
aus  einem  Briefe  von  L.  Kranecker  an  E.  Dedekind,  Berl.  Ber.  1895,  p.  115, 
sowie  D.  Hubert,  Deutsche  Math.-Ver.  6  (1899),  p.  94. 

25)  Deutsche  Math.-yer.  6  (1899),  p.  88 ;  Math.  Ann.  51  (1899),  p.  1;  Gott. 
Nachr.  1898,  p.  370. 
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Diejenigen  Primideale  in  k^  welche  in  k  nicht  Hauptideale  sind, 
bleiben  in  Kk  Primideale;  sie  werden  jedoch  in  Kk  Hauptideale. 

Von  diesen  drei  Eigenschaften  charakterisiert  jede  für  sich  allein 
bei  unseren  Annahmen  über  den  Körper  k  in  eindeutiger  Weise  den 
Klassenkörper  Kk, 

Die  wichtigsten  Thatsachen  in  der  Theorie  der  allgemeinen  relativ- 
quadratischen  Körper  sind  das  Reziprozitatsgesetz  für  quadratische 
Reste  (vgl.  Nr.  20),  die  Möglichkeit  einer  Einteilung  der  Idealklassen 
in  Geschlechter  und  der  Satz,  demzufolge  in  einem  relativquadra- 
tischen  Körper  in  Bezug  auf  k  stets  die  Hälfte  aller  denkbaren 
Charakterensysteme  wirklich  durch  Geschlechter  vertreten  sind.  Aus 
dem  letzteren  Satze  fliessen  dann  die  Bedingungen  f&r  die  Auflösbar- 
keit temärer  diophantischer  Gleichungen,  deren  Koeffizienten  Zahlen 
des  beliebigen  Rationalitatsbereiches  k  sind. 

Auf  Grund  der  Theorie  des  relativquadratischen  Körpers  ist  es 
femer  möglich,  eine  Reihe  von  bekannten  Sätzen  über  quadratische 
Formen  mehrerer  Variabler  mit  rationalen  Koeffizienten  auf  den  Fall 
zu  übertragen,  dass  die  Koeffizienten  beliebige  algebraische  Zahlen 
sind.  Insbesondere  hat  D.  ESJbert^^  einen  Satz  gegeben,  der  die 
Verallgemeinerung  eines  bekannten  Satzes  von  Fermai  darstellt  [I  C  2, 
Nr.  d,  7].  Dieser  Satz  sagt  aus,  dass  jede  total  positive  (vgL  Nr.  8) 
Zahl  in  einem  beliebigen  Zahlkörper  k  sich  stets  als  Simime  von  vier 
Quadraten  gewisser  Zahlen  des  Körpers  k  darstellen  lasst 

Von  diesem  Satze  kann  eine  Anwendung  auf  die  Frage  gemacht 
werden,  ob  eine  elementargeometrische  Konstruktionsaufgabe  [HI  A  3] 
zu  ihrer  Lösung  lediglich  das  Ziehen  von  Geraden  und  das  Abtragen 
von  Strecken,  nicht  aber  das  Auffinden  der  Schnittpunkte  einer  G^ 
raden  und  eines  beliebigen  Kreises  erfordert*^. 

20.  BeBiprozitätsgeaetB  für  quadratiBOhe  Beste  in  einem  be- 
liebigen Zahlkörper.  Die  Theorie  des  relativquadratischen  Körpers  führte 
D.Hübert^^)  zur  Entdeckung  des  Reziprozitätsgesetzes  für  quadratische 
Reste  in  einem  beliebigen  Zahlkörper,  welches  das  bekannte  Rezi- 
prozitatsgesetz [I C  1,  Nr.  6]  als  einfachsten  Spezialfall  in  sich  schliesst. 

Es  sei  ein  beliebiger  Zahlkörper  vom  Grade  m  als  Grundkörper 
vorgelegt.  Das  bekannte  Symbol  aus  der  Theorie  der  rationalen 
Zahlen  überträgt  sich  dann,  wie  folgt: 

26)  Gott.  Nachr.  1898,  p.  870. 

27)  D.  Hubert,  ,,Grandlageii  der  Geometrie^\  Festschrift  zur  Enthüllnng 
des  Gauss-Weber-Denkmals  zu  Göttingen,  Leipzig  1899,  Kap.  7. 

28)  Deutsche  Matk-Yer.  6  (1899),  p.  88;  Math.  Aim.  51  (1899),  p.  1;  Göti 
Nachr.  1898,  p.  870. 
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Es  sei  p  ein  in  2  nicht  aufgehendes  Primideal  des  Körpers  Je 
und  a  eine  beliebige  zu  p  prime  ganze  Zahl  in  Je:  dann  bedeute  das 

Symbol  (y)  ^^^  Wert  +  1   oder  —  1;  je  nachdem  «  dem  Quadrat 

einer  ganzen  2jahl  in  Je  nach  p  kongruent  ist  oder  nicht.     Ist  ferner 
a  ein  beliebiges  zu  2  primes  Ideal  in  Je  und  hat  man  a  «s  pq  . . .  tU; 

wo  py  q,  .  .  .^  tD  Primideale  in  Je  sind,  so  möge  das  Symbol  f-^j  durch 
die  folgende  Gleichung  definiert  werden: 

(f)  -  (f )  (f )  ■  ■  ■  (a  • 

Bei  geeigneter  Definition  der  Begriffe  „primäre  Zahl",  jyJ^yper- 
primäre  2j(M"y  „primäres  Ideal"  und  „hyperprimäres  Ideal"  lautet  dann 
der  wesentliche  Inhalt  des  ersten  und  zweiten  Er^nzungssatzes  zum 
Reziprozitätsgesetz  bez.  des  allgemeinen  Reziprozii&tsgesetzes  wie  folgt: 

Wenn  a  ein  primäres  Ideal  in  Je  ist,  so  giebt  es  stets  eine  primäre 
Zahl  Uy  so  dass  a  ^=  (a)  wird,  und  umgekehrt:  wenn  a  eine  primäre 
Zahl  in  Je  ist,  so  ist  das  Ideal  a  =»  (a)  stets  ein  primäres  Ideal. 

Wenn  a  ein  hyperprimäres  Ideal  in  Je  ist,  so  giebt  es  stets  eine 
hyperprimäre  Zahl  or,  so  dass  a  =  (a)  wird,  und  umgekehrt:  wenn  a 
eine  hyperprimäre  Zahl  in  Je  ist,  so  ist  das  Ideal  a  =»  (a)  stets  ein 
hyperprimäres  Ideal 

Wenn  v,  fi,  v,  ^  irgend  welche  zu  2  prime  ganze  Zahlen  in  Je 
sind  derart,  dass  die  beiden  Produkte  vv  und  /nfi'  primär  ausfallen, 
so  ist  stets 

0  (t)  -  (7)  (^)  ■ 

Um  jedoch  das  Reziprozitätsgesetz  in  einheitlicher  und  yoll- 
ständiger  Weise  darzustellen  und  zu  beweisen,  bedarf  es  eines  neuen 
Symbols:  Es  sei  to  irgend  ein  Primideal  in  A;,  und  es  seien  v^  fi  be- 
liebige ganze  Zahlen  in  Je^  nur  dass  /n  nicht  gleich  dem  Quadrat  einer 
Zahl  in  Je  ausfällt:  wenn  dann  v  nach  tD  der  Relativnorm  einer  ganzen 
Zahl  des  Körpers  K{^^  kongruent  ist  und  wenn  ausserdem  auch  für 
jede  höhere  Potenz  von  to  stets  eine  solche  ganze  Zahl  A  im  Körper 
Ä'(y^)  gefunden  werden  kann,  dass  i/^^(A)  nach  jener  Potenz 
Ton  tD  ausfällt^  so  nennt  2).  Hubert  v  einen  Narmenrest  des  Körpers 
K(yii)  nach  tD;  in  jedem  anderen  Falle  einen   NarmennicJUrest  des 

Körpers  K(y(i)  nach  tt).    Nunmehr  wird  das  Symbol  C^)  definiert, 
indem  man 

=  +  1     oder     ■»  —  1 


(¥) 
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setzt,  je   nachdem  v  Normenrest  oder  Normennichtrest  nach  Xo  ist. 
F^llt  II  gleich  dem  Quadrat  einer  ganzen  Zahl  in  Je  aus,  so  wird  stets 

(=v')  - + ' 

gesetzt. 

Für  das  eben  definierte  Symbol  gelten  die  Formeln: 

('4-')-m)(^). 

Mü  Benuiaung  desselben  drückt  sich  d(is  allgemeinste  BejriprogitätS' 
gesetg  für  quadroMsche  Beste  durch  die  Formel  aus: 

Hierin   bedeuten   v^  (i  zwei   beliebige   ganze  Zahlen   des  Körpers  1c, 
Das  Produkt  linker  Hand  ist  über  alle  Primideale  tD  des  Körpers  k 

zu   erstrecken;   da,  wie   sich   zeigt,  das   Symbol  (^)  nur  för  eine 

endliche  Anzahl  von  Primidealen  VD  den  Wert  —  1  haben  kann,  so  konunt 
bei  der  Bestimmung  des  Wertes  des  Produktes  nur  eine  endliche  An- 
zahl von  Faktoren  in  Betracht  Auf  der  rechten  Seite  der  Formel 
bedeuten  v',  /*';  .  . .;  i/(*-^^,  /*^""^)  die  zu  v,  fi  konjugierten  Zahlen 
bez.  in  den  zu  k  konjugierten  Körpern  Ä:';  ...;  Ä^*"*^;  das  Zeichen 
[v,  fi]  bedeutet  den  Wert  —  1 ,  wenn  der  Körper  k  reell  und  zugleich 
jede  der  beiden  Zahlen  v,  (i  negativ  ist;  in  jedem  anderen  Falle  be- 
zeichnet [v,  fi]  den  Wert  +  1.  Entsprechend  bedeutet  [v',  /*']  den 
Wert  —  1,  wenn  k'  reell  und  zugleich  jede  der  beiden  Zahlen  Vy(i 
negativ  ausfällt,  in  jedem  anderen  Falle  dagegen  soll  [v\  fiHj  den 
Wert  +  1  haben,  u.  s.  £ 

Sind  beispielsweise  k  und  alle  zu  k  konjugierten  Körper  imaginär, 
so  lautet  das  Reziprozitätsgesetz 


w 


w 
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1.   Ereiskörper  für  einen  Primsahlexponenten.    Bedeutet  l  eine 
ungerade  Primzahl,  so  ist  die  Gleichung  l  —  !*•"  Grades 


x'^l 


F(x)  =  - — f  —  a;*-!  +  a;»-«  -^ [-1—0 


«— 1 
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im    Bereich    der    rationalen   Zahlen    irreduzibeP)  ^    d.   h.   der    durch 

f  =  e  '     bestimmte  Korper  k  (f )  besitzt  den  Grad  l  —  1 ;  der  Körper 
k(t)  wird  der  Kreiskörper  der  l^^  Einheitswurzehi  genannt 

Die  Primzahl  l  gestattet  in  k(X)  die  Zerlegung  Z  =  p-*,  wo 
I  =  (1  —  t)  611^  Primideal  ersten  Grades  in  k{i)  ist;  hieraus  kann 
die  Irreduzibilität  obiger  Gleichung  geschlossen  werden.  In  dem 
Kreiskörper  der  i***  Einheitswurzehi  t(5)  bilden  die  Zahlen  1,  f, 
S*;  •  •  -j  ?~*  eine  Basis.    Die  Disknminante  des  Kreiskörpers  k(i)  ist 

rf  =  (_  1)  «   V-K 
Die  reellen  Zahlen 


«ir 


-|/(i~t^(l-"r^        /  I  -  n 


sind  Einheiten  des  Kreiskörpers  ft((). 

Für  die  24erlegungen  der  von  l  verschiedenen  rationalen  Prim- 
zahlen im  Körper  k(i)  gilt  nach  E.  Kummer^)  die  folgende  Regel: 
Ist  p  eine  von  l  verschiedene  rationale  Primzahl  und  f  der  kleinste 
positive  Exponent,  für  welchen  p^  ^1  nach  l  ausfallt,  und  setzen  wir 
dann  l —  1  sk  e/*^  so  findet  im  Kreiskörper  k(t)  die  Zerlegung 

statt^  wo  f^ ,  . . . ,  p«  von  einander  verschiedene  Primideale  f*^'^  Grades 
in  k(i)  sind. 

2.  Kroiflkörperftbr  einen  suBanmieiigeeetitenWiiraelezponenten^ 
Die  entspt^chenden  Überlegungen  lassen  sich  na«li  E.Kummer»)  fiir 
denjenigen  Körper  anstellen,  der  durch  Einheitswurzeln  mit  einem 
zusammengesetzten  Wurzelexponenten  bestimmt  ist.  Es  sei  m  ein  Pro- 
dukt aus  Potenzen  verschiedener  Primzahlen  etwa  m  «»  2{^^  . . . .   Der 

durch  Z  =  e  "•    definierte  Kreiskörper  k(Z)  der  w**°  Einheitswurzeln 

entsteht    dann    durch   Zusammensetzung    der    Kreiskörper    k\e^^ ), 

fe  Ve  *»*•/,.. .  d.  h.  der  Kreiskörper  der  ^^*•^  der  ^♦•^  . .  .  Einheits- 
wurzeln. 


1)  Die  Litteratur  über  die  Beweise  hierfür  findet  sich  in  dem  Buche 
P.  Bachmann'Sy  Vorlesung  V  angegeben;  vgl.  femer  Dirichlet's  Vorl.  über  Zahlen - 
theorie,  herausgeg.  von  B.  Dedekind,  Suppl.  XI  und  Weber's  Algebra  2,  Nach- 
trag n. 

2)  J.  f.  Math.  36  (1847),  p.  327. 

3)  Berl.  Abb.  1866«,  p.  1. 
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Der  Grad  des  Körpers  k(Z)  der  m  ■«  Zl*j}» . .  .*•"  Einheitswurzeln  ist 
0(m)  =  ll'-\h-  l)1^-\lt  -  1)  . .  .. 

Der  KreiskOrper  k{Z)  besitzt  die  Basiszahlen  1,  Z,  Z*,  . . .,  2***^*")""^. 

Ist  p  eine  in  m  «=  {^'2^  . .  .  nicht  aufgehende  rationale  Primzahl 
und  f  der  kleinste  positive  Exponent^  für  welchen  j/  ^  1  nach  m 
ausföllt^  und  wird  dann  q>(m)  »=  ef  gesetzt ,  so  findet  im  Kreiskörper 
i(Z)  der  w**°  Einheitswurzeln  die  Zerlegung 

1) = ^,  •  •  •  ^. 

statt,  wo  5Pi ,  . . . ,  5p«  von  einander  verschiedene  Primideale  /**•**  Grades 
in  k(Z)  sind. 

Ist  femer  p*  eine  Potenz  von  p  und  wird  m*  ^^^^p^m  gesetzt,  so 
findet  im  Körper  Ä(Z*)  der  »t***°  Einheitswurzeln  die  Zerlegung 

p^  {5P;...5P;}i^~'Cp-i) 

statt,  wo  5PJ, . . .,  ^*  von  einander  verschiedene  Primideale  /**•**  Grades 
in  k(Z*)  sind. 

Wenn  m  eine   Potenz   einer   Primzahl  l  ist,   und  g  eine   nicht 


iiit 


durch  l  teilbare  Zahl  bedeutet,  so  stellt  in  dem  durch  Z  »>  e  "*    be- 

stimmten  Kreiskörper  der  Ausdruck  __-  stets  eine  Einheit  dar. 
Wenn  die  Zahl  m  verschiedene  Primfaktoren  entlmlt  und  g  eine  zu  m 

prime  Zahl  bedeutet,  so  stellt  in  dem  durch  Z  =  e  *"  bestimmten 
Kreiskörper  der  Ausdruck  1  —  Z'  stets  eine  Einheit  dar. 

Von  einer  jeden  beliebigen  Einheit  eines  Kreiskörpers  ife  \e  *"  / 
gilt  nach  L,  Kronecker  ^)  die  Thatsache,  dass  sie  gleich  dem  Produkte 
einer   Einheitswurzel   und   einer   reellen   Einheit   ist.     Die  Einheits- 

Wurzel  liegt  dabei  nicht  notwendig  immer  in  dem  Körper  k\e^  } 
selbst,  sondern  kann,  wenn  m  verschiedene  Primzahlen  enthält,  bei 
geradem  m  eine  2m^,  bei  ungeradem  m  eine  4m^  Einheitswurzel  sein. 

3*  Iiagraiice*80lie  Betolvente  oder  Wunelsahl.  Es  sei  l^^2 
oder  eine  ungerade  Primzahl,  femer  p  =  Jw  +  1  eine  rationale  Prim- 

zahl,  es  werde  Z  *»  e  '^  gesetzt  und  es  bezeichne  12  eine  Primitiv- 
zahl nach  p.    Der  Ausdmck 

.4  =  Z  +  f  Z^  +  t*Z^*  H h  fi'-ÄZ^'""* 


4)  J.  f.  Math.  68  (1867),  p.  176  »  Werke  1,  p.  109. 
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heisst  die  Lagrangffmiie  Besolvente  oder  WurzdeaM  des  Körpers  h(Z)] 
dieselbe  zeichnet  sich  davtk  folgende  Eigenschaften  aus: 

Die  V^  Potenz  A^  der  Lagnttge'schen  Wurzelzahl  A  gestattet  in 
k{i)  die  Zerlegung 

WO  p  das  durch  die  Formel  p  =  (p,  g  —  Br"^)  bestHttpte  Primideal 
in  Ä;(g)  ist;  femer  haben  wir  hierbei  5  =  (g :  g^)  gesetzt,  wohfei  r  eine 
Primitiyzahl  (primitive  Wurzel)  nach  l  und  wo  allgemein  r_<  die 
kleinste  positive  ganze  rationale  Zahl  bedeutet,  welche  der  —  i*^ 
Potenz  r"*  der  Primitiyzahl  r  nach  l  kongruent  ist.  Die  Lagrange'sche 
Wurzelzahl   A   ist   ^  —  1    nach   I  =  (1  —  g)    und    hat   femer   die 

Eigenschaft,  dass  ihr  absoluter  Betrag  =\Y3\  ist. 

Die  Lagrange'sche  Wurzelzahl  A  des  Körpers  k  ist  eine  ganze 
Zahl  des  aus  k(i)  und  k(Z)  zusammengesetzten  Körpers,  welche  sich 
durch  die  eben  aufgezahlten  Eigenschaften  bis  auf  einen  Faktor  £^ 
völlig  bestimmt,  wobei  £*  eine  l^  Einheitswurzel  ist.  Um  endlich 
auch  diesen  Faktor  g*  festzulegen,  muss  man  ^4  =  |y^|e**^v  setzen 
derart,  dass  0  ^  9  <  1  sei,  und  dann  entscheiden,  in  welchem  der  l 
Intervalle 

die  betreffende  Zahl  9  gelegen  ist.  Aus  dieser  Frage  entsteht  in  dem 
besonderen  Falle,  dass  statt  l  die  Primzahl  2  gewählt  wird,  das  be- 
rühmte Problem  der  Bestinmiung  des  Vorzeichens  der  Summen  von 
Gauss  ^)  [n  A  3,  Nr.  30]  und  es  gilt  der  Satz,  dass  die  Lagrange'sche 
Wurzelzahl  A  für  Z  =  2  eine  positiv  reelle  oder  positiv  rein  imaginäre 
Zahl  ist. 

Die  KoefQzienten  der  verschiedenen  Potenzen  von  g  in  dem  Aus- 
drucke für  A  werden  gewöhnlich  „Perioden^  gemmnt.  Die  Litteratur 
weist  eine  Reihe  von  Abhandlungen  auf,  welche  sich  mit  diesen 
Perioden,  sowie  mit  verwandten  ganzen  Zahlen  von  Kreiskörpem  be- 
schäftigen^). 

4.  Anwendniigen  der  Theorie  des  Ereiskörpers  auf  den  quadra- 
tiflohen  Körper.  Indem  wir  gewisse  Eigenschaften  des  Kreiskörpers 
der  m^^  Einheitswurzeln  für  einen  in  ihm  enthaltenen  quadratischen 
Unterkörper  verwerten,  gelangen  wir  zu  neuen  Sätzen  über  den  quadra- 
tischen Zahlkörper.     Insbesondere  ist  eine  jede  Einheit  eines  reellen 


6)  Gotting.  Comm.  rec.  1  (ISll)  »  Werke  2,  p.  11. 

6)  Vgl.  den  zu  An&ng  genannten  Bericht  von  D.  Hilbert,  p.  364. 
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quadratischen  Körpers  Tc  (}/m  )  eine  Wurzel  mit  rationalem  ganzzahligem 
Exponenten   aus   einem  Produkte    von  Kreiseinheiten;   es  wird  nach 

DincUef^)  eine  spezielle  Einheit  des  Körpers  Tc^Ym)  einfach   durch 
den  folgenden  Ausdruck 

(hirt  hirt\ 


(gilt  __  a%n\ 


erhalten,  wo  d  die  Diskriminante  des  Körpers  Tciym)  bedeutet,  und 

wo  die  Produkte  //,  //  über  alle  diejenigen  Zahlen  a  oder  6  der 

(«)      if>) 

Reihe  1,  2,  ... ,  d  zu  erstrecken  sind,  welche  der  Bedingung  ( — j «»  -}- 1 
bez.  (4)  =  -  1  genügen. 

Es  sei  p  entweder  die  Primzahl  2  oder  eine  beliebige  von  l  ver- 
schiedene ungerade  rationale  Primzahl.  Indem  wir  die  Zerlegung  von 
p  einerseits  in  dem  Kreiskörper  Ä(g)  der  Z**°  Einheitswurzeln,  anderer- 
seits direkt  in  dem  quadratischen  Unterkörper  Tc^  ausfahren  und  her- 
nach die  erhaltenen  Resultate  mit  einander  vergleichen,  gelangen  wir 
nach  L,  Kronecker  ^)  zu  einem  neuen  Beweise  des  Reciprozitätsgesetzes 
för  quadratische  Reste  [I  C  1,  Nr.  6]. 

Die  in  Nr.  3  genannten  Thatsachen  liefern  für  den  quadratischen 
Körper  folgende  von  Jacobi  ^),  Cauchy  *®)  und  Eisenstein  *^)  gefundenen 
Resultate:  Wenn  l  eine  rationale  Primzahl  mit  der  Kongruenzeigen- 
schaft 2^3  nach  2^  ist  und  p  eine  rationale  Primzahl  von  der  Ge- 
stalt p  =  ml  '\'  1  bedeutet,  so  gilt  für  ein  jedes  in  p  aufgehende 
Primideal  p  des  imaginären  quadratischen  Körpers  k  ()/ —  l)  die  Äqui- 
valenz 

Zb^Za 

WO  2^  d^^  Summe  der  kleinsten  positiven  quadratischen  Reste  und 

2  h   die   Summe   der    kleinsten    positiven    quadratischen   Nichtreste 
nach  l  bedeutet.     Setzt  man  femer  jp  :s  ^  p'  und 


7)  J.  f.  Math.  17  (1887),  p.  286  «  Werke  1,  p.  343. 

8)  Berl.  Ber.  1880,  p.  686,  854. 

9)  J.  f  Math.  2  (1827),  p.  66;  9(1832),  p.  189;  30(1887),  p.  166;  19  (1889), 
314  »  Werke  6,  p.  238,  240,  264,  276. 

10)  Par.  C.  R.  10  (1840),  p.  61,  86,  181,  229  »  Oenvr.  (1)  6,  p.  62,  64,  86,  96. 

11)  J.  f.  Math.  27  (1844),  p.  269. 
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Hb— Ha 

wobei  yt  eine  ganze  Zahl  des  imaginären  quadratischen  Körpers  k  (}/ — l) 
bedeutet,  so  gilt  die  Kongruenz 

n[{am)\] 

wo  das  im  Nenner  stehende  Produkt  über  alle  kleinsten  positiven 
quadratischen  Reste  a  nach  l  zu  erstrecken  ist. 

5.    Kreiakörper  in   seiner  Bigensohaft  als  Abel*80her  Körper. 

Wir  erweitem  nunmehr  den  Begriff  des  Kreiskörpers,  wie  er  bisher 
in  Betracht  kam:  wir  bezeichnen  als  einen  Kreiskörper  schlechthin 
nicht  nur  einen  jeden  durch  die  Einheitswurzeki  von   irgend  einem 

Exponenten  m  bestimmten  Körper  k\e  "*  ) ,  sondern  auch  einen  jeden, 

/— ^ 
irgendwie  in  einem  solchen  besonderen  Kreiskörper  Ä;  \e  *"  /  enthaltenen 

Unterkörper.  Da  jeder  Körper  k\e  ^  )  ein  AbeFscher  Körper  ist  und 
femer,  wenn  m  und  m'  irgend  welche  Exponenten  bedeuten,  der  Körper 
der  m^"  Einheitswurzeln  und  der  Körper  der  m^^  Einheitswurzeln 
beide  zugleich  in  dem  Körper  der  m  -  m^^  Einheitswurzeln  als  Unter- 
körper enthalten  sind,  so  gelten  für  diesen  erweiterten  Begriff  des 
Kreiskörpers  allgemein  die  folgenden  Thatsachen:  Jeder  Kreiskörper 
ist  ein  AbeFscher  Körper.  Jeder  Unterkörper  eines  Kreiskörpers  ist 
ein  Kreiskörper.  Jeder  aus  Kreiskörpem  zusammengesetzte  Körper  ist 
wiedemm  ein  Kreiskörper.  Die  erstere  Aussage  lässt  sich  wie  folgt 
umkehren: 

Jeder  AbeTsche  Zahlkörper  im  Bereiche  der  rationalen  ZaJden  ist 
ein  Kreiskörper  [I  C  4  a,  Nr.  14], 

Diesen  Satz  hat  zuerst  L.  Kronecker  ^^)  aufgestellt,  dann  gab 
Ä  Wfher^^)  einen  vollständigen  Beweis.  Von  D.  Milbert^^)  endlich  rührt 
ein  rein  arithmetischer  Beweis  des  Satzes  her,  der  weder  die  Kummer'sche 
Zerlegung  der  Lagrange'schen  Resolvente  in  Primideale,  noch  die  An- 
wendung der  dem  Wesen  des  Satzes  fremdartigen  transcendenten 
Methoden  von  Dirichiet  p  C  3,  Nr.  2]  erfordert. 


12)  Berl.  Ber.  1853,  p.  866  und  1877,  p.  846. 
IS)  Acta  math.  8,  p.  198  und  9,  p.  106  (1886,  1887). 
U)  Qött.  Nachr.  1896,  p.  29;  in  yereinfachter  Form  Deutsche  Math.-Ver.  4 
(1897),  p.  889—861. 
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6«  TranBoendente  Bestimmting  der  Ansahl  der  Idealkl  Hiwen  im 
Ereiakörper.  Auf  Grund  der  in  Nr.  9  des  Artikels  [I  G  4  a]  über 
den  algebraischen  Zahlkörper  behandelten  Methode  von  Diricklet  fand 
E,  Kummer^)  das  Resultat: 

Ist  l  eine  ungerade  Primzahl,  so  stellt  sich  die  Elassenanzahl  h 
des  Kreiskörpers  der  P^^  Einheitswurzeln,  wie  folgt,  dar: 


iirtn'u 


ne 


i— 1 


f^^JuLJüL 


m 


1—8 
8 


R 


Hierin   ist    das   Produkt  JJ  über   die   ungeraden   Zahlen   u=^  l,S, 


(u) 

5,  . . . ,  Z  —  2   und  jede  einzelne  Summe  ^  über  die  Zahlen  »  =  1, 

2,  3,  . . .,  Z  —  1  zu  erstrecken;  femer  ist  eine  Primitiyzahl  r  nach  l 
zu  Gründe  gelegt  und  man  hat  unter  n'  eine  solche  zu  n  gehörige 
ganze  rationale  Zahl  zu  verstehen,  für  welche  r^'  ^n  nach  l  wird. 
A  bedeutet  die  Determinante 

log«i,        log%,        .  .  .,    log«,_j 


(-1)' 


8 


log«,,        log«,,        .  .  .,    log«,_j 


1  i 


log  ««-4 


und  dabei  ist  aUgemein  log  c,  der  reeUe  Wert  des  Logaritlimus  der 
Einheit 


-t 


-r» 


Die  zwei  Brüche  hier  in  dem  Ausdruck  für  h  heissen  der  erste  und 
der  zweite  Faktor  der  Klassenamaid -^  beide  Faktoren  der  Elassen- 
anzahl sind  für  sich  ganze  rationale  Zahlen.  Der  zweite  Faktor  stellt 
die  Elassenanzahl  des  in  k(J^)  enthaltenen  reellen  Unterkörpers  vom 

"7    ten  Ghrade  dar.    E.  Kummer  ^^)   hat  über    diese  zwei   Faktoren 

noch  weitere  Sätze  aufgestellt,  welche  ihre  Teilbarkeit  durch  2  be- 
tre£fen.    Der  Versuch  Kronecker^s^'^),  diese  Sätze  rein  arithmetisch  zu 


16)  J.  f.  Math.  40  (1850),  p.  98,  117. 

16)  Berl.  Ber.  1870,  p.  409,  856.    Im  Falle  der  11.  and  18.  Einheitewnrzeln 
ist  nach  P.  WolfskeM,  J.  f.  Math.  99  (1886),  p.  178,  der  zweite  Faktor  gleich  Eins. 

17)  Berl.  Ber.  1870,  p.  884  —  Werke  1,  p.  271. 

EnojUop.  d.  mftth.  WiMensoh.    I.  46 
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beweisen,  weist  einen  Irrtum  auf,  und  die  ron  L.  Kronedcer  gegebene 
Verallgemeinerung  ist  nicht  richtig.  Ausserdem  hat  E.  Kummer  ^^) 
noch  nach  einer  anderen  Richtung  hin  Untersuchungen  über  die  Be- 
deutung und  die  Eigenschaften  dieser  zwei  Faktoren  angestellt.  End- 
lich hat  E.  Kummer  ^^)  den  Satz  behauptet,  dass  die  Elassenanzahl 
eines  jeden  in  Ä;(g)  enthaltenen  Unterkörpers  in  der  Elassenanzahl  h 
des  Körpers  k{^)  aufgeht.  Der  von  ihm  versuchte  Beweis  hiefür  ist 
jedoch  nicht  stichhaltig. 

Die   entsprechende   Formel   für   die   Elassenanzahl   eines   Ereis- 

körpers  A;  \e  '^  / ,  wo  m  eine  beliebige  zusammengesetzte  Zahl  ist,  hat 
E.  Kummer^)  aufgestellt  und  D.  Hubert ^^)  bewiesen. 

Auf  Grund  dieser  Formel  für  die  Elassenanzahl  ergeben  sich 
folgende  zwei  Sätze,  unter  denen  der  erste  von  Dirichlet**)  auf  einem 
etwas  verschiedenen  Wege  bewiesen  worden  ist  [I  C  3,  Nr.  2,  Anm.  11]: 

Bedeuten  m  und  n  ewei  eu  einander  prime  ganee  rationale  Zahlen^ 
80  giebt  es  stets  unendlich  mele  rationale  PrimgcMen  p  mit  der  Konr 
gruenjseigenschaft  p^n  nach  m. 

Jede  Einheit  eines  Aberschen  Körpers  ist  eine  Wurzel  mit  ratio- 
nalem ganzzahligem  Exponenten  aus  einem  Produkt  von  Ereiseinheiten. 

7.  Ktimmer*80herZalilkörper  und  seine  Primideale.  Es  bezeichne 

wieder  l  eine  ungerade  rationale  Primzahl  imd  hi^)  den  durch  g=se  ' 
bestimmten  Ereiskörper.     Ist  dann  ft  eine  solche  ganze  Zahl  in  X:(S), 
welche  nicht  zugleich  die  V^  Potenz  einer  Zahl  in  Ä;(g)  wird,  so  er- 
weist sich  die  Gleichung  P®°  Grades 

rr'  —  lx  —  O 

als  irreducibel  im  ßationalitätsbereich  ä;(S).  Bedeutet  M  =  y^  eine 
irgendwie  in  bestimmter  Weise  ausgewählte  Wurzel  dieser  Gleichung, 
so  sind 

deren  l  —  1  übrige  Wurzeln.  Der  durch  M  und  S  bestimmte  Eörper 
Är(M,  g)  heisst  ein  Kummer' scher  Körper,  da  derselbe  zuerst  von 
E.  Kummer  untersucht  worden  ist.  Ein  solcher  Eummer'scher  Eörper 
A:(M,  5)  ist  vom  Grade  l  —  1;   er  enthält  den  Ereiskörper  Ä(g)  als 

18)  Berl.  Ber.  1863,  p.  194. 

19)  J.  f.  Math.  40  (1860),  p.  117. 

20)  Berl.  Ber.  1861,  p.  1061  und  1868,  p.  21. 

21)  Deutsche  Math.-Ver.  4  (1897),  p.  378—880. 

22)  Berl.  Ber.  1887,  p.  108;  Berl.  Abh.  1887,  p.  46  «»Werke  1,  p.  307  und 
p.  318. 
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Unterkörper  und  ist  in  Bezug  auf  Ä(g)  ein  relativ-Aberscher  Korper 
Tom  Relatiygrade  l.  Durch  die  Operation  der  Yertauschung  von  M 
mit  SM  in  einer  Zahl  oder  in  einem  Ideal  dieses  Kummer 'sehen 
Körpers  geht  man  zu  der  relatiykonjugierten  Zahl  bez.  dem  relativ- 
konjugierten  Ideal  über.  Dieser  Übergang  werde  durch  Vorsetzen  des 
Substitutionszeichens  S  angedeutet. 

Um  die  Primideale  des  Zummer'schen  Körpers  aufzustellen^  be- 
dient man  sich  des  folgenden  Symbols.  Ist  zunächst  das  Primideal  to 
von  I  =  (1  —  5)  verschieden  und  prim  zu  ^,  so  bedeute  das  Symbol 

{ to  }   ^®J®°i8®  ^'*  Einheitswurzel,  die  der  Kongruenz 

w(tD)— 1 

genügt;  dabei  bezeichnet  n(to)  die  Norm  von  to.    Es  gehe  andrerseits 

10  in  ^  auf;  wenn  dann  die  Relativdiskriminante  des  durch  M  «=  VT^ 
und  S  bestimmten  Kummer'schen  Körpers  durch  tD  teilbar  ist,  so  habe 

das  Symbol  j-^}  den  Wert  0.     Ist  dagegen   die  Relativdiskriminante 

dieses  Körpers  A;(M,  g)  nicht  durch  to  teilbar,  so  kann  man  stets  eine 
Zahl  a  in  k{i)  finden  derart,  dass  ^*  =  a'^  eine  ganze,  nicht  mehr 
durch  tp  teilbare  Zahl  in  h{Q  wird.  Wir  definieren  dann,  wenn 
)9  4"  (  ist,  das  fragliche  Symbol  durch  die  Formel 

Wenn  aber  tu  =  I  ist,  so  kann,  da  die  Relativdiskriminante  von  k(tA,  S) 
prim  zu  I  sein  soll,  die  Zahl  a  überdies  so  gewählt  werden,  dass 
li!*  ^1  nach  V  ausfällt.  Ist  dies  geschehen,  so  gilt  eine  Kongruenz 
von  der  Gestalt 

^*  =  l  +  a(l-g)',     (!'+'), 

WO  a  eine  bestimmte  Zahl  aus  der  Reihe  0, 1,  2, . . . ,  2  —  1  bedeutet. 
Wir  definieren  dann  das  Symbol   1^]   durch  die  Gleichung 

Ist  endlich  ^  die  l^  Potenz  einer  ganzen  Zahl  in  h{i)  und  to  ein  be- 
liebiges Primideal  in  k{i),  so  werde  stets   {'^}  '^^^  I  genommen. 

Auf  diese  Weise  ist  der  Wert  des  Symbols   I  ^  |   für  jede  ganze 

Zahl  f»  und  für  jedes  Primideal  tu  in  k(i)  eindeutig  festgelegt,  und 

zwar  wird  dieser  Wert  entweder  gleich  0  oder  gleich  einer  bestimmten 

V^  Einheitswurzel. 

4ö* 
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Die  Aufgabe^  die  Primideale  des  Ereiskörpers  k(i)  in  Primideale 
des  Eummer'schen  Körpers  Ä(M,  5)  zu  zerlegen,  wird  durch  folgenden 
Satz  gelöst:   Ein  beliebiges  Primideal   f)   in  /:(g)  ist   in   dem  durch 

M  =  y^t  und  g  bestimmten  Kummer'schen  Körper  Ä(M,  5)  entweder 
gleich  der  V*^  Potenz  eines  Primideals  oder  zerlegbar  in  l  von  einander 

yerschiedene  Primideale  oder  selbst  Primideal,  je  nachdem   |-^|  =  0 

oder  =  1  oder  gleich  einer  von  1  verschiedenen  P®"  Einheitswurzel 
ausfallt 

8.  Normenreste  und  Normenniolitreste  des  Kunmer'solien  Zahl- 
körpers.    Es  sei  wie  in  Nr.  7  ft  eine  Zahl  des  Kreiskörpers  k  (Q,  für 

welche  M  =  y^  nicht  in  Ä(5)  liegt  und  es  bedeute  Ä;  (M,  5)  den 
durch  M  und  ^  bestimmten  Kummer'schen  Körper;  für  eine  Zahl  A 
in  A;(M,  g)  werde  die  BdcUivnorm  in  Bezug  auf  k  (g)  mit  ^(A)  be- 
zeichnet. Es  sei  tu  ein  beliebiges  Primideal  des  Kreiskörpers  k  (g) 
und  V  eine  beliebige  ganze  Zahl  in  k(i).  Wenn  dann  v  nach  U)  der 
Relativnorm  einer  ganzen  Zahl  des  Körpers  k(JA,  g)  kongruent  ist, 
und  wenn  ausserdem  auch  für  jede  höhere  Potenz  von  U)  stets  eine 
solche  ganze  Zahl  A  im  Körper  k(tA,  g)  gefunden  werden  kann,  dass 
v^  N(fii)  nach  jener  Potenz  von  lo  ausfallt,  so  heisst  nach  D.  HUberi 
V  ein  Normenrest  des  Kummer^schen  Körpers  k(JA,  5)  nach  lo,  in  jedem 
anderen  Falle  heisst  v  ein  Nonnennichirest  des  Kummer^ sehen  Körpers 
kQA,  6)  nach  tt). 

D.  HUhert  hat  folgenden  Satz  bewiesen: 

Wenn  xo  ein  Primideal  des  Kreiskörpers  k{i)  ist,  das  nicht  in 
der  Relativdiskriminante  des  Kummerschen  Körpers  A;(M,  g)  aufgeht, 
so  ist  jede  zu  to  prime  Zahl  in  k(^)  Normenrest  des  Kummer'schen 
Körpers  Ä;(M,  g)  nach  XO. 

Wenn  dagegen  W  ein  Primideal  des  Kreiskörpers  k  (g)  ist,  das 
in  der  Relativdiskriminante  des  Kummer'schen  Körpers  A;(M,  Q  auf- 
geht, und  e  im  Falle  ID  =|=  I  einen  beliebigen  positiven  Exponenten,  im 
Falle  tu  =s  I  einen  beliebigen  Exponenten  >  l  bedeutet,  so  sind  von  allen 
vorhandenen  zu  Xo  primen  und  nach  Xo'  einander  inkongruenten  Zahlen 
in  k(i)  genau  der  P®  Teil  Normenreste  nach  XD, 

Dieser  Satz  weist  uns  auf  die  Möglichkeit  hin,  die  nach  einer 
Potenz  10*  (e  >  Z  im  Falle  to  =  I)  vorhandenen  einander  inkongruenten 
Zahlen  des  Körpers  k  (^)  in  l  Abteilimgen  zu  sondern,  die  sämtlich 
gleich  viele  Zahlen  enthalten  und  von  denen  eine  die  Normenreste 
nach  xo  umfasst.  Um  diese  Sonderung  in  übersichtlicher  Weise  vor- 
nehmen zu   können^   bedient   sich  D,  HiTbert  eines   neuen   Symbols, 
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welches  zwei  beliebigen^  von  0  yerschiedenen  ganzen  Zahlen  v^  ^  des 
Korpers  Ä:(f)  in  Bezug  auf  ein  beliebiges  Primideal  ID  in  Ä(g)  jedes- 
mal eine  bestimmte  I^  Einheitswurzel  zuweist,  und  zwar  geschieht 
dies  in  folgender  Weise: 

Es  sei  zunächst  U)  ein  von  I  verschiedenes  Primideal.     Ist  dann 
V  genau  durch  lu^  und  fi  genau  durch  U)''  teilbar,  so  bilde  man  die 

Zahl  X  =  -r  und  brimre  x  in  die  Gestalt  eines  Bruches  -^ ,  dessen 

Zähler  Q   und   Nenner  6  nicht  durch  U)  teilbar   sind.     Das  Symbol 

{~m~}  ^®'^®  dsim  durch  die  Formel 


— 1 


definiert.  Es  ergeben  sich  hieraus  unmittelbar  für  dieses  Symbol  die 
einfachen  Regeln: 

mm-'. 

WO  V,  ^i;  ^S7  i^>  i'h;  fs  beliebige  von  NuU  rerschiedene  ganze  Zahlen 
in  k  (S)  bedeuten  können. 

Die  Definition  des  neuen  Symbols  f&r  den  Fall  tD  =»  I  kann  man 
auf  die  Formeln 

ri-'i-i,  mi¥i-' 

gründen,  wo  a  eine  beliebige  zu  I  prime  Zahl  in  k{^),  v*  ein  be- 
liebiger Normenrest  des  Körpers  k  (Yfi,  S)  n^h  I,  und'v^,  v^y  v,  fi 
beliebige  ganze  Zahlen  in  &(g)  sein  sollen.  Die  aufgezählten  For- 
derungen sind  miteinander  verträglich  und  reichen  in  allen  Fällen  zur 
Definition  des  Symbols  hin.  Wenn  insbesondere  die  beiden  Zahlen 
V,  ^  zu  I  prim  sind  und 

^=j*(l  +Ar(l  +  AO'^"-(l+^'-')"''-S     (10, 
gesetzt  wird,  wo  a,  b  und  die  Exponenten 
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ganze  rationale  Zahlen  sind  und  A  =  1  —  ^  gesetzt  ist,   so  besteht 
eine  Gleichung  von  der  Gestalt 


m-f" 


(*»1,       ,  *»l— 1;  »»1,       ,  "»/— l). 


dabei  ist  L  eine  homogene  bilineare  Funktion  der  beiden  Reihen  von 
Veränderlichen  Wj,  ...  W/— i;  Wj,  . . .,  W/-»i,  und  die  Koeffizienten 
Ton  L  sind  ganze  rationale  Zahlen,  die  nur  yon  der  Primzahl  l  ab- 
hangen, und  die  man  bei  gegebenem  Werte  der  Primzahl  l  etwa  durch 
besondere  Annahmen  der  Zahlen  v,  ^  leicht  berechnen  kann. 

Es  gilt  nun  der  Satz:  Wenn  v,  {i  etcei  beliebige  ganze  Zahlen  in 

k  (g)  sind,  nur  dass  y^  nicM  in  k  (t)  liegt,  und  Xo  ein  beliebiges  Prim- 
ideal  des  Kreiskörpers  k  (g)  bedeutet,  so  ist  v  Normenrest  oder  Normen- 

nichtrest  des  durch  M  ==V^  bestimmten  Kummer' sehen  Körpers  k(M,  t) 
na^ih  xo,  je  nachdem 

(^)-l     oder    +1 

ausfattt. 

9.  BzistenB  nnendliclivieler  Primideale  mit  vorgeiohxiebenen 
FotenBOharakteren.  Es  seien  a^,  . . .,  at  irgend  t  ganze  Zahlen  des 
Ereiskörpers  k{f^j  welche  die  Bedingung  erfüllen,  dass  das  Produkt 

«?•  «7* . . .  «rS  wenn  man  jeden  der  Exponenten  m^y  m^j  . . .,  m<  die 
Werte  0,  1,  2,  . . . ,  i  —  1  durchlaufen  lässt,  jedoch  das  eine  Wert- 
system m^^='Oj  m,  =  0;  . . .  ^  m^  =  0  ausschliesst^  dabei  niemals  die 
Z**  Potenz  einer  Zahl  in  Ä;(J)  wird;  es  seien  femer  ^i,  y^,  . . .,  yt  nach 
Belieben  vorgeschriebene  l^  Einheitswurzeln:  dann  giebt  es  im  Ereis- 
korper  k{^  stets  unendlich  viele  Primideale  p,  für  die  jedesmal  bei 
einem  gewissen  zu  l  primen  Exponenten  m 

wird.  Der  Nachweis  dieses  Satzes  von  E.  Kummer  ^^)  beruht  im 
wesentlichen  darauf^  dass  man  in  geeigneter  Weise  die  allgemeine 
transcendente  Methode  fQr  die  Elassenanzahlbestimmung  auf  den 
Kummer'schen  Körper  anwendet  und  aus  der  so  erhaltenen  Formel 
auf  das  Nichtverschwinden  des  Grenzwertes  einer  gewissen  unend- 
lichen Simime  schliesst. 

10.  Regulärer    Ereiskörper    und    regulärer    Kiunmer*soher 

r.     Es  bedeute  l  wie  bisher  eine  ungerade  Primzahl  und  k(i) 


28)  Berl.  Abb.  1859',  p.  19. 
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den  durch  g=e  '  bestimmten  Kreiskörper:  dieser  Kreiskörper  Z;(5) 
heisst  nach  D.  Hubert  ein  regulärer  Kreiskörper  und  die  Primzahl  l 
eine  reguläre  FrimzaJü,  wenn  die  Anzahl  h  der  Idealklassen  des  Kör- 
pers k{f^  nicht  durch  l  teilbar  ist;  desgleichen  heissen  solche  Kum- 
mer'sche  Körper,  welche  aus  regulären  Kreiskörpern  entspringen^ 
reguläre  Kummer' sehe  Körper. 

E.  Kummer  ^)  hat  durch  Rechnung  aus  der  in  Nr.  6  angegebenen 
Formel  für  die  Klassenanzahl  des  Kreiskörpers  bewiesen,  dass  eine 
ungerade  Primzahl  l  dann  und  nur  dann  regulär  ist;  wenn  sie  in  den 

Zahlern  der  ersten  V^  «=  —r—   BemouUi'schen    Zahlen    [I  E,  Nr.  10; 

II  A  3,  Nr.  18]  nicht  aufgeht. 

11*  Gtesohleohter  im  regulären  Kiimxner*8Chen  Körper.  Mit 
Hilfe  des  in  Nr.  8  definierten  Symbols   y^\  ordnet  D.  Hubert  im 

regulären  Kummer'schen  Körper  einem  jeden  Ideal  3  desselben  in  be- 
stimmter. Weise  ein  Gharakterensystem  zu,  welches  aus  einer  gewissen 
Anzahl  ^  (^  1)  von  V^  Einheitswurzeln  besteht.  Aus  den  Eigen- 
schaften jenes  Symbols  folgt  dann  immittelbar,  dass  die  Ideale  ein 
und  derselben  Klasse  eines  regulären  Kunmier'schen  Körpers  sämtlich 
dasselbe  Gharakterensystem  besitzen  und  es  ist  daher  auf  diese  Weise 
überhaupt  einer  jeden  Idealklasse  ein  bestimmtes  Charakterensystem 
zugeordnet.  Man  rechnet  nun  alle  diejenigen  Idealklassen,  welche  ein 
und  dasselbe  Gharakterensystem  besitzen,  in  ein  Geschlecht  und  de- 
finiert insbesondere  das  Hauptgeschleckt  als  die  Gesamtheit  aller  der- 
jenigen Klassen,  deren  Gharakterensystem  aus  lauter  Einheiten  1  be- 
stellt. Da  das  Gharakterensystem  der  Hauptklasse  von  der  letzteren 
Eigenschaft  ist,   so  gehört   insbesondere  die  Hauptklasse   stets   zum 

Hauptgeschlecht.  Aus  den  Eigenschaften  des  Symbols  |^}  ent- 
nimmt man  leicht  die  folgenden  Thatsachen:  Wenn  G  und  &  zwei 
beliebige  Geschlechter  sind  imd  jede  Klasse  in  G  mit  jeder  Klasse  in 
&  multipliziert  wird,  so  bilden  sämÜiche  solche  Produkte  wiederum 
ein  Geschlecht;  dieses  wird  das  Produkt  der  Geschlechter  G  und  & 
genannt.  Das  Gharakterensystem  desselben  erhalten  wir  durch  Multi- 
plikation der  entsprechenden  Gharaktere  der  beiden  Geschlechter  G 
und  G\ 

Aus  der  eben  aufgestellten  Definition  der  Geschlechter  leuchtet 
femer  ein,  dass  die  zu  einer  Klasse  C  relativkonjugierten  Klassen 
SC,  . . .,  S^^^C  zu   demselben   Geschlechte    wie  C  selbst    gehören, 

24)  J.  f.  Math.  40  (1669),  p.  180. 
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und  hieraus  folgt,  dass  die  (1  —  S)^  symbolische  Potenz  C^—^  (ygl. 
Nr.  17  des  Artikels  IC  4a  „Theorie  der  algebraischen  Zahlkorper*^ 
einer  jeden  Klasse  C  stets  zum  Hauptgeschlecht  gehört.  Endlich  ist 
offenbar,  dass  jedes  Geschlecht  des  Eummer'schen  Körpers  gleich  viel 
Klassen  enthält. 

13.  Resiprosit&tBgesetB  für  l^  Fotenzreste  im  regnlftren 
Komxner'aolien  Körper.  G,  Eisenstein  ^)  hat  mittels  der  Formeln  der 
Kreisteilimg  ein  Reziprozitatsgesetz  zwischen  einer  ganzen  rationalen 
Zahl  und  einer  beliebigen  ganzen  Zahl  des  Kreiskörpers  k{i)  ab- 
geleitet. Mit  Hilfe  dieses  Reziprozitatsgesetzes  von  Eisenstein  und 
auf  Grund  des  in  Nr.  11  entwickelten^  von  E.  Kummer  geschaffenen 
Geschlechtsbegriffes  gelang  es  dann  E.  Kummer^  für  den  regulären 
Kreiskörper  das  allgemeine  Reziprozitötsgesetz  der  J^^  Potenzreste  auf- 
zustellen und  zu  beweisen.  Mit  Benutzung  des  in  Nr.  8  definierten 
Symbols  hat  D.  Hubert  eine  Formel  abgeleitet,  die  insbesondere  auch 
die  Kummer'schen  Reziprozitätsgesetze  zugleich  mit  ihren  sogenannten 
Ergänzungssätzen  in  vollständiger  und  einfacher  Weise  zum  Ausdruck 
bringt.    Diese  Formel  lautet: 

Wenn  v  und  ^  zwei  bdieinge  ganze  Zahlen  {=^  0)  eines  regulären 
Kreiskörpers  k(i)  bedeuten,  so  ist  stets 

wenn  das  Produkt  linker  Hand  über  sämtliche  Primideale  n)  in  k{i) 
erstreckt  wird. 

Mit  dieser  Formel  sind  von  D.  HUbert  zugleich  auch  die  Resultate, 
die  E.  Kummer  gefunden  hat,  von  neuem  bewiesen  —  ohne  die  um- 
fangreichen rechnerischen  Hülfsmittel,  die  E,  Kummer  angewandt  hat. 

Von  besonderen  Reziprozitätsgesetzen,  zu  deren  Behandlung  die 
Formeln  der  Kreisteilung  ausreichen,  sind  das  Reziprozitätsgesetz  für 
biquadratische  Reste  nach  Gauss *^)  und  Eisenstein^)  sowie  das  Rezi- 
prozitätsgesetz für  kubische  Reste  nach  Eisenstein^^)  und  Jacobi^)  zu 
nennen. 


25)  Berl.  Ber.  ISöO,  p.  189. 

26)  Berl.  Ber.  1860,  p.  164;  1858,  p.  158;    Berl.  Abb.  1869»,  p.  19;    1861*, 
p.  81  =  J.  f.  Math.  100,  p.  10;   J.  f.  Math.- 44  (1861),  p.  98;  66  (1868),  p.  270. 

27)  Gotting.  Comm.  rec.  6  (1828);    7  (1832)  =  Werke  2,  p.  65  u.  93;   vgl 
T.  J.  Stielijes,  Toni.  Ann.  11c  (1897),  p.  1. 

28)  J.  f.  Math.  28  (1844),  p.  68,  228. 

29)  J.  f.  Math.  27,  p.  289  u.  28  p.  28  (1844);  vgl.  StieUijes  1.  c. 

30)  J.  f.  Math.  2,  p.  66  »  Werke  6,  p.  233  (1827). 
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13«  AngAhl  der  vorhandenen  GeBohleoliter  im  regulären 
Kommer^aohen  Körper.  £s  können  nunmehr  nach  E,  Kummer  für 
den  regulären  Eunimer'sehen  Körper  diejenigen  Sätze  aufgestellt 
und  bewiesen  werden^  welche  den  bekannten  Sätzen  [I  C  2^  Nr.  c]  aus 
der  Theorie  der  binären  quadratischen  Formen  oder  der  quadratischen 
Zablkörper  entsprechen.  Vor  allem  entsteht  die  Frage,  ob  ein  System 
von  r  beliebig  vorgelegten  Z*"°  Einheitswurzeln  stets  das  Charakteren- 
system fClr  ein  Geschlecht  des  Kummer'schen  Körpers  sein  kann.  Diese 
Fr^e  findet  durch  folgenden  Fundamentalsatz  ihre  Erledigung: 

Es  sei  r  die  AnjsaM  der  Charaktere,  welche  ein  Geschlecht  im  regu- 
lären Kummer'schen  Korper  K  =  A;(}/^,  g)  bestimmten;  ist  dann  ein 
System  von  r  bdidngen  l^"^  Einheitsu^urzdn  vorgelegt^  so  ist  dieses 
System  dann  u/nd  nur  dann  das  CharaJcterensystem  eines  Geschlechtes  in 
K,  wenn  das  Produkt  der  sämtlichen  r  Einheitstmiradn  gleich  1  ist 
Die  Anzahl  der  in  K  vorhandenen  Geschleckter  ist  daher  gleich  l'"^\ 
d.  h  es  sind  genau,  der  V^  Teil  aller  denkbaren  Charakterer^steme  wirk- 
lich durch  Geschlechter  vertreten. 

Die  bemerkenswertesten  Folgerungen  dieses  Satzes  sind  nach 
D.  Hubert: 

Die  Anzahl  g  der  Geschlechter  in  einem  regulären  Kummer'schen 
Körper  ist  gleich  der  Anzahl  seiner  ambigen  Komplexe  (vgl.  Nr.  17 
des  Artikels  I  G  4  a  ,,Theorie  der  algebraischen  Zahlkörper'Q. 

Jeder  Komplex  des  Ha/uptgeschlecktes  in  einem  regulären  Kummer- 
sehen  Korper  K  ist  die  (1  —  S)^  symbolische  Potenz  eines  Komplexes  in 
K,  d.  h.  jede  Klasse  des  Hauptgeschlechtes  in  einem  regulären  Kummer- 
sehen  Körper  K  ist  gleich  dem  Produkt  aus  der  (1  —  S)**"  symbolischen 
Potenz  einer  Klasse  und  ottö  einer  solchen  Klasse,  welche  Ideale  des 
Kreiskörpers  k(ji)  enthält. 

Wenn  v,  fi  zwei  ganze  Zahlen  des  regulären  Kreiskörpers  k{t) 
bedeuten,  von  denen  ^  nicht  die  P®  Potenz  einer  ganzen  Zahl  in  k{t) 
ist,  und  welche  für  jedes  Primideal  to  in  k(t)  die  Bedingung 

i¥i-' 

erfüllen,  so  ist  die  Zahl  v  stets  gleich  der  Relativnorm  einer  ganzen 

oder  gebrochenen  Zahl  A  des  Kummer'schen  Körpers*  K  =  ä(]/^,  g) . 

14.  Der  Fermat*BOhe  Sata.  Fermat  hat  die  Behauptung  auf- 
gestellt, dass  die  Gleichung  [s.  auch  I  C  2,  Nr.  g,  4)] : 

in  ganzen  rationalen  von  Null  verschiedenen  Zahlen  a,  b,  c  für  keinen 
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gsnzsahligen  Exponenten  m  >  2  lösbar  ist.  Wenngleich  schon  aus 
der  Litteratur  vor  Kummer  vereinzelte  Resultate  über  diese  Gleichung 
von  FermcU  bemerkenswert  sind'^),  so  ist  es  doch  erst  E.  Ktimmer  auf 
Grund  der  Theorie  der  Ideale  des  regulären  Kreiskörpers  gelungen^ 
den  Beweis  der  Fermat'schen  Behauptung  für  sehr  umfassende  Klassen 
▼on  Exponenten  m  vollständig  zu  führen.  Die  wichtigste  von 
E.  Kummer ^^)  bewiesene  Thatsache  ist  die  folgende: 

Wenn  l  eine  reguläre  Primzahl  (Nr.  10)  bedeutet  und  a,  ß,  y 
irgend  welche  ganze  Zahlen  des  Kreiskörpers  der  2^°  Einheitswurzeln 
sind^  von  denen  keine  verschwindet,  so  besteht  niemals  die  Gleichung 

Der  Beweis  dieses  Satzes  ist  von  D.  Hubert  vereinfacht  und  ver- 
vollständigt worden. 

Der  Beweis  der  Unlösbarkeit  der  Gleichung  «*  +  /?' -|-y'«*«Oin 
ganzen  Zahlen  a,  /),  y  des  Kreiskörpers  der  V^  Einheitswurzeln  ist 
von  Kummer  ^  noch  in  dem  Falle  erbracht  worden,  dass  {  eine  Prim- 

zahl  ist,  die  in  der  Klassenanzahl  des  {[reiskörpers  A;\e  '  /  zur  ersten, 
aber  nicht  zu  einer  höheren  Potenz  aufgeht.  Damit  ist  die  F&rmaf  seihe 
Behauptung  insbesondere  für  jeden  Exponenten  m  ^  100  als  richtig 
erkannt.  Die  Au%abe,  die  Fermafsche  Behauptung  lUlgemein  ab 
richtig  zu  erweisen,  harrt  jedoch  noch  ihrer  Lösung. 


31)  Vgl.  N.H.AM,  Oeuvr.  ^d.  Sylow-Lie  2,  p.  254  (1828);  Cauehy,  Par.  C. 
B.  10  (18i0»),  p.  660  u.  26  (18i7«),  p.  181  =  Oeuvr.  (1)  6,  p.  162;  (1)  10,  p.  864;  Di- 
ncWrf/Werke  1,  p.  1  (1826);  J.  f.  Math.  3  (1828)  [1826],  p.  854;  9  (1832),  p.  390  = 
Werke  1,  p.  21  u.  189;  G,  Lamd,  J.  de  math.  6  (1840),  p.  196  (n  =  7)  [Bericht  von 
Ccntdiy  p.  211]  u.  12  (1847),  p.  187  (n  =  6),  p.  172;  V,  A.  Lehesgue,  J.  de  math. 
6  (1840),  p.  184,  276  u.  884  (n«:7)  u.  8  (1848),  p.  49  (»-=6). 

82)  J.  f  Math.  17  (1887),  p.  203;  40  (1860),  p.  180;  J.  de  math.  16  (1851), 
p.  471. 

33)  Berl.  Abh.  1867',  p.  41. 
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1.  Hi0toriBOhe  Sinleitang.  Die  komplexe  Multiplikation  der 
elliptischen  Funktionen  findet  sich  zuerst  in  der  Litteratur  erwähnt 
in  den  ^^cherches  sur  les  fonctions  elliptiques^'  von  Abd,  die  im 
zweiten  und  dritten  Bande  des  Journals  für  Maih.  (1827,  1828)  er- 
schienen sind.  Hier  wird  im  §  X  die  Frage  gestellt  und  behandelt^ 
unter   welchen   umstanden   die  Differentialgleichung 

dy  dx 


algebraisch  integrierbar  ist,  und  es  werden  die  beiden  Sätze  angestellt, 
dass  a,  wenn  es  reell  sein  soll,  notwendig  eine  rationale  Zahl  sein 
muss,  wobei  dann  (i  beliebig  sein  kann.  Dies  ist  der  Fall  der  gewöhn- 
lichen Multiplikation  und  Teilung  der  elliptischen  Funktionen  [U  B  6  a, 
Nr.  12, 19,  40].  Nimmt  man  aber  a  komplex  an,  so  muss  es  die 
Form  haben  m  +  ]/ — n ,  worin  m  und  n  rationale  Zahlen  sind  und 
n  positiv  ist.  Dies  ist  die  komplexe  Multiplikation.  Diese  ist  aber 
nicht  mehr  für  einen  beliebigen  Modul  (i  möglich,  sondern  die  für 
einen  gegebenen  Multiplicator  dieser  Form  zulässigen  Werte  von  ft 
hängen  von  einer  algebraischen  Qleichung  ab,  die  Abel  f&r  zwei  Bei- 
spiele, nämlich  die  Multiplikation  mit  Y —  3,  Y —  5  vollständig 
auflöst. 

Ein  noch  einfacheres  Beispiel,  die  Multiplikation  mit  Y —  1  ^^^^ 
die  Multiplikation  und  Teilung  der  Lemniskatenfunktion,  ist  in  der- 
selben Abhandlung  schon  früher  behandelt,  imd  war  bereits  K.  F,  Gauss 
am  Anfang  des  Jahrhunderts  bekannt  (Disquisitiones  arithmeticae 
art.  335;  1801).  Über  die  allgemeine  Möglichkeit  der  Auflösung  dieser 
Gleichungen  durch  Radikale  äussert  Abel  an  der  erwähnten  Stelle 
noch  Zweifel.  Er  giebt  nur  transcendente  Ausdrücke  für  diese  sin- 
gulären  Werte  von  ft.  Dagegen  spricht  er  in  der  in  den  „Astrono- 
mischen Nachrichten^',  Bd.  6,  Nr.  138  im  Jahr  1828  veröffentlichten 


^ 
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Abhandlung  ^^Solution  d'un  probl^me  general  concemant  la  trans- 
formation  des  fonctions  elliptiques^'  mit  Bestimmtheit^  wenn  auch 
ohne  Beweis;  den  Satz  aus,  dass  diese  singulären  Werte  von  ft  alle 
durch  Radikale  darstellbar  sind.  Den  ersten  Beweis  dieses  Satzes 
hat  Kronecker  erbracht. 

In  den  Arbeiten  von  Kronecker  und  Hermite  hat  sich  der  innige 
Zusammenhang  dieser  Fragen  mit  der  Zahlentheorie  gezeigt,  der  seit- 
dem in  wachsendem  Maasse  das  Interesse  der  Mathematiker  in  An- 
spruch genommen  hat. 

2.    Komplexe  liiiltiplikation  und   quadratiBOhe  Formen.     Ist 

tp{u)  eine  doppelt  periodische  Funktion  der  Variablen  u  mit  den 
Perioden  (Oy^^fo^y  so  hat  tp(jLu)  immer  dann  dieselben  Perioden  oiiy(o%, 
wenn  ft  eine  ganze  Zahl  ist,  und  wie  in  der  Theorie  der  elliptischen 
Funktionen  [II  B  6  a]  gezeigt  wird,  lässt  sich  dann  <p  (ftu)  rational 
durch  (p  {u)y  oder  durch  tp  {u)  und  seine  Ableitung  ausdrücken.  Dies 
ist  die  reelle  Multiplikation  der  elliptischen  Funktionen. 

Die  allgemeine  Bedingung  dafür,  dass  ^(fitc)  dieselben  Perioden 
wie  tpiy)  hat,  und  dass  also  eine  Multiplikation  besteht,  ist  aber  die, 
dass  vier  ganze  rationale  Zahlen  a,  &,  c,  d  von  der  Art  existieren,  dass 

(1)  ftaii=  aoji  +  ftiDj,    fio,  «9  co^  4*  ^^ 

wird.    Die  Elimination  von  fi  aus  diesen  beiden  Gleichungen  ergiebt 

(2)  Cfo^  +  (^  —  ^)  ®i ^%  —  hm^=  0, 

und  es  muss  also  entweder  c^^O,  &  =  0,  d  ^=  a  ^^  fi  sein,  was  auf 
die  gewöhnliche  Multiplikation  führt,  oder  es  muss  das  Yerhältniss 
CO  3»  a>i :  CO,  die  Wurzel  einer  ganzasahligen  quadratischen  Gleichung 
sein,  die  man  in  der  Form 

(3)  Äa*+B(o  +  C  =  0 

annehmen  kann,  worin  Ä,  B,  C  ganze  21ahlen  ohne  gemeinschaftlichen 
Teiler  sind.     Es  muss  dann 

(4)  ^  :  B :  C  —  c  :  d  —  a  :  —  6 

sein,  und  da  das  Periodenverhältnis  der  elliptischen  Funktionen  nicht 
reell  sein  kann,  so  muss  die  Diskriminante  [I  B  2,  Nr.  1]  von  (3) 

(6)  D^B^  —  4AC^  —  fn 

eine  negative  ganze  Zald  sein.  Die  Koeffizienten  ^  C  in  (3)  müssen 
also  gleiches  Vorzeichen  haben  und  können  positiv  angenommen 
werden.  Unter  co  soll  dann  immer  die  Wurzel  von  (3)  mit  posi- 
tivem imaginärem  Bestandteil  verstanden  werden. 
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Aus  (1)  ergiebt  sich 
(6)  fA  =  cai  +  d, 

so  dass^  da  c  nicht  gleich  Null  ist^  der  Multiplikator  (i  immer  kom- 
plex^ und  zwar  eine  Zahl  des  durch  Y — m  bestimmten  quadratischen 
Zahlkörpers  [I  C  4  a,  Nr.  1],  der  der  Körper  Sl  heissen  soll^  sein  muss. 

Ein  Periodenverhälinis,  welches  komplexe  Multiplikation  gestattet, 
ist  hiemadi  eine  der  Wurzeln  der  quadratischen  Form  {A,  B,  C)  mit 
negativer  Diskrimina/nte^). 

Wegen  (4)  muss  sich  eine  ganze  Zahl  y  so  bestimmen  lassen^ 

dass 

c  =  Ay,    d  —  a  =  By,    b  =  —  Cy, 

imd  wenn  man  die  ganze  Zahl  x  durch  die  Oleichung 


definiert^  so  folgt: 

X  - 
n.  =  — 

2 


^^x       By^     l  =  _Cy, 


(7) 

c  =  Ay,  d  —  — ^ 

Daraus  folgt  nach  (5),  (6)  und  (1): 

(8)  n  =  ad  —  bc  =  ^'":^^\ 


{q\  CD  =  ~B4-/^=^       „  _  x  +  yV^=^ 

(10)  n  =  N((i), 

wenn  N  das  Zeichen  für  die  im  Körper  Sl  genommene  Norm  ist.  Da 
X  ^  By  (mod  2)  ist^  so  ist  hiemach  (i  eine  ganze  Zahl  des  Körpers  A 
[IC  4a,  Nr.  2]. 

Nimmt  man  umgekehrt  im  Körper  ß  eine  ganze  Zahl  ^  beliebig 
an^  so  ergeben  sich  aus  (7)  die  ganzen  Zahlen  a,  b,  Cj  d,  deren  Deter- 
minante n  nach  (8)  immer  positiv  ist.  Diese  Zahlen  bestimmen  nun 
eine  Transformation  n'® '  Grades  der  elliptischen  Funktionen  mit  den 
Perioden  co^,  co^^  die  in  dem  Torliegenden  Fall  in  die  complexe  Multi- 
plikation übergeht  [ü  B  6  a]. 

3.  Die  Invarianten.  Jeder  beliebige  komplexe  Wert  (Oy  dessen 
imaginärer  Teil  positiv  ist,  kann  Periodenverhältnis  elliptischer  Funk- 


1)  Es  ist  hier  nach  Kronedcer  unter  (J.,  JB,  C)  die  quadratische  Form 
Äx*  -{-  Bxy  -{-Cy*  verstanden,  abweichend  von  der  Gauss'Bchen  Bezeichnung, 
nach  der  unter  (-4,  B,  CT)  die  Form  J.a?*  +  ^Bxy-j-  Cy*  zu  verstehen  sein  würde 
[I  C  2,  Nr.  e]. 
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tionen  sein.  Man  kann  daher  den  Modul  Tc  dieser  elliptischen  Funk- 
tionen und  sein  Komplement  Tc  als  Funktionen  einer  Variablen  co  be- 
trachten, deren  imaginärer  Teil  auf  positive  Werte  beschränkt  ist. 
Ebenso  ist 


eine  Funktion  von  o,  welche  die  Invariante  der  elliptischen  Funktionen 
genannt  wird  [ü  B  6  a,  Nr.  33].  Ist  (nach  Jacobi)  q  =  e***",  so  lässt  sich 
j(g})  in  eine  nach  steigenden  Potenzen  von  q  fortschreitende  Reihe 
entwickeln,  deren  Anfang  so  lautet: 

j(a})  =  g-2  +  744  +  196884g*  H . 

Nennt  man  zwei  Zahlen  cd,  cd'  äquivalent^  wenn  sie  in  der  Beziehung 

,        a<D+  ß 

zu  einander  stehen,  worin  a,  /3,  y,  d  vier  der  Bedingung  ad  —  ßy  =  l 
genügende  rationale  ganze  Zahlen  sind,  so  gilt  der  wichtige  Satz,  dass 
j(&)  für  äquivalente  Werte  von  vj  denselben  Wert  hat,  und  duss  auch 
umgekehrt  zwei  Werte  von  co,  die  der  Funktion  j  (o)  denselben  Wert  er- 
teilen, mit  einander  äquivalent  sind^).  Hieraus  ergiebt  sich  aber  Fol- 
gendes: Ist  n  eine  positive  ganze  Zahl,  und  durchlaufen  a,  6,  c,  d  alle 
der  Bedingung  ad  —  bc  =  n  genügenden  ganzzahligen  Werte,  so  er- 
hält die  Funktion 

für  jeden  Wert  von  j(g))  nur  eine  endliche  Anzahl  verschiedener 
Werte,  und  diese  Werte  genügen  einer  algebraischen  Gleichung 

(12)  <I>[X,  ?•(<»)]  =  0, 

deren  Koeffizienten  ganze  rationale  Funktionen  von  j{p)  und  ganze 
rationale  Zahlen  enthalten.  Die  Funktion  <P  enthält  den  Faktor 
X  —  j{p)  nur,  wenn  n  eine  Quadratzahl  ist.  Wir  denken  uns  in 
diesem  Falle  die  Funktion  <P  von  diesem  Faktor  befreit.  Die  Gleichung 
(12)  gilt  für  ein  variables  cd  und  geht  durch  Substitution  von  (11) 
in  eine  Identität  über. 

Wird  nun  aber  für  o  die  Wurzel  der  Gleichimg  (3)  gesetzt,  so 
folgt  aus  (1): 


2)  Aus  diesem  Grunde  nennt  Dedekind  in  der  angeführten  Abhandlung  die 
Funktion  2~'^j  (co)  =  val  (co)  die  Valenz  von  co.  Dieselbe  Funktion  kommt  auch 
in  der  Arbeit  von  Hermite  vor,  und  war  auch  schon  Gauss  bekannt  (Werke  3, 
p.  886). 

Eacyklop.  d.  math.  WiMflnich.    I.  46 
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am  4"  ^ 


CD 


CCD  +  d' 

und  die  Gleichung  (12)  ergiebt  für  diese  speziellen  Werte  von  j{cai)y 
die  (nach  Kronecker)  die  singulären  Invarianten  [ebenso  A:(g))  die  sin- 
gulären  Moduln]  genannt  werden, 

(13)  ^  0[j(a>),    ?•(«')]  =  0, 

und  hierin  findet  der  Fundamentalsatz  der  komplexen  Multiplikation 
seinen  Ausdruck,  dass  die  singulären  Invarianten  Wurzeln  einer  al- 
gebraischen Gleichung  mit  rationalen  Koeffizienten  sind. 

Es  erweisen  sich  hiemach  die  singulären  Invarianten  als  algebraische 
Zahlen,  und  eine  genauere  Untersuchung  der  Koeffizienten  von  (13) 
zeigt,  dass  es  ganze  algdyraische  Zahlen  sind  [I  C  4  a,  Nr.  2]. 

4.  Elasseninvarianten  und  Elassenkörper.  Einer  quadratischen 
Form  {Ä,  By  C)  mit  der  Diskriminante  —  m  (5)  entspricht  immer  eine 
Wurzel  der  Gleichung  (13).  Diese  selbe  Wurzel  entspricht  aber 
allen  mit  {Ä^  By  C)  äquivalenten  Formen,  da  diese  äquivalente  Werte 
von  m  zu  Wurzeln  haben.  Ein  solcher  singulärer  Wert  j  (jo)  gehört 
also  nicht  nur  zu  einer  einzelnen  Form,  sondern  zu  einer  Formen- 
klasse  [I  C  2,  Nr.  c  1)].     Er  heisst  daher  die  Invariante  der  Klasse, 

Bei  der  Bildung  der  Gleichimg  (12)  oder  (13)  kommt  nur  die 
Zahl  fi  in  Betracht,  imd  die  Foi*meln  (7),  (8)  zeigen  daher,  dass  die 
Invarianten  aller  primitiven  Klassen  derselben  Diskriminante  Z>  Wurzeln 
dieser  nämlichen  Gleichung  sind.  Verschiedene  Klassen  haben  ver- 
schiedene Invarianten. 

Fragt  man  umgekehrt^  welche  Wurzeln  j{(o)  die  Gleichung  (13) 
überhaupt  haben  kann,  so  findet  man,  dass  es  nur  die  sind,  deren 
Argument  o  einer  Gleichung  (3)  genügt  von  der  Art,  dass  4n  durch 
die  Form  x*  —  Z)y*,  d.  h.  durch  die  Hauptform  der  Diskriminante  D 
darstellbar  ist  P  C  2,  Nr.  c  2),  5)].  Ein  solcher  Wert  von  j  (o)  genügt 
daher  einer  unendlichen  Menge  solcher  Gleichungen,  da  man  x  und  y 
beliebig  annehmen  kann.  Daraus  folgt,  dass  die  Gleichung  (13)  redu- 
zibel  ist  [I  B  1  a^  Nr.  10].  Der  kleinste  Wert,  den  n  für  eine  gegebene 
Diskriminante  D  haben  kann,  ist  n  =  — 1)=  m.  Nehmen  wir  diesen 
Wert  von  «,  so  sind  alle  übrigen  Wurzeln  von  (13)  Klasseninvarianten 
von  niedrigeren  Diskriminanten,  und  wenn  wir  also  (13)  von  den 
Teilern  befreien,  die  sie  mit  niedrigeren  Gleichungen  derselben  Art 
gemein  hat  [I  B  1  a,  Nr.  12],  so  ergiebt  sich  der  Satz: 

Die  zu  einer  negativen  Diskriminante  D  gehörigai  Kktsseninvari- 
anten  genügen  einer  ganzzaJdigen  Gleichung,  deren  Ortui  gleich  der  An- 
zahl der  primitiven  Klassen  quadratischer  Formen   iier  Diskriminante 
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D  ist  Diese  Glddiung  heisst  die  Klassengleichung,  der  atAS  ihr  her- 
vorgehende algebraiscJie  ZaMkörper  der  Klassenkörper  ^), 

5.  Elasseninvarianten  in  verschiedenen  Ordnungen.  Alle  Dis- 
kriminanten  D  sind  nach  dem  Modul  4  entweder  mit  0  oder  mit  1 
kongruent.  Die  Diskriminante  des  Körpers  Sl  ist  selbst  eine  Zahl 
Yon  Diskriminantenform^  jedoch  von  der  Eigenschaft,  dass  sich  kein 
quadratischer  Faktor  so  von  ihr  abspalten  lasst,  dass  noch  eine  Zahl 
Yon  Diskriminantenform  übrig  bleibt.  Solche  Zahlen  heissen  Stamm- 
disJcriminanten,  Aus  jeder  Stammdiskriminante  A  lassen  sich  unend- 
lich viele  Diskriminanten  D  =  Q^A  dadurch  ableiten,  dass  man  sie  mit 
dem  Quadrat  einer  ganzen  Zahl  Q  multipliziert.     Die   ganzen  Zahlen 

der  Form  -^  (x  -\-  y  Yd),   worin  Xy  y  ganze  rationale  Zahlen  sind, 

bilden  eine  Ordnung  [IC4a,  Nr.  12]  im  Körper  Sl,  die  man  auch 
als  den  Inbegriff  aller  ganzen  Zahlen  dieses  Körpers  definieren  kann, 
die  nach  dem  Modul  Q  mit  einer  rationalen  Zahl  kongruent  sind. 
Q  heisst  der  Führer  dieser  Ordnung.  Die  primitiven  quadratischen 
Formen  mit  der  Diskriminante  D  entsprechen  diesen  Ordnungen,  und 
jede  solche  Ordnung  führt  also  zu  einer  Klassengleichung  und  zu  einem 
Klassenkörper. 

Um  den  Zusammenhang  der  den  verschiedenen  Ordnimgen  ent- 
sprechenden Klasseninvarianten  zu  übersehen,  sei  p  irgend  eine  Prim- 
zahl, und  D  eine  Diskriminante.  In  jeder  Klasse  dieser  Diskriminante 
können  wir  dann  einen  Repräsentanten  (Ä,  B,  C)  so  wählen,  dass  A 
nicht  durch  p  teilbar  wird.     Es  sei  (o  die  Wurzel   dieser  Form  und 

(Ol  =  jpoj,   ^       ;  A  ^  0,  1,  . . .,  2>  —  1 .    Jeder  dieser  p  -\-  1  Werte  ©i 

ist  dann  die  Wurzel  einer  quadratischen  Gleichung,  die  durch  Null- 
setzen einer  quadratischen  Form  mit  der  Diskriminante  p^D  entsteht. 
Von  diesen  quadratischen  Formen  sind  aber  so  viele  imprimitiv 
P  C  2,  Nr.  C  1)],  als  die  Kongruenz 

(14)  Äk*—Bk  +  C  =  0  (mod p) 

Wurzeln  hat.     Diese  Kongruenz  hat 

eine  Wurzel,  wenn  p  in  D  aufgeht, 

zwei  Wurzeln,  wenn  D  quadratischer  Rest, 

keine  Wurzel,  wenn  D  quadratischer  Nichtrest 
von  p  ist. 


3)  Über  die  Bedeutung  des  Elassenkörpers  in  der  Theorie  der  algebraischen 
Zahlen  geben  die  neuen  Untersuchungen  von  D.  Hubert  Aufschluss,  Math.  Ann. 
61  (1899),  p.  1 ;  Gott.  Nachr.  10.  Dez.  1898,  p.  370. 

46  • 


724  I  C  6.   Komplexe  Multiplikatioii. 

Im  Falle  p  =  2  tritt  an  Stelle  der  beiden  letzten  Falle  die 
Unterscheidung  D  ^  1  oder  ^  3  (mod  8). 

Es  wird  nun  ein  Symbol  (D,p)  eingeführt^  das  eine  Zahl  dar- 
stellt^ die  um  1  kleiner  ist  als  die  Zahl  der  Lösungen  von  (14)  und 
daher  0,  +  1  oder  —  1  ist.  Lassen  wir  dann  unter  den  Werten  von 
A  die  etwa  vorhandenen  Losungen  von  (14)  weg,  so  ergeben  die 
p  —  {I>,p)  Zahlen  ^ 

Elasseninvarianten  der  Diskriminante  p^D.  Diese  sind  auch  alle  von 
einander  verschieden,  wenn  wir  für  p  =  2  von  den  beiden  Ausnahme- 
fallen 2)=—  4,  D  =  —  3  absehen. 

Dies  entspricht  der  aus  der  Zahlentheorie  bekannten  Beziehung 
zwischen  den  Klassenzahlen  in  den  verschiedenen  Ordnungen  [I  C  4  a, 
Nr.  12].  Für  die  komplexe  Multiplikation  lehrt  aber  die  Transforma- 
tionstheorie der  elliptischen  Funktionen  [II B  6  a],  dass  zu  jeder  Klassen- 
invariante j  (co)  der  Diskriminante  D  ein  System  von  p  —  (Z),  p)  Klassen- 
invarianten der  Diskriminante  p^D  gehört,  die  als  Wurzeln  einer  Glei- 
chung bestimmt  sind,  deren  Koeffizienten  rational  von  j{a))  abhangen. 

6.  Irredusibilität  der  Klaasengleiohung.  Um  die  Oalois'sche 
Gruppe  [I  B  3  c,  d,  Nr.  2]  der  Klassengleichung  zu  ermitteln,  wendet 
man  die  Komposition  [I  C  2,  Nr.  c  11)]  der  quadratischen  Formen  in 
folgender  Gestalt  an:  Man  wähle  die  Formen  V'  =  (Ay  B,  C), 
i/  =  (Ä\  B\  C)    der  Diskriminante  D  in   ihren   Klassen   so,   dass 

A,  A\  Y  (^  4~  ■^')   keinen  gemeinschaftlichen  Teiler  haben,  und  be- 
stimme B"  aus  den  Kongruenzen: 
B"EiiB{mod2A),    B"  =  B'(mod2Ä),    B''^=  D  {mod  4  AA'). 

Dann  ist  D  =  B"^—  4AAC'  und  V'"  =  {ÄA',  B'\  C")  ist  aus 
if  und  ^'  komponiert.  Man  setzt  symbolisch  i/'  =  W^'.  Bezeichnen 
A,  i',  k"  die  Klassen,  zu  denen  ^,  ^',  ^"  gehören,  so  ist  auch  k"  aus 
k  und  k'  komponiert  und  man  setzt  auch  k''  =  kk\  Dadurch  sind 
die  Klassen  quadratischer  Fonnen  einer  Diskriminante  D  zu  einer  Abd- 
sehen  Gruppe  [I  A  6,  Nr.  20;  I B  3  c,  d,  Nr.  20]  verbunden. 

Nimmt  man  den  ersten  Koeffizienten  A  der  Form  ( J.,  JS,  C) 
relativ  prim  zu  2D  an,  und  zerlegt  Am  seine  Primfaktoren 
A^=p p  p' , ,  ,y  SO  ergiebt  sich  die  Komposition: 

.  {A,B,C)  =  {p,B,^(p',B,-f)[p",B,-f)... 

d.  h.  man  kann  einen  Repräsentanten  einer  jeden  Klasse  aus  solchen 
Formen  zusammensetzen,  deren  erste  Koeffizienten  Primzahlen  sind. 
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Ist  p  eine  in  22)  nicht  aufgehende  Primzahl^  Ton  der  D  qua- 
dratischer Rest  ist;  so  kann  man  fQr  jeden  beliebigen  Exponenten  x 
die  Kongruenz  6*  ~  D  (mod  4^)  befriedigen,  und  erhält  zwei  Werte 
+  6.  Die  durch  die  Form  (j>}h,cp^^'^)  repräsentierte  Klasse  sei  l. 
Dann  entsteht  für  jedes  v  ^  ä  die  Formenklasse  (jp",  6,  cp^"^)  durch 
i/-malige  Komposition  von  2  mit  sich  selbst,  und  wird  also  durch  V 
bezeichnet.  P  ist  die  Hauptklasse,  und  wenn  p'  die  niedrigste  durch 
die  Hauptklasse  darstellbare  Potenz  von  p  ist,  so  ist  V  =  P  und  die 
Potenzen  J^^  l,  Py  , . .  V~~^  bilden  eine  Periode.  Man  sagt  in  diesem 
FaUe,  dass  i)  zum  Exponenten  s  gehört,  womit  auch  ausgedrückt  ist, 
dass  p'  die  niedrigste  Potenz  von  p  ist,  die  als  Norm  einer  ganzen 
Zahl  in  der  Form 

dargestellt  werden  kann. 

Ist  (Ä,  B,  C)  ein  Repräsentant  einer  beliebigen  Klasse  Jcy  in  dem 
Ä  relativ  prim  zu  p  ist,  so  erhalt  man  einen  Repräsentanten  der  kom- 
ponierten Klasse  ÄZ  in  der  Form  (Äp,  B  -\-  2kA,  C),  wenn  man  A 
aus   der   Kongruenz   JS+2A-4  =  6   (mod  p)    bestimmt,    und    wenn 

1  -4-  m  

(o  die  Wurzel   von  (-4,  B,  C)  ist,   so  ist  — -^^    die   Wurzel  von 

(Ap,B  +  2XÄ,  C"). 

Bezeichnen  wir  die  Invariante  j((o)  irgend  einer  Klasse  Je  mit  (k) 
so  ergiebt  sich  hieraus: 

(15)  (*)=j(«>),     (i*)=i(=^)- 

Hierin  ist  k  nach  dem  Modul  p  vollständig  bestimmt,  wenn  h  ge- 
geben ist.  Ist  aber  nur  p  und  die  ^asse  h  gegeben,  so  erhalt  man 
fdr  A  die  Kongruenz  zweiten  Grades 

(16)  Ak*+Bl  +  C=0  (mod p), 

deren  zweite  Wurzel  A'  die  Klasseninvariante  (r'^Ä)  giebt.  Nun  be- 
steht  zwischen    den  Grössen   u^=j{a})f  v=^jl ^^~')  ^^^  Trans- 

formationsgleichung 

(17)  M^.  v)  =  0, 

und  nach  einem  Satze  über  diese  Transformationsgleichungen  (H,  Weber, 
Acta  Math.  6,  1885,  p.  390;  s.  auch  „Elliptische  Funktionen  . .  .^  p.  256) 
ergiebt  sich  hieraus: 

(18)  ({Ikf  —  (*))  {(Ik)  —  (ky)  E=  0  (mod  jp). 

Wenn  also  p  ein  idealer  Primfaktor  [I  C  4  a^  Nr.  3]  von  p  im 
Klassenkorper  ist,  so  muss  einer  der  beiden  Faktoren  auf  der  linken 
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Seite  von  (18)  durch  p  teilbar  sein^  und  hieraus  lasst  sich  der  Satz 
ableiten^  dass  jede  rationale  Gleichung  g?(Ä,  }/5)  =  0  zwischen  (Je) 
und  Yd  auch  noch  erftlllt  bleibt^  wenn  (k)  durch  (IJc)  ersetzt  wird. 
Es  ist  hierbei  die  erlaubte  Voraussetzung  gemacht,  dass  p  in  der 
Diskriminante  der  Elassengleichung  nicht  aufgeht. 

Sind  nun  k  und  \  zwei  beliebige  Klassen  der  Diskriminante  D, 
so  kann  man  nach  der  Regel  der  Komposition  immer  \=^lclXV' . , , 
setzen,  und  daraus  ergiebt  sich,  dass  jede  Gleichung  <p{kj  Y^)  =  0 
bestehen  bleibt,  wenn  k  durch  eine  beliebige  Klasse  k^  ersetzt  wird. 
Darin  ist  der  Satz  enthalten: 

Die  Elassengleichung  ist  im  Bationalitätsbereich  £1  irreduzibd. 

7.  Gkkloi8*80he  Gruppe  der  Elaasengleiohang.  Die  Gleichung 
(17)  hat,  als  Gleichung  für  v  betrachtet,  mit  der  Klassengleichung 
Sd{v)  =  0  nur  die  zwei  Wurzeln  (Ik)  und  {IT^k)  gemein.  Diese 
beiden  sind  daher  die  Wurzeln  einer  quadratischen  Gleichung,  und 
man  erhält  eine  Relation 

(19)  (?Ä)  +  (i-^A)  =  /;(*), 

worin  fi(k)  eine  rationale  Punktion  von  (k)  ist,  die  ihrer  Form  nach 
nur  Yon  der  Klasse  {,  nicht  von  k  abhängt.  Durch  wiederholte  Zu- 
sammensetzung mit  {  lässt  sich  die  nach  vorwärts  und  rückwärts  ins 
Unbegrenzte  fortlaufende,  aber  nach  je  s  Gliedern  periodisch  wieder- 
kehrende Kette  von  Klasseninvarianten 

(20)  . . .  (Z-iÄ),  (k),  {lk)y  {Pk)y  (Pk),  . . . 

bilden,  und  durch  Anwendung  von  (19)  gelangt  man  zu  dem  Satze, 
dass  sich  jedes  Glied  dieser  Reihe  rational  ausdrücken  lässt  durch 
irgend  zwei  aufeinander  folgende  Glieder  derselben  Reihe. 

Für  den  Multiplikator  aus  der  Transformationstheorie  der  ellip- 
tischen Funktionen  erhält  man  aber  femer  im  Falle  der  komplexen 
Multiplikation  einen  Ausdruck: 


(^^y/Ff  ^  oik,  ik) , 


worin  x,  y  ganze  rationale  Zahlen  und  O  eine  rationale  Funktion  der 
beiden  Klasseninvarianten  (i)  und  (ii)  ist,  und  mit  Hilfe  dieser  beiden 
Ergebnisse  kann  man  (Ik)  rational  durch  (]c)  und  )/2)  ausdrücken  in 
der  Form 

(21)  (lk)^f,ik,\^), 

worin  /)  eine  Funktion  bedeutet,  deren  rationale  Zahlenkoeffizienten 
nur  Yon  der  Klasse  l  abhängen. 
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Durch  wiederholte  Anwendung  ergiebt  sich  hieraus,  wenn  h,  k^ 
zwei  beliebige  Klassen  der  Diskriminante  D  sind, 

worin  /i,  wieder  eine  rationale,  ihrer  Form  nach  nur  von  k^^  ab- 
hängige Funktion  ist.  Hiermit  ist  dann  der  Satz  bewiesen,  dass  die 
Galois'sche  Gruppe  der  Klassengleichung  im  Rationalitätsiereich  Sl  mit 
der  Gruppe  der  Klassen  (k)  übereinstimmt  Diese  Gruppe  ist  eine 
Äbel'sche  und  die  Klassenghichimg  ist  folglich  eine  Äbd'sche  Gleichung. 

8.  Primideale  im  Elassenkorper.  Diese  Betrachtungen  fähren 
zu  wichtigen  Sätzen  über  die  Zerlegung  der  natürlichen  Primzahlen 
oder  der  Primideale  des  Körpers  ß  in  Primfaktoren  im  Klassenkörper. 
Schliesst  man  die  in  endlicher  Anzahl  vorhandenen  Primzahlen  aus,  die 
in  22)  oder  in  der  Diskriminante  der  Klassengleichung  aufgehen,  so 
gelten  folgende  Sätze: 

a)  Eine  Primzahl  q,  von  der  D  quadratischer  Nichtrest  [I  C  1, 
Nr.  4]  ist,  die  also  auch  im  Körper  ß  noch  Primzahl  ist,  zer- 
fällt im  Klassenkörper  in  lauter  von  einander  verschiedene  Primideale 
zweiten  Grades. 

b)  Eine  Primzahl  jp,  von  der  D  quadratischer  Rest  ist,  die  also 
im  Körper  Sl  in  zwei  Primfaktoren  zerlegbar  ist,  zerfällt  im  Klassen- 
körper in  lauter  von  einander  verschiedene  Primfaktoren,  deren  Grad 
gleich  B  ist.  Insbesondere  zerfällt  eine  durch  die  Hauptform  dar- 
stellbare Primzahl  p  in  Primideale  ersten  Grades. 

c)  Die  Primideale  des  Körpers  Sl  sind  im  Klassenkörper  Haupt- 
ideale. 

9.  ZerfäUung  der  Elassengleiohung.  Nach  Gauss  zerfallen  die 
zu  einer  bestimmten  Diskriminante  gehörigen  Klassen  quadratischer 
Formen  in  Geschlechter  [I  C  2,  Nr.  c  12)],  die  durch  die  quadratischen 
Charaktere  der  durch  die  Formenklasse  darsteUbaren  Zahlen  in  Bezug 
auf  die  in  der  Diskriminante  aufgehenden  Primzahlen  bestimmt  sind. 
Die  Anzahl  der  Geschlechter  ist  immer  eine  Potenz  von  2,  deren  Ex- 
ponent durch  die  Anzahl  der  in  D  aufgehenden  Primzahlen  be- 
stimmt wird. 

Nun  liefert  die  Transformationstheorie  der  allgemeinen  elliptischen 
Funktionen  [I  B  3  f,  Nr.  10;  H  B  6  a]  ausser  den  schon  für  die  Bildung 
der  Klassengleichung  benutzten  Modulargleichungen  noch  eine  andere 
Art  von  Gleichungen,  die  Multiplikatorgleichungen,  aus  denen  ein  Multi- 
plikator der  Transformation  durch  den  Modul  bestimmt  wird.  Hier 
sind  nun  besonders  die  einem  quadratischen  Transformationsgrad  ent- 
sprechenden Multiplikatorgleichungen  von  Wichtigkeit,   die  eine  be- 
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merkenswerte,  yon  Joubert^'')  entdeckte  Reduktion  gestatten,  aus  der 
man  neue  Gleichungen  erhält,  deren  Wurzeln  die  Quadratwurzeln  aus 
den  Multiplikatoren  sind.  Wenn  nun  in  diesen  Gleichungen  ein  zur 
komplexen  Multiplikation  gehöriger  singulärer  Modul  eingesetzt  wird, 
so  wird  eine  Wurzel  dieser  Multiplikatorgleichung  bekannt  und  lässt 
sich  durch  die  Quadratwurzeln  aus  ganzen  in  der  Diskriminante  auf- 
gehenden rationalen  Zahlen  ausdrücken.  Demnach  erhält  man  für 
diese  singulären  Moduln  noch  eine  Gleichung,  die  ausser  rationalen 
Zahlen  Quadratwurzeln  aus  gewissen  ganzen  rationalen  Zahlen  ent- 
halt, und  mit  Hilfe  dieser  Gleichung  lässt  sich  die  Elassengleichung 
in  Faktoren  zerfallen,  in  denen  diese  Quadratwurzeln  vorkommen. 
Dadurch  wird  der  folgende  Satz  von  Kronecker  bewiesen: 

Die  Klassengleichung  lässt  sich  dwrch  Adjunktion  [I B  3  c,  d,  Nr.  12  f.] 
der  Quadratwuriseln  aus  den  in  der  Diskriminante  aufgehenden  Prim^ 
zahlen  in  Faktoren  zerfallen.  Die  AnzaM  dieser  Faktoren  ist  so  gross 
une  die  AnzaM  der  Genera  von  Klassen  quadratischer  Formen,  die 
zu  der  betreffenden  Diskriminante  gehören,  und  der  Grad  eines  dieser 
Faktoren  ist  also  so  gross,  une  die  AnzaM  der  in  einem  Genus  entr 
haUenen  Klassen. 

Neuerdings  ist  durch  die  von  Dirichlet  in  die  Zahlentheorie  ein- 
geffihrten  Methoden  [I  C  3,  Nr.  2]  bewiesen  worden,  dass  diese  Teil- 
gleichungen auch  nach  weiterer  Adßmktion  beliebiger  Einheitsu;urzeln 
nickt  weiter  reduzibel  werden^). 

Es  sind  65  negative  Determinanten  bekannt,  bei  denen  jedes 
Genus  nur  *eine  Klasse  enthält,  und  es  ist  nach  einer  weitgehenden 
Induktion  von  Gatiss  sehr  wahrscheinlich,  wiewohl  noch  nicht  be- 
wiesen, dass  es  nicht  mehr  Determinanten  dieser  Art  giebt.  Für 
diese  Determinanten  sind  daher  nach  dem  erwähnten  Satze  die  Klassen- 
invarianten rational  ausdrückbar  durch  die  Quadratwurzeln  aus  den 
in  der  Determinante  aufgehenden  Primzahlen*^). 


3*)  Sur  les  ^quations  qui  se  rencontrent  dans  la  thäorie  de  la  transf.  des 
fonct.  ellipt.,  Par.  1876. 

4)  Weher,  Über  Zahlengruppen  in  algebraischen  Körpern.  Zweite  Abhand- 
lung.   Math.  Ann.  49  (1897),  p.  88. 

5)  Diese  Determinanten  sind,  vom  Vorzeichen  abgesehen,  die  Zahlen: 

1,  2,  8,  4,  6,  6,  7,  8,  9,  10,  12,  18,  16,  16,  18,  21,  22,  24,  25,  28,  30,  33, 
37,  40,  42,  45,  48,  67,  58,  60,  70,  72,  78,  86,  88,  98,  102,  106,  112,  120,  130,  133, 
166,  168,  177,  190,  210,  232,  240,  263,  273,  280,  812,  330.  345,  367,  386,  408,  462, 
620,  760,  840,  1320,  1366,  1848. 

Die  Elasseninyarianten  för  diese  Determinanten  sind  vom  Referenten  be- 
rechnet und  in  Math.  Ann.  88  (1889),  p.  390  mitgeteilt. 


^ 
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10.  Die  Elasseninvarianten  /*(<»),  /*i(g))*  unter  einer  Klassen- 
invariante  versteht  man  nicht  nur  den  früher  definierten  singulären 
Wert  von  j{(o),  sondern  allgemein  jede  primitive  Zahl  des  Klassen- 
körpers,  d.  h.  jede  rationale  Funktion  von  j(co),  die  einer  irredu- 
ziblen  Gleichung  desselben  Grades  genügt.  Häufig  geben  andere 
Elasseninvarianten  als  j(g})  selbst  weit  einfachere  Resultate.  Man  er- 
hält solche  aus  den  Modulfunktionen  höherer  Stufe  [II  B  6  c].  Be- 
sonders einfache  Zahlenwerte  erhalten  die  Funktionen 

/•w=f5'    /i('»)=>^'>    ^(«>)=ff> 

worin  k  und  k'  den  Legendre'schen  Modul  und  sein  Komplement  be- 
deuten. So  ist  z.  B.,  wenn  m  ungerade  ist,  (f{y —  w))  ,  und  wenn 
m  gerade  ist,  (/;()/—  m))^  Klasseninvariante  für  die  Determinante 
m,  und  je  nach  dem  Verhalten  von  m  zu  dem  Modul  24  wird  das- 
selbe auch  durch  niedrigere  Potenzen  erreicht.  Diese  Klassen- 
invarianten sind  nicht  nur  ganze  Zahlen,  sondern  sie  werden  auch 
durch  Division  mit  gewissen  Potenzen  von  2  in  Einheiten  [I  C  4  a^ 
Nr.  7]  verwandelt. 

Diese  Funktionen  f  liefern  aber  nur  die  Klasseninvarianten  für 
die  Formen  erster  Art.  Für  die  Formen  zweiter  Art  sind  so  ein- 
fache Resultate  nicht  bekannt. 

So  sind  z.  B.  für  w  =  11,  19,  43,  67,  163  die  Zahlen  f{y—  m) 
die  Wurzeln  von  sehr  einfachen  kubischen  Gleichungen,  und  es  ist 
sehr  wahrscheinlich,  aber  nicht  bewiesen,  dass  die  angegebenen  fünf 
Werte  von  m  die  einzigen  dieser  Art  sind.  Für  die  Formen  zweiter 
Art  der  fünf  Determinanten  —  m  giebt  es  aber  nur  je  eine  Klasse, 

und  folglich  sind  die  j  ( ^^^^ —  9       ~)  8*^^®  rationale  Zahlen*). 

11.  Komplexe  liiiltiplikation  und  Teilung.  Die  komplexe 
Multiplikation  steht  in  einem  noch  tieferen  Zusammenhange  mit  den 
idealen  Zahlen  des  Korpers  52,  der  sich  in  den  folgenden  Sätzen  zu 
erkennen  giebt.  Der  allgemeine  Ausdruck  der  Sätze  wird  am  ein- 
fachsten und  durchsichtigsten  für  die  Weierstrass'sche  elliptische 
Funktion  p(u).  Für  eine  definitive  Ausführung  müssen  aber  auch 
noch  andere  doppelt-periodische  Funktionen  herangezogen  werden,  be- 
sonders die  Jacobi'schen  sin  am  u,  cos  am  u,  Aamu  (11  B  6  a]. 


6)  Man  kann  noch  unzählige  andere  Elasseninvarianten  aus  den  Modul- 
funktionen höherer  Stufe  ableiten.  Auf  die  singulären  Werte  der  Ikosaeder- 
irrationalität  hat  jP.  Slein  in  den  oben  erwähnten  „Vorlesungen*^  hingewiesen. 
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Die  Perioden  der  Funktion  p(u)  mögen  ©j,  ci,  sein,  und  zwischen 
diesen  bestehe  die  Gleichung 

(22)  Ä(o^^  +  BcDi  ©j  +  CcDi«  =  0 , 

sodass  das  Periodenverhältniss  o  =  (o^:  fo^  Wurzel  der  Gleichung  (3) 
ist.  Wenn  dann  fi  wie  in  (9)  eine  komplexe  Zahl  einer  Ordnung  0 
ist,  so  besteht  eine  Relation 

(23)  «i?(f»«)  =  J, 

worin  R  und  P  ganze  rationale  Funktionen  von  p(u)  ohne  gemein- 
samen Teiler  bedeuten,  deren  Koeffizienten  noch  von  den  Invarianten 
9%y  9z  ^^^  Funktion  p{u)  abhangen.  Der  Grad  von  R  ist  um  eins 
höher  als  der  Grad  von  P.  Die  Auflösung  der  Gleichung  P  =»  0  ist 
das  Teilungsproblem  für  die  singulären  Moduln. 

Die  Wurzeln  der  Gleichung  P  =  0  können  in  transcendenter 
Form  so  dargestellt  werden: 

(24)  9_^(^^^H^), 

worin  Uj  ß  feste  ganze  rationale  Zahlen  ohne  gemeinsamen  Teiler 
sind,  die  der  Bedingung  genügen,  dass  Äa^  —  Baß-\'Cß^  relativ  prim 
zu  n  ist,  während  v  eine  zu  ft  teilerfremde  Zahl  der  Ordnung  0  ist. 
Man  führe  nun  eine  Fimktion  t  =  t(u)  durch  folgende  Defi- 
nition ein: 

r  =  ^^  jp(u)     im  Allgemeinen , 
=  fP^    im  FaUe  ^8  =  0, 
=  ^y.     im  Falle  g.  =  0, 

0  =  ^(^2^ -27 9,^). 

Diese  Funktion  ist  nur  von  den  Verhältnissen  Oj :  o,  und  u :  a»j  ab- 
hängig. Wendet  man  die  komplexe  Multiplikation  hierauf  an,  so 
ergiebt  sich 

(25)  t((iu)  =  §-, 

und  jetzt  lässt  sich  beweisen,  dass  die  ganzen  rationalen  Funktionen 
Pj,  üj  von  r,  wenn  sie  von  gemeinsamen  Faktoren  befreit  sind, 
Funktionen  in  dem  Elassenkörper  Ä  der  Ordnung  0  sind. 

Befreit  man  Pj  (durch  rationale  Operationen)  von  allen  mehr- 
fach darin  vorkommenden  Faktoren,  so  entsteht  eine  ganze  Funktion 
Tfi  von  T,  deren  Koeffizienten  gleichfalls  im  Körper  S  enthalten  sind, 
und  zwei  solche  Funktionen  T^  und  T^^  haben  dann  und  nur  dann 
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einen  gemeinsamen  Faktor^  wenn  die  Zahlen  (i  und  ft^  der  Ordnung  0 
einen  idealen  oder  wirklichen  gemeinsamen  Teiler  haben.  So  gelangt 
man  zu  den  folgenden  Sätzen: 

I.  Bedeutet  m  ein  beliebiges^  jsu  Q  [Nr.  6]  teilerfremdes  Ideal  des 
Körpers  Sl,  so  giebt  es  im  KlassenJcörper  $  eine  Gleichung 

deren  Wwreeln  unter  den  Grössen 

enihaUen  sind,  wenn  (i  und  v  teilerfremde  Zahlen  der  Ordnung  0  sind, 
und  (i  durch  m  teilbar  ist 

n.  Der  Grad  der  Funktion  0m  ist  gleich  der  Anzahl  ^(m)  der 
nach  dem  Modul  m  inkongruenten,  zu  m  teilerfremden  Zahlen  in  0, 
geteilt  durch  die  Anzahl  der  nach  m  inkongruenten  Einheiten  in  0. 

ni.  Die  Gleichung  0,„  =  0  ist  im  Körper  $  eine  irreduzible 
Abd'sche  Gleichung,  und  ist  also  algebraisch  auflösbar. 

Es  ist  wahrscheinlich,  dass  die  Wurzeln  dieser  Teilungsgleichung 
0„  =  0  in  den  Elassenkörpem  (in  anderen  Ordnungen)  enthalten  sind. 

12.  Die  Elassenzahlrelatioiieii.  Eine  sehr  bemerkenswerte  An- 
wendung der  komplexen  Multiplikation  muss  noch  erwähnt  werden, 
nämlich  die  Ableitung  der  sogenannten  KlassenzaMrelationen.  Die 
ersten  hierher  gehörigen  Formeln  sind  von  Kronecker  gegeben.  Sie 
sollen  hier  nach  Inhalt  und  Ableitung  an  dem  einfachsten  Bei- 
spiel erläutert  werden.  Wenn  in  der  durch  (12)  definierten  Funktion 
0  beide  Argumente  einander  gleich  gesetzt  werden,  also  die  Funktion 
0(k,  k)  gebildet  wird,  so  zerfällt  diese  Funktion,  wie  schon  in  Nr.  3 
erwähnt  ist,  in  mehrere  irreduzible  Faktoren,  die,  gleich  Null  gesetzt, 
die  verschiedenen  Elassengleichungen  geben,  und  deren  Grade  daher 
durch  Elasseuzahlen  ausgedrückt  werden.  Hiemach  kann  man  den 
Grad  der  Funktion  0{k,  k)  als  eine  Summe  von  Elasseuzahlen  dar- 
stellen. 

Andererseits  aber  lässt  sich  der  Grad  von  0{k,k)  auch  direkt 
aus  der  Transformationstheorie  der  elliptischen  Funktionen  bestimmen, 
und  wenn  man  beide  Ausdrücke  einander  gleich  setzt,  ergiebt  sich 
die  Klassenzahlrelation.  Man  findet  so,  wenn  mit  H{m)  die  Elassen- 
zahl  für  die  Diskriminante  —  m  bezeichnet  wird,  und  n  eine  beliebige 
natürliche  Zahl  ist: 

^-(4«)  +  2H(4n  —  1)  +  2H{4n  —  4)  +  2H{4n  —  9)-\ 

=  2^d, 
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wenn  unter  ^d  die  Summe  der  Divisoren  von  w,  die  grosser  als 
Yn  sind;  verstanden  wird^  und  die  Summe  der  Glieder  der  linken 
Seite,  2H(An  —  x^)  so  lange  fortgesetzt  wird,  als  4n  —  x^  positiv 
bleibt.    In  dem  besonderen  Falle,  wo  n  eine  Quadratzahl  ist,  muss 

auf  der  rechten  Seite  dieser  Formel  Yn  +  y  hinzugefügt  werden. 

Kronecker  hat  noch  mehrere  Formeln  dieser  Art  abgeleitet,  in- 
dem er  andere  Modulargleichungen  benutzt,  und  HennUe  hat  gezeigt, 
dass  man  diese  Formeln  zum  Teil  auch  aus  den  Reihen,  die  die 
Theorie  der  elliptischen  Funktionen  liefert,  ohne  Spezialisierung  des 
Moduls  erhalten  kann. 

Die  Theorie  dieser  Relationen  ist  aber  dann  ausserordentlich  ver- 
allgemeinert worden  durch  Gierster  und  Hurunte,  die  die  Theorie  der 
Mockdargleichtmgen  höherer  Stufe  und  der  Modularkarrespondenzen 
darauf  angewandt  haben.  Es  hat  sich  so  ergeben,  dass  die  Eronecker- 
schen  Elassenzahlrelationen  nur  die  ersten  Olieder  einer  ins  Un- 
begrenzte fortlaufenden  Kette  ähnlicher  Formeln  sind,  in  denen  an 
Stelle  der  Divisorensummen  gewisse  andere  zahlentheoretische  Funk- 
tionen auftreten. 
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L   Wahrscheinlichkeit  a  priori. 

1.  Definition  nnd  Bedeutung  der  mathematiBOhen  Wahr^ohein- 
liohkeit.  Gegenstand  der  Wahrscheifdichkeitsrechnung  sind  die  un- 
getoissen  Ereignisse  ^),  das  sind  (reale  oder  abstrakte)  Thalbestände  ^),  über 
deren  Dasein  oder  Eintreffen^)  auf  Grund  der  Prämissen  oder  Be- 
dingungen nicht  mit  Sicherheit  gefolgert,  sondern  nur  mit  einem 
minderen  oder  höheren  Grade  der  Berechtigung  ausgesagt  werden 
kann.  Diejenigen  (konstanten  oder  variabebi)  Bedingungen,  auf  welche 
die  Bemessung  des  Grades  der  Berechtigung  oder  Erwartung,  das 
WaJirscheinlichkeitsurteilj    gegründet    wird,    bezeichnet    man    als    die 


?^ 


1)  Es  ißt  richtig,  dass,  wie  C.  Stumpf,  Über  den  Begriff  der  mathem.  W. 
(Münch.  Ber.,  phil.  Kl.,  1892,  p.  37  bes.  p.  46)  bemerkt,  die  Bezeichnung  „Er- 
eignis^^  zu  eng  gefasst  ist,  da  sie  an  ein  Geschehen  erinnert,  während  doch  W.-en 
auch  über  Urteilsmaterien  aufgestellt  werden,  die  einen  realen  oder  selbst  einen 
abstrakten  „Thatbestand"  betreffen.  Indessen  ist  das  Wort  Ereignis  in  allen 
Litteraturen  der  W.-R.  eingebürgert. 

2)  „Eintreffen''  bezieht  sich  auf  ein  Geschehen,  „Dasein^*  auf  einen  That- 
bestand. 
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UrscuAen^)  oder  Chancen^)  des  Thatbestandes;  sie  bemhen  auf  dem 
gesamten  Wissen^)  über  die  Materie.  Diejenigen  (variabeln)  Be- 
dingungen^ welche  in  ihrem  beständigen  Wechsel  unserer  Kenntnis 
sich  entziehen^  bilden  das^  was  man  als  ZufaU^)  bezeichnet;  auf  sie 
bezieht  sich  das  Nichtwissen^).  Daher  werden  Ereignisse  von  der 
gekennzeichneten  Art  auch  als  zufällige  Ereignisse  bezeichnet. 

In  den  Aufgaben,  aus  welchen  die  Wahrscheinlichkeitstheorie 
emporgewachsen  ist;  zeigt  das  Wissen  eine  bestimmte  Struktur:  es  ge- 
stattet die  Unterscheidung  von  MöglicKkeiten,  von  Fallen^  welche  sich 
als  gleichmöglich,  gleichwertig  oder  gletcHberechtigf^)  erweisen  ^  und  ihre 
Trennung  in  günstige^),  d.  i.  solche ^  welche  das  Dasein  oder  Ein- 
treffen des  erwarteten  Thatbestandes  zur  Folge  haben^  und  in  mir 
günstige^,  welche  die  gegenteilige  Wirkung  äussern. 

Unter  der  nujtthematischen  Wahrscheinlichkeit  eines  Ereignisses 
(Thatbestandes)  wird  der  Bruch  verstanden  ^  dessen  Zähler  die  Anzahl 
der  dem  Ereignis  günstigen  und  dessen  Nenner  die  Anzahl  aller  gleich- 
möglichen Fälle  ist. 

In  dieser  Definition  ^)  ist  das  Hauptgewicht  auf  die  Deutung  der 


3)  In  der  W.-R.  wird  unter  den  Ursachen  eines  Ereignisses  nicht  dasjenige 
verstand en,  was  im  Falle  des  Eintreffens  vermöge  des  Eausalitätsprinzips  das 
Ereignis  herbeigeföhrt  hat,  sondern  das  Bleibende  im  Komplex  der  Bedingungen. 
Daher  wendet  sich  Stumpf,  1.  c,  gegen  diesen  Ausdruck  und  schlägt  dafär  den 
Terminus  ,,Ghancen"  vor,  den  er  jedoch  auch  in  anderem  Sinne  gebraucht. 

4)  Dies  Wort  wird  in  der  W.-R.  nicht  einheitlich  gebraucht.  Laplace 
(Theorie)  wendet  es  als  Synonym  fflr  W.  an;  Poisaon  (1.  c.  §  1)  versteht  unter 
der  Ch.  eines  Falles  den  ihm  vermöge  der  wirklichen  physischen  Umstände  zu- 
kommenden Grad  der  Leichtigkeit  seiner  Verwirklichung,  und  gebraucht  dafür 
synonym  „abstrakte  W."  des  betreffenden  Falles;  Kries  (1.  c.  p.  96)  belegt  mit 
dem  Namen  Ch.  oder  objektive  Ch.  jede  W.  von  allgemeiner  Geltung;  ihr  wäre 
also  eine  subjektive  W.  entgegenzustellen,  die  sich  nicht  auf  ein  allgemein  ver- 
breitetes, sondern  auf  das  Wissen  eines  bestimmten  Individuums  gründet. 

6)  Laplace  (Essai  p.  lY)  betont  es  als  wesentlich,  dass  jede  W.  sich  zum 
Teil  auf  unser  Wissen,  z.  T.  auf  ein  Nichtwissen  beziehe. 

6)  Dem  Worte  „Zufall"  sind  im  Laufe  der  Zeit  die  mannigfachsten  Deu- 
tungen gegeben  worden;  eine  kritische  Beleuchtung  derselben  findet  man  bei 
W.  Windelhand,  Die  Lehren  vom  Zufall  (Berlin  1870). 

7)  Kries  Q..  c.  p.  24)  gebraucht  für  die  eingebürgerte  Bezeichnung  „gleich- 
mögliche Fälle"  die  Termini  „gleichwertige"  und  „gleichberechtigte  Annahmen". 

8)  Bei  Jakob  I  BemoulU,  Ars  conjectandi  (Basil.  1713,  eines  der  ältesten 
litter.  Denkmale  der  W.-R.,  nach  des  Verf.  Tode  [1706]  durch  Nicol.  I  Bern. 
herausgegeben)  finden  sich  dafür  die  Benennungen  „casus  fertiles  seu  foecundi" 
und  „casus  steriles". 

9)  Laplace  (Essai  p.  IV)  erklärt  jenen  Bruch  als  „Mass  der  W.",  also  als 
Mass  eines  Abstraktums;   später  (Theorie  p.  179)  nennt  er  den  Bruch  selbst  W. 
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gleichmöglichen  Fälle  zu  legen.  Die  beiden,  einander  entgegengesetzten 
Standpunkte,  auf  die  man  sich  dabei  stellen  kann,  sind  durch  die 
Prinzipien  des  mangdnden  und  des  eivingenden  Grundes  gekennzeichnet. 
Nach  dem  ersten  stützt  sich  die  Konstatierung  der  Oleichmöglichkeit 
auf  absolutes  Nichtwissen  über  die  Bedingungen  des  Daseins  oder  der 
Verwirklichung  der  einzelnen  Fälle,  also  auf  ihre  blosse  Unterscheidung^^)] 
dem  zweiten  zufolge  ist  zu  ihrer  Feststellung  ein  sicheres  objektives 
Wissen  erforderlich,  das  jede  andere  Annahme  ausschliesst^^). 

Von  der  Auffassung  der  Oleichmöglichkeit  der  Fälle  hängt  die 
Bedeutung  einer  numerischen  Wahrscheinlichkeit  wesentlich  ab^^). 
Soll  sie  als  das  Mass  einer  begrimdeten  Erwartung  ^^)  gelten,  so  muss 
ihr  ein  objektives  Wissen  zugrunde  liegen.  Stützt  sich  ihre  Bestim- 
mung auf  blosse  Disjunktion  der  Fälle  und  absolutes  Nichtwissen  über 
die  einzelnen,  so  hat  sie  nur  eine  subjektive  Bedeutung.  In  den  Schriften 
über  Logik  wird  meist  nur  die  letztere  Auffassung  hervorgehoben,  die 
Wahrscheinlichkeitsrechnung  als  eine  mathematische  Formulierung  der 
Lehre  von  den  disjunktiven  Urteilen  ^*)  bezeichnet.  In  den  auf  die  An- 
wendungen abzielenden  Arbeiten  tritt  aber  immer  mehr  das  objektive 
Moment  und  daher  auch  das  zweite  der  oben  erwähnten  Prinzipe  in 
den  Vordergrund. 

Wenn  g  die  Anzahl  der  günstigen,  m  die  Anzahl  der  möglichen 

Fälle,  p  die  Wahrscheinlichkeit  ^)  bezeichnet,  sodass  p  =  -^ ,  so  be- 


"^ 


10)  Diese  Auffassung  vertritt  C.  Stumpf  in  der  unter  1)  citierten  Arbeit. 

11)  Für  diese  Auffassung  ist  in  wirksamer  Weise  J.  v.  Kries  (1.  c.)  ein- 
getreten in  seiner  Schrift,  die  sich  auf  das  eingehendste  mit  der  Untersuchung 
der  Umstände  befasst,  unter  welchen  von  einer  W.-Bestimmung  die  Bede  sein 
kann.  Seinen  Standpunkt  verteidigt,  wenn  auch  nicht  in  der  glücklichsten 
Form,  L.  Goldschmidt,  Die  W.-R.,  Versuch  einer  Kritik  (Hamb.  1897). 

12)  Kries  (1.  c.  p.  21)  formuliert  die  Bedeutung  einer  W.-Aussage  dahin, 
dass  sie  die  mehr  oder  minder  grosse  Berechtigung  einer  Erwarttmg  angebe, 
dass  aber  jedesmal  auch  die  Nichterfüllung  derselben  als  möglich  erscheine.  — 
Mit  Rücksicht  auf  den  verschiedenen  Grad  der  Sicherheit,  mit  welcher  die  mög> 
liehen  Fälle  als  gleichmöglich  betrachtet  werden  können,  will  A.  Nitsche  (Viertelj. 
f.  wiss.  Philos.  1892,  p.  20)  bei  jedem  W.-Ansatze  „Dimensionen'',  A.  Meinong 
(Gott.  Anz.  1890,  p.  66)  bei  jedem  W.-Ürteil  zwei  „Dimensionen'*  unterscheiden, 
deren   eine  die  W.,  deren  andere  ein  Wertunterschied  in  ihrer  Bestimmung  ist. 

13)  Stumpf  (1.  c.  p.  66)  erkennt  in  der  W.  das  Mass  einer  vernünftigen 
Erwartung,  d.  h.  der  Erwartung,  soweit  sie  von  der  blossen  Vemunfb  (ohne 
Einfluss  Yon  Affekten,  wie  Wünschen,  Neigungen  etc.)  bestimmt  ist. 

14)  Über  das  Verhältnis  der  W.-R.  zum  disjunktiven  Urteil  und  zur  Logik 
überhaupt  ygl.  man  insbesondere  Ch.  Sigwctrt,  Logik  2  (Freiburg  i.  B.  2.  Aufl. 
1893),  §  86. 

15)  Ursprünglich  war  es  üblich,  W.-en  immer  in  Form  von  Brüchen  zu 
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deutet  jp,  so  lange  [die  hier  erörterte  Sachlage  zutrifft,  einen  ratio- 
nalen echten  Bruch.  Die  beiden  Zahlen  0  und  1,  welche  den  Bereich 
der  absoluten  echten  Brüche  begrenzen,  betreffen  Thatbestände,  welche 
nicht  mehr  dem  Gebiete  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  angehören: 
die  erste  entspringt  aus  der  Annahme  g  =  0,  die  zweite  aus  g  =  m] 
beidemal  besteht  bezüglich  des  Thatbestandes  kein  Zweifel.  Man  be- 
zeichnet 0  als  das  Symbol  der  ühfnöglichkeü,  1  als  das  Symbol  der 
Gewissheit  ^^,  Zwischen  einer  der  Null  noch  so  nahen  Wahrschein- 
lichkeit und  der  Unmöglichkeit  einerseits,  einer  der  Einheit  noch  so 
nahen  Wahrscheinlichkeit  und  der  Gewissheit  andererseits  besteht  ein 
fundamentaler  Unterschied*'). 

Es  ist  vielfach  gebräuchlich,  einen  Thatbestand,  dem  die  Wahr- 
scheinlichkeit Y  zukommt,  als  wahrscheitdidi  schlechtweg  zu  be- 
zeichnen. 

2.  Direkte  WahrBOheinliohkeitsbestimxnnng.  Sie  besteht  darin, 
dass  man  das  einem  Problem  zugrunde  liegende  Wissen  in  gleich- 
berechtigte Einzelfalle  auflöst,  diese  und  die  günstigen  unter  ihnen 
zahlt  und  aus  den  gefundenen  Zahlen  den  Wahrscheinlichkeitsbruch 
bildet.  Mit  Recht  erkennt  Ch.  Sigwart^^)  die  eigentliche  Kunst  der 
Deduktion  in  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  in  dem  ersten  Teile 
dieses  Prozesses,  in  der  Konstruktion  gleichmöglicher  Einzelfälle,  in 
der  Bildung  einer  vollständigen  Disjunktion;  die  darauf  folgende 
Zählung   ist   eine  Aufgabe    der   reinen   Arithmetik. 

Da  es  sich  bei  der  Grundlegung  der  Theorie  lediglich  um  eine 
formale,  kombincUorische  Gleichwertigkeit  der  Fälle  handelte,  so  wird 


schreiben;  erst  seit  Äbr.  de  Moivre  (De  mensura  sortis,  Lond.  Trans.  27  [1711], 
p.  213  und  Doctrine  of  cbances,  Lond.  1718)  bedient  man  sich  eines  Buchstabens 
dazu. 

16)  Das  Verhältnis  von  W.  und  Gewissheit  ist  verschieden  aufgefasst 
worden.  Laplace  (Essai  p.  V)  hält  beide  vom  mathematischen  Standpunkte  für 
vergleichbar,  betont  aber  sogleich  ihre  Verschiedenheit  dem  Wesen  nach. 
J,  F.  Fries  (1.  c.  p.  13)  macht  die  Aufstellung,  W.-en  seien  Grade  der  Gewiss- 
heit. Die  neueren  philosophischen  Autoren,  v.  Kries,  Sigwart,  Stumpf  (1.  c.)  be- 
tonen nachdrücklich  den  fundamentalen  Unterschied  zwischen  den  beiden  Be- 
griffen, was  übrigens  auch  M.  J.  Condorcet  (Essai  sur  Fapplic.  de  Tanaljse  ä  la 
probab.,  Paris  1786)  schon  gethan  hat. 

17)  Betreffs  verschiedener  Deutungen  sehr  kleiner  und  sehr  grosser  W.-en 
vgl.  man  J.  d'Alembert  (B.äflezions  sur  le  calc.  d.  prob.,  Opusc.  2,  1761,  p.  1), 
G,  Buffon  (Essai  d'arithm.  morale,  Suppl.  k  Fhist.  natur.  Paris  4,  1777),  A.  A. 
Coumot  (1.  c). 

18)  Logik  2,  p.  319. 

Knojklop.  d.  mftih.  WiMenfoh.    I.  47 


738  I  D  1.   WahncheinlichkeitBrechnong. 

man  es  nur  natürlich  finden,  dass  sich  mit  der  Wahrscheinlichkeits- 
rechnung jener  Zweig  der  Mathematik  entwickelte^  den  man  als  Korn- 
binatorik  bezeichnet  (I  A  2,  bes.  Nr.  1,  14).  In  der  That  zahlen  die 
ersten  Schriften  über  Wahrscheinlichkeitsrechnung  zugleich  zu  den 
ersten  über  Kombinatorik^^).  Eine  der  ersten,  litterarisch  nachweis- 
baren Fragen,  welche  Wahrscheinlichkeit  betrafen,  hing  mit  der  kom- 
binatorischen Gleichwertigkeit  der  Fälle  zusammen  ^).  Richtiger  Beur- 
teilung dieser  Gleichwertigkeit  begegnet  man  zum  ersten  Male  bei 
O.  Cardano^^).  Aus  unrichtiger  Beurteilung  sind  wiederholt  irrtüm- 
liche Lösungen  und  Behauptungen  hervorgegangen^^). 

3.  Totale  Walirsoheiiiliohkeit.  War  die  direkte  Methode  ur- 
sprünglich das  einzige  Mittel  der  Wahrscheinlichkeitsbestimmung,  so 
bildeten  sich  im  Laufe  der  Zeit  an  der  Hand  zahlreicher  Probleme 
Regeln  aus,  nach  welchen  gewisse  häufig  wiederkehrende  Schlüsse  voU- 
zogen  werden  sollten.  Anfänglich  sehr  zahlreich,  reduzierten  sich  diese 
Regeln  auf  einige  wenige  Sätze,  welche  LapUice^)  zum  ersten  Mal 
präcis  formuliert  hat.  Durch  geschickte  Analyse  des  Ereignisses,  nach 
dessen  Wahrscheinlichkeit  gefragt  wird,  und  die  Anwendung  dieser  * 
Sätze  gelingt  es  oft  leichter  eine  Aufgabe  zu  lösen,  als  durch  un- 
mittelbare Zählung  der  Chancen. 

Der  einfachste  dieser  Sätze  betrifft  die  vollständige  oder  tokde 
Wahrscheinlichkeit  ^).    Ihm  zufolge  kommt  die  Wahrscheinlichkeit  eines 


^ 


19)  Bh  Pascal,  Traitd  du  triangle  arithm.,  Paris  1664;  Jakob  I  BemouUi,  Ars 
coigect. 

20)  An  G.  Galilei,  Considerazione  sopra  il  giuoco  dei  Dadi  (Werke  3,  Firenze 
1718)  ist  die  Frage  gestellt  worden,  warum  mit  drei  Würfeln  die  Summe  10 
häufiger  geworfen  werde  als  9  und  11  häufiger  als  12;  der  Fragende  hatte  diese 
Summen  fOr  gleichmögliche  Fälle  gehalten. 

21)  De  ludo  aleae  (Werke  1,  1663). 

22)  G.  W.  Leibniz  (opera  omnia,  ed.  Dutens,  6  p.  318)  zählte  für  die  Summen  12 
und  11  bei  zwei  Würfeln  je  einen,  fClr  die  Summe  7  drei  Fälle.  —  Bekannt  ist 
J.  d'ÄlemberfB  (Encycl.,  1764,  Artikel  „Croix  ou  pile*^)  falsche  Zählung  der 
Fälle  bei  zweimaligem  Aufwerfen  einer  Münze.  —  Bezüglich  des  Beispiels,  an 
welchem  J.  Bertrand  (1.  c.  p.  2)  das  Auftreten  ungleich-möglicher  Fälle  in  nicht 
gerade  durchsichtiger  Weise  erklärt,  vgl  die  einfachere  Darstellung  H.  Paincarfü 
(1.  c.  p.  3).  Die  Kritik  dieses  Beispiels  in  meinem  Berichte  (1.  c  p.  9)  ist  un- 
zutreffend. 

23)  Essai  p.  VH 

24)  Bei  L.  Öttinger  (Die  W.-B.,  Berlin  1862,  p.  3)  findet  sich  dafür  die 
Bezeichnung  „relative  W.^^,  welche  später  in  anderem  Sinne  genommen  worden 
ist;  als  relative  W.  eine^  Ereignisses  unter  mehreren  andern  hat  man  den  Quo- 
tienten aus  seiner  W.  durch  die  Summe  der  W.-en  aller  in  Betracht  gezogener 
fhreignisse  verstanden.    Vgl.  A.  Meyer,  1.  c.  p.  12, 
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Ereignisses,  das  unter  einer  Reihe  einzelner  Ereignisse  subsumiert 
werden  kann^  gleich  der  Summe  der  Wahrscheinlichkeiten  dieser  letz- 
teren.   Gilt  das  Ereignis  E  als  eingetroffen^  wenn  eines  der  Ereignisse 

Ei  (i  =  1,  2, . . .  n)  sich  verwirklicht   hat,   und  kann  nur  eines  von 

ff 

diesen  eintreffen,  so  ist  P  =  J^Pi  die  Wahrscheinlichkeit  von  E^  wenn 

1 

Pi  die  Wahrscheinlichkeit  von  Ei  ist. 

Laplace  fasst  in  seiner  Formulierung  des  Satzes  die  Ei  als  un- 
gleich mögliche  günstige  Fälle  von  E  auf.  Man  kann  passend,  wie 
dies  bei  A,  Meyer  ^^)  geschieht,  die  Ei  als  Arten  von  E  bezeichnen. 

C.  BeuscMe^^  hat  für  die  totale  Wahrscheinlichkeit  die  zu- 
treffende Bezeichnung  „Wahrscheinlichkeit  des  Entweder  —  oder" 
vorgeschlagen. 

4«  Zusammengesetzte  Walirsoheinliohkeit.  Besteht  ein  Ereignis 
in  dem  (gleichzeitigen  oder  successiven)  Eintreffen  mehrerer  Ereignisse, 
so  bezeichnet  man  es  als  ein  msammengesdztes  Ereignis,  seine  Wahr- 
scheinlichkeit dementsprechend  als  eine  zusammengesetzte  Wahrschein- 
lichkeit^^). Im  Gegensatze  hierzu  werden  die  zusammentreffenden  Er- 
eignisse einfache  Ereignisse  genannt. 

Bei  der  Bildung  einer  zusammengesetzten  Wahrscheinlichkeit 
kommt  es  wesentlich  darauf  an,  ob  die  einfachen  Ereignisse  unab- 
hängig von  einander  sind  in  dem  Sinne,  dass  das  Eintreffen  oder 
Nichteintreffen  des  einen  auf  die  Erwartungsbildung  bezüglich  der 
andern  keinen  Einfluss  übt,  oder  ob  sie  in  dem  eben  gekennzeich- 
neten Sinne  von  einander  abhängig  sind^®). 


26)  1.  c.  p.  11. 

26)  J.  f.  Math.  26  (1843),  p.  333. 

27)  L.  ÖtUnger  (1.  c.  p.  3)  wollte  daf^  eine  der  Bezeichnungen  „bedingte" 
oder  „abhängige  W.'*  einfilhren. 

28)  In  dem  Nachweis  der  Unabhängigkeit,  beziehungsweise  in  dem  Er- 
kennen der  Abhängigkeit  von  Ereignissen  liegt  eine  der  Hauptschwierigkeiten, 
sobald  es  sich  um  Anwendungen  der  W.-ß.  auf  wirkliche  Vorgänge  handelt. 
Aus  der  Nichtbeachtung  einer  vorhandenen  Abhängigkeit  können  schwere 
Irrungen  hervorgehen.  —  Die  Darstellung,  welche  J.  Berirand  (1.  c.  p.  30)  von 
MaxwelVs  erster  Ableitung  des  Gesetzes  über  die  Verteilung  der  Geschwindig- 
keiten der  Gasmoleküle  gegeben  hat  und  die  von  H.  Poincar6  (1.  c  p.  21)  re- 
produziert worden  ist,  lässt  es  unerwähnt,  dass  Maxwell  selbst  die  Anfechtbar- 
keit dieser  Ableitung  vom  Standpunkte  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  voll- 
kommen klar  erkannt  und  ausgesprochen  hat,  und  dass  er  auch  eine  Ableitung 
jenes  Gesetzes  auf  mechanischer  Grundlage  gab  [Philos.  Mag.  (4)  35  (1868), 
p.  146  und  186  »  Scient.  Papers  p.  129, 186)].  Vgl.  hierzu  L,  BoUzmann,  Wien. 
Ber.  66' (1872),  p.  276;  96*  (1888),  p.  902,  dann  dessen  „Vorles.  über  Gastheorie'^, 
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In  beiden  Fällen  besteht  die  Wahrscheinlichkeit  P  des  zusam- 
mengesetzten  Ereignisses  E  in   dem   Produkte  der  Wahrscheinlich- 

n 

keiten  pi  der  einfachen  Ereignisse  Ei  (i  =  1, 2, . . .  w),  sodass  P  ==  JJ[pi- 

Während  aber  im  ersten  Falle  jedes  pi  ohne  Rücksicht  auf  die  andern 
bestimmt  wird^  ist  im  zweiten  Falle  unter  pi  jene  Wahrscheinlichkeit 
zu  verstehen^  welche  dem  Ereignis  Ei  zukommt ^  nachdem  die  Er- 
eignisse El,  E^f  . , .,  Ei^t  bereits  eingetroflfen  sind**). 

Bezüglich  der  Zeitfolge  ist  folgendes  zu  bemerken.  Gehen  die 
WMibhä/ngigen  Ereignisse  Ei  jedes  aus  einem  andern  Komplex  mög- 
licher Fälle  hervor^  so  können  sie  sowohl  gleichzeitig  als  auch  suc- 
cessive  eintreffen;  ist  es  hingegen  derselbe  Komplex  möglicher  Fälle^ 
durch  welchen  die  einzelnen  Ei  ihre  Verwirklichung  erlangen  können, 
dann  ist  nur  successives  Eintreffen  denkbar;  die  Ordnung  der  Succession 
ist  beidemal  gleichgültig.  Bei  abhängigen  Ereignissen  kann  ebenso- 
wohl successives  wie  gleichzeitiges  Eintreffen  Platz  greifen;  vielfach 
hängt  dies  lediglich  von  der  Auffassung  des  Vorgangs  ab. 

Für  die  zusammengesetzte  Wahrscheinlichkeit  hat  C  Beuschle^) 
den  treffenden  Terminus  ^^Wahrscheinlichkeit  des  Sowohl  —  als  auch^ 
in  Vorschlag  gebracht. 

Ein  besonderer  Fall  eines  aus  unabhängigen  Ereignissen  zu- 
sammengesetzten Erfolges  ist  die  n-malige  Wiederholung  eines  unter 
denselben  Bedingungen  stattfindenden  Ereignisses.  Die  Wahrschein- 
lichkeit hiefür  ist  P=p^y  wenn  p  die  Wahrscheinlichkeit  des  sich 
wiederholenden  Ereignisses  bedeutet. 

Wenn  p  die  Wahrscheinlichkeit  für  das  Eintreffen  eines  Ereig- 
nisses E,  2=1  — p  die  Wahrscheinlichkeit  für  sein  Nichteintreffen 
ist,  so  ist  Q  =  l  —  q*  die  Wahrscheinlichkeit  für  seine  Verwirk- 
lichung innerhalb  n  Versuchsfällen.     Bei  gegebenen  q  und  Q  kann 


Leipzig  1896,  p.  16  u.  32;  femer  bezüglich  der  Anwendung  der  Wahrschein- 
lichkeiterechnung  auf  Untersuchungen  der  Mechanik  und  Physik  die  Bde.  lY,  V 
und  VI  der  Encykl.  —  Mitunter  begegnet  man  der  falschen  Vorstellung  von 
einer  Abhängigkeit  der  successiven  Realisierungen.  So  hielt  J.  d^Älemberi 
(Opusc.  math.  4  [1768],  p.  79,  283)  fest  daran,  es  sei  für  die  Erwartung  nicht 
gleichgültig,  Wappen  eine  bestimmte  Anzahl  male  zu  treffen  in  n  Würfen 
mit  einer  Münze  und  in  einem  Wurf  mit  n  Münzen  —  er  hält  das  erstere  für 
minder  wahrscheinlich  wegen  einer  von  ihm  behaupteten  Abhängigkeit  der  auf 
einander  folgenden  Würfe.  Ähnliche  Yerirrungen  findet  man  bei  N.  Beguelin 
(Berl.  Eist.  28,  1767  [1769],  p.  382). 

29)  Laplace,  Essai  p.  Vm  u.  IX. 

30)  An  der  unter  26)  citierten  Stelle. 
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hieraus  die  erforderliche  Anzahl  von  Versuchen  berechnet  werden,  damit 
man  die  Realisierung  von  E  mit  der  Wahrscheinlichkeit  Q  erwarten 
dürfe;  es  ist  dies  die  nächste  ganze  Zahl  über  log(l  —  Q)  :logg.*^) 

Aus  einem  zusammenfassenden  Gesichtspunkte  sind  die  Sätze 
über  die  totale  und  zusammengesetzte  Wahrscheinlichkeit  von  H.  Pain- 
ca/re^^)  abgeleitet  worden. 

6.  Kombination  der  Sätze  über  totale  und  EnsanimengesetEte 
Walirsoheinliohkeit.  Die  Analogie  zwischen  der  Aufstellung  der  Mög- 
lichkeiten, welche  sich  aus  dem  Zusammentreffen  zweier  oder  mehrerer 
Ereignissphären  ergeben  können,  mit  der  Bildung  des  Produktes  zweier 
oder  mehrerer  Polynome  ist  schon  frühzeitig  erkannt  worden.  Den 
logischen  Inhalt  dieses  Vorgangs  hat  Ch.  Sigwart^)  als  KomhinaMon 
disjmktiver  Urteüe  gekennzeichnet. 

Das  Verfahren,  welches  Jakob  I  BemouUi^)  in  seinen  Erläute- 
rungen zu  Ch,  Huygens*  Schrift'*)  angiebt,  um  die  möglichen  Arten 
zu  zählen,  auf  welche  beim  Werfen  von  2,  3,  . .  .  Würfeln  die  ver- 
schiedenen Summen  zustande  kommen  können,  beruht  auf  der  Er- 
kenntnis, dass  die  Bildung  der  Potenz  (a;*  +  ^*  +  *  * '  +  ^*)"  durch 
n- malige  Multiplikation  des  eingeklammerten  Polynoms  mit  sich  selbst 
imd  das  Ordnen  des  Resultates  nach  x  solche  Regeln  befolgt,  dass 
der  Koeffizient  von  af  die  Fälle  zahlt,  in  welchen  beim  Aufwerfen 
von  n  Würfeln  die  Sunmie  s  erscheint. 

Eine  allgemeine  Formulienmg  jener  Analogie  gab  Ä.  de  Morgan^, 
Besteht  eine  Ereignissphäre  aus  den  Ereignissen  E/  (i  =  1,  2, . .  .,  m), 
wobei  dem  E/  Ui  Fälle  günstig  sind-,  eine  andere  aus  den  Ereignissen 
Ei"(i  =  1,  2, . . .,  n),  wobei  /J,  Fälle  dem  E/'  günstig  sind,   so  zeigt 


31)  Diesen  Fall  betraf  eine  der  ersten  Aufgaben  der  W.-R.  Unter  den 
Fragen,  welche  Chevalier  de  Meri  an  B.  Pascal  (Briefwechsel  mit  P.  Fermai,  in 
Po^cafs  Werken  4  [La  Haye  et  Paris  1779],  p.  412—443  =  Oeuyres  de  Fermat, 
2,  1894,  p.  288,  289,  300,  307,  310,  314)  stellte,  befand  sich  auch  die,  wie  es 
komme,  dass  man  bei  4  Würfen  mit  einem  Würfel  auf  das  Erscheinen  von  6 
mit  Vorteil  1  gegen  1  wetten  könne  und  nicht  so  bei  24  Würfen  mit  zwei 
Würfeln  auf  das  Erscheinen  von  6,  6  —  der  Fragende  hielt  n&mlich  die  nötigen 
Wurfzahlen  für  proportional  den  Anzahlen  der  möglichen  Fälle. 

32)  Calc.  d.  prob.  p.  12—16. 

33)  Logik  2,  p.  307—809.. 

34)  Ars  conject.  p.  20 — 25. 

36)  De  ratiociniis  in  ludo  aleae  (bei  F.  van  Schooten,  Ezercitationes  mathem., 
Lugd.  Bat.  1657).    Auch  als  erster  Teil  des  vorcitierten  Werkes  (1718)  erschienen. 

36)  Encycl.  Metropol.  2  (London  1846),  Artikel  „Theory  of  probabilities'^f 
p.  398. 
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das  Produkt  ^OiE/-  ^ßiE/'  in  seiner  geordneten  Entwicklung  alle 

1  1 

Möglichkeiten  an^  die  sich  bei  der  Kombination  beider  Ereignis- 
sphären ergeben  können,  und  lässt  im  Koeffizienten  eines  Gliedes  die 
Zahl  der,  der  entsprechenden  Möglichkeit  günstigen  Fälle  erkennen. 

Indessen,  diese  Analogie  ist  auch  schon  von  A,  de  Mdvre^'')  be- 
merkt, wenn  auch  noch  nicht  so  allgemein  formuliert  worden.  Maivre 
erklärt  die  Bedeutung  der  Olieder  des  Produktes  (a  +  6)  (c  +  d),  in 
welchem  a,  c  die  zwei  Ereignissen  günstigen,  b,  d  die  ihnen  ungün- 
stigen Fälle  zählen;  die  weitere  Verfolgung  dieses  Gedankens  führt 
ihn  zur  Bedeutung  der  Glieder  von  (a  +  6)*.  Hierdurch  erlangt  er 
ein  methodisches  Mittel  zur  Lösung  zahlreicher  Aufgaben,  und  haupt- 
sächlich die  systematische  Verwertung  dieses  Mittels  giebt  seinem 
oben  angeführten  Werke  einen  inneren  Zusammenhang^. 

Es  war  ein  Fortschritt  von  grosser  Bedeutung,  als  man  die  An- 
zahlen der  günstigen  Fälle  durch  die  den  betreffenden  Eventualitäten 
entsprechenden  Wahrscheinlichkeiten  ersetzte,  wodurch  in  der  Ent- 
wicklung unmittelbar  die  Wahrscheinlichkeiten  der  einzelnen  Kom- 
binationen sich  ergaben.  Dieser  Vorgang  ist  seit  Laplace  in  all- 
gemeinem Gebrauche. 

6.  Die  DiffereiutenTeohniiiig  als  methodisohes  Verfahren  der 
Walirsoheinliohkeitsreohnnng  [I E,  Nr.  1 3  ff.].  Wenn  die  zu  bestimmende 
Wahrscheinlichkeit  von  einer  ganzzahligen  (positiven)  Variabein  x  (z.  B. 
von  der  Anzahl  auszuführender  Ziehungen  oder  Spielpartien  oder  dgl.) 
abhängt,  so  bilden  die  zu  den  aufeinander  folgenden  Werten  von  x 
gehörigen  Werte  derselben  eine  Reihe;  gelingt  es,  durch  irgend  einen 
Vorgang  (etwa  durch  supponierte  Fortsetzung  der  Ziehungen  oder 
Spiele)  eine  Relation  zwischen  mehreren  Gliedern  jener  Reihe  her- 
zustellen, so  ist  dadurch  das  Problem  in  die  analytische  Form  gebracht. 
Ersetzt  man  die  in  der  Relation  auftretenden  Glieder  der  Reihe  durch 
das  niedrigste  und  seine  Differenzen,  so  entsteht  eine  gewöhnUcke  Diffe- 
renzengleichtmg. 

Ist  die  verlangte  Wahrscheinlichkeit  von  mehreren  ganzzahligen 
Variabein  a?,  y, . . .  abhängig,  so  bilden  ihre  Werte  eine  mehrfach  aus- 
gedehnte diskrete  Mannigfaltigkeit;  eine  Beziehung  zwischen  mehreren 
Elementen  derselben  führt  bei  gleicher  Behandlung  auf  eine  partielle 
Differcfijsengleichung, 


37)  Doctrine  of  chances,  London  1718,  Introduction. 

38)  M.  Cantar,  Gesch.  d.  Math.  3,  p.  326. 
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Die  Losung  des  Wahrscheinlichkeitsproblems  ist  nun  auf  die 
Integration  einer  Differenzengleichung  zurückgeführt,  d.  h.  auf  die 
Darstellung  des  allgemeinen  Elements  der  betreffenden  Mannigfaltig- 
keit als  Funktion  der  Yariabeln. 

Mit  der  Anwendung  gewöhnlicher  Differenzengleichungen  auf  Wahr- 
scheinlichkeitsprobleme hat  Ä.  de  Moivre^^)  begonnen;  die  Methode 
heisst  bei  ihm  Methode  der  rekurrenten  Reihen.  Es  handelt  sich 
dabei  um  lineare  Differenzengleichungen  verschiedener  Ordnungen  mit 
konstanten  Koeffizienten.  Später  hat  J.  Lagra/nge  ^)  die  Theorie  solcher 
Gleichungen  aufgenommen,  gefordert  und  ihre  Bedeutung  für  die 
Wahrscheinlichkeitsrechnung  hervorgehoben. 

Die  Lösung  partieUer  Differenzengleichungen  ist  fast  gleichzeitig 
durch  J.  Lagrange^^)  und  P.  S.  Laplace^^)  in  Angriff  genommen 
worden;  der  erstere  spricht  dabei  von  „rekurrenten  Reihen,  deren 
Glieder  auf  mehrere  Arten  variieren",  letzterer  von  „recurro-recur- 
renten  Reihen". 

Später  hat  Lapiace^)  die  Integration  der  Differenzengleichungen 
auf  ein  neues  analytisches  Hülfsmittel  gestützt,  das  sein  Hauptwerk 
über  Wahrscheinlichkeitsrechnung  vollständig  beherrscht,  auf  die  Theorie 
der  erzeugenden  Funktionen  (fonctions  g^n^ratrices)  [I  E,  Nr.  4].  Ist  u 
eine  nach  positiven  ganzen  Potenzen  der  Variabein  t  (resp.  ^,  t?, . . .) 
entwickelbare  Funktion,  und  ist  P»  der  Koeffizient  von  tf  (resp.  Px,f,... 
der  Koeffizient  von  fv^,..),  so  heisst  u  die  erzeugende  Funktion  von 
Par  (resp.  P,,y,...);  umgekehrt  wird  P«  (resp.  P«,y,...)  die  von  u  er- 
zeugte Funktion  genannt.    Wie  leicht  zu  erkennen  ist,   erzeugt  dann 

u(-^ 1]   die   Differenz  APx,    die   eine  totale   ist   im   Falle   einer, 

eine   partielle   im   FaUe   mehrerer  Yariabehi  u.  s.  w.;    femer  erzeugt 

w(a  +  y-|--^-| 1-— j  die  Funktion  aPx-\-bPx^i  -|-cPx4.2+  ••• 

+  JcPx^n  u.  s.  w.  Gelingt  es,  auf  Gnmd  der  das  Problem  darstellen- 
den Differenzengleichung  die  erzeugende  Funktion  der  zu  bestimmen- 
den Wahrscheinlichkeit  Px  (resp.  Px,y,...)  zu  konstruieren,  so  hängt 


39)  Doctrine  of  chances  (2.  Aufl.  1738),  p.  220—229. 

40)  L'intägrat.  d'une  ^quat.  diff.  k  diff.  finies  etc.,  Taurin.  Mise.  1  (1759) 
=»  Oeuvr.  1,  p.  28. 

41)  Becherches  sur  les  suites  recurrentes  etc.,   Berl.  Nouv.   Mäm.  6  (1776) 
[77],  p.  183  =  Oeuvr.  4,  p.  161. 

42)  Mäm.   sur  les   suites  recurro-recurrentes  etc.,   Par.  sav.  [ätr.]  6  (1774) 
-BS  Oeuvr.  8,  p.  6. 

43)  Mäm.  sur  les  suites,  Par.  Hist.  1781  »  Oeuvr.  10,  p.  1.  —  Th^rie,  I«  livre. 
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die  weitere  Losung  nur  mehr  von  der  Entwicklung  dieser  Funktion 
in  eine  Potenzreihe  ab. 

Die  Theorie  der  erzeugenden  Funktionen  fand  wenig  Eingang  in 
die  spätere  Litteratur^)  und  besitzt  heute  wohl  nur  mehr  historische 
Bedeutung.  Die  nachmalige  Zeit  hat  durch  die  Ausbildung  des  Ope- 
ratianshalMls^  an  welcher  die  Englander  und  insbesondere  Q.  Bocle^^) 
hervorragend  beteiligt  waren^  die  Integration  der  Differenzengleichungen 
auf  einfachere  Formen  zurückgeführt  (IE,  Nr.  13 ff.). 

?•  Teilungsproblem^^).  Von  diesem  Problem  hat  die  Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung ihren  Ursprung  genommen^''),  an  ihm  sind  die 
verschiedenen  im  Laufe  der  Zeit  ausgebildeten  Methoden  erprobt 
worden,  sodass  es  in  der  Litteratur  seit  jeher  eine  hervorragende 
Stellung  einnimmt.  In  der  ursprünglichen  Form  lautet  es  wie  folgt: 
,,Zwei  Spieler  von  gleicher  Geschicklichkeit*®),  deren  jedem  noch  eine 
gegebene  Anzahl  von  Punkten  auf  die  für  das  Gewinnen  des  Spieles 
erforderliche,  vorausbedungene  Anzahl  fehlt,  trennen  sich,  ohne  das 
Spiel  zu  vollenden;  wie  haben  sie  sich  in  den  Einsatz  zu  teilen?^' 
Die  Beantwortung  der  Frage  kommt  auf  die  Bestimmung  der  Wahr- 
scheinlichkeit zurück,  welche  jedem  Spieler  zukommt,  das  Spiel  zu 
gewinnen. 

Pascal y  der  zimächst  nur  besondere  Fälle  behandelte,  benützte 
dabei  einen  Gedanken,  der  später  zur  aUgemeinen  Lösung  (mit  Hülfe 
von  Differenzengleichungen)  verwendet  wurde:  er  dachte  sich  das 
Spiel  noch  um  einen  Punkt  fortgesetzt  und  gelangte  von  der  dadurch 
hervorgerufenen  Änderung  der  Sachlage  zur  Lösung.  Fermai^^), 
gleichfalls  auf  besondere  Fälle  sich  beschränkend,  benützt  den  Um- 
stand, dass  nach  m  -^  n  —  1  weiteren  Partien  das  Spiel  zur  Ent- 
scheidung kommen  müsste^   wenn  m  Punkte   dem  A  und  n  Punkte 


44)  In  dem  unter  86)  angef.  Artikel  ist  A.  de  Morgan  noch  ausführlich 
darauf  eingegangen. 

46)  Treat.  of  the  Calc.  of  finite  Differences,  Gambr.  1860  (deutsch  von 
C.  H.  Schnuse,  Braunschweig  1867). 

46)  In  d^r  tenzösischen  Litter.  ,,probl6me  des  partis^^,  in  der  englischen 
„Problem  of  points". 

47)  Es  ist  eine  der  Aufgaben,  welche  Chev,  de  Meri  Pascai  vorgelegt  und 
welche  dieser  an  P.  FernuU  weiter  mitgeteilt  hatte.  Näheres  hierüber  s.  J.  Tod- 
hy/nUr,  1.  c.  p.  7—16. 

48)  Geschicklichkeit  ist  hier  in  dem  Sinne  der  W.  aufzufassen,  mit  welcher 
ein  Spieler  einen  Punkt  zu  gewinnen  erwartet. 

49)  Varia  opera  mathematica,  Tolosae  1679,  p.  1 79-— 183  =  Oeuvr.  2, 
p.  289;   Oeuvres  de  Bl  Pascal,  Paris  1872. 
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dem  B  fehlen.  An  diese  Methoden  hielten  sich  auch  Ck.  Huygens^) 
und  Jak.  I  BemonUi'^^)  in  den  von  ihnen  behandelten  FäUen;  letzterer 
gab  eine  Tabelle  ^^),  welche  die  Wahrscheinlichkeit  angiebt^  dass  Ä 
gewinnen  werde,  fär  alle  Wertverbindungen  von  m  =  1,  2,  ...  9  und 
n  =  1,  2, . . .  7;  ersterer  dehnte  die  Aufgabe  für  einige  einfache  An- 
nahmen  auf  drei  Partner  aus. 

Einen  Schritt  zur  Verallgemeinerung  hat  A.  de  Moivre  ^*)  gethan, 
indem  er  die  Geschicklichkeit  der  Spieler  verschieden  annahm  {p  bei 
Ay  q  bei  J?,  1>  +  2  =  !)•  Aus  diesen  Bedii^ungen  hat  P.  Moni- 
mart  ^)  das  Problem  zum  erstenmal  allgemein  gelost  und  das  Resultat 
in  zwei  Formen  gegeben:  Die  Wahrscheinlichkeit,  dass  A  gewinnen 
werde,  kann  dargestellt  werden  durch 

2('«  +  r-l)r+— Y    oder    r^t^'l-y- 

Die  erste  Darstellung  entspringt  aus  dem  Zermatschen  Gesichtspunkte 
und  besteht  in  der  Summe  aller  jener  Glieder  der  Entwicklung  von 
(P  +  S)"*"^""^;  i^  welchen  der  Exponent  von  p  nicht  kleiner  ist 
als  m;  der  Best  der  Glieder  gäbe  die  Wahrscheinlichkeit  des  Ge- 
winnens   für*  JB.     In    der    zweiten   Darstellung    bedeutet    das   Glied 

ir  ('^  +  ♦  —  1 W  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  A  mit  der  (m  +  »)**° 

Partie  das  Spiel  gewinnt  Die  Gleichwertigkeit  beider  Ausdrücke  ist 
eine  Folge  von  jj  -(-  g  =  1. 

In  Integralform  findet  sich  die  obige  Wahrscheinlichkeit  in 
j4.  Meyer^s  „Vorles.**")  und  lautet 


JaT-^i^^xy-^dx 


1 

I 

0 


/a«-*(l--ajf-^(Ja; 


jene  für  B  ergiebt  sich  daraus  durch  Vertauschung  von  m,  n  und  p,  g. 

J.  Lagrange^)   hat   das   Teilungsproblem   für    zwei    Spieler   als 

erstes   Beispiel   der   Anwendung   der   Differenzenrechnung   behandelt. 


50)  An  der  unter  35)  angef.  Stelle. 

61)  Ars  conject.  p.  16. 

62)  Mensura  sortis  (Lond.  Trans.  27  [1711])  und  Doctr.  of  eh. 

63)  Essai  d'analyse  sur  les  jeux  de  Hazard,  Paris  1708,  p.  232—248. 

64)  1.  c.  p.  83. 

66)  An  der  unter  41)  genannten  Stelle. 
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In  allgemeinster  Fassung^  f&r  beliebig  viele  Spieler,  ist  es  von  Laplace^) 
sowohl  auf  kombinatorischem  Wege  wie  auch  mit  Hülfe  der  erzeugen- 
den Funktionen  erledigt  worden.  Auf  ersterem  Wege  ist  es  f&r  drei 
und  vier  Spieler  auch  von  J.  Trembley^'^  gelost  worden. 

Aus  neuerer  Zeit  stammen  die  Darstellungen  von  E.  Caiah/n^) 
und  P.  Mansion^^). 

8«  Moiyre'8  Problem.  Nach  A.  de  Moivre  benannt,  weil  er  als 
erster  die  allgemeine  Lösung  gab,  hat  das  Problem  seinen  Ursprung 
in  den  von  Ch,  Buygens  imd  Jak.  BemouUi  (s.  Nr.  5)  behandelten 
Aufgaben  über  das  Würfelspiel.  ,yEs  sind  n  Würfel  •®)  gegeben,  jeder 
mit  f  Seiten,  die  mit  den  Nummern  1  bis  /  bezeichnet  sind;  es  soll  die 
Anzahl  von  Arten  ermittelt  werden,  auf  welche  bei  einmaligem  Auf- 
werfen der  Würfel  die  Summe  p  fallen  kann."  Für  p  —  n  =  5  lautet 
die  von  Moivre  ^^)  angegebene  Lösung 

n(n-fl)-(n  +  «  — 1)         n  n(n  +  1).    •(♦»  +  «  —  /•— 1) 


+ 


1-2-«  1  1-2    '    (8  — f) 

n{n  —  1)  n(n  +  1) . .  •  (n  +  «  —  2f—  1) 


•  •  • 


12  12...  («  —  2/^  ' 

wobei  die  Reihe  abzubrechen  ist,  sobald  negative  Faktoren  auftreten 
würden.  Seine  Beweisführung  stützt  sich  auf  die  Thatsache,  dass  die 
verlangte  Anzahl  sich  als  Koeffizient  von  x^  in  der  Entwicklung  von 
(ic*  +  a:*  +  •  •  •  +  x^Y  oder  ab  Koeffizient  von  a?**"""  in  der  Ent- 
wicklung von  (1  +^  +  •  •  •  +  x^—^y  =  (1  — x^y  (1  — x)—""  ergiebt. 
Auf  einem  andern,  umständlicheren  Wege  hat  P.  Montmort^  die 
Formel  abgeleitet. 

Th.  Simpson^)  hat  das  Resultat  durch  einige  Umformungen  auf 
die  Gestalt: 


56)  Zum  erstenmal  hat  L.  sich  mit  dem  Problem  befasst  in  dem  M^m.  sur 
la  prob,  des  causes  (Par.  Sav.  [6ir.]  1774  =  Oeuvr.  8,  p.  27),  dann  in  den  Rech, 
sur  rint^gr.  des  ^quat.  diff,  (ibid.  1776  =  Oeuvr.  8,  p.  69),  endlich  in  der  „Theorie" 
p.  206 — 217;  för  den  Fall  beliebig  vieler  Spieler  sind  jedoch  die  richtigen  Be- 
l9ultate  im  4.  Suppl.  des  letztgenannten  Werkes,  p.  18 — 22,  zu  suchen. 

57)  Disquis.  element.  circa  calc.  prob.  Gk)tt.  Comment.  12  (1796). 

58)  Nouv.  Corresp.  math.  4  (1878),  p.  8. 

59)  Brux.  M^m.  cour.  in  8*  21,  1870. 

60)  Unter  „Würfel"  ist  hier  ein  Körper  zu  verstehen,  welcher  f  seiner 
Seitenflächen  gleiche  Bedingungen  der  Bealisierbarkeit  verleiht. 

61)  Ohne  Beweis,  als  Lemma  zwischen  dem  5.  und  6.  Problem,  in  der 
Mensura  sortis  [s.  15)]  mitgeteilt;  den  Beweis  hat  M.  in  den  Miscellanea  analy- 
tica  de  seriebus  et  quadraturis,  London  1730,  chap.  6  gegeben. 

62)  An  dem  unter  53)  angef.  Orte,  2.  Aufl.  (1714),  p.  46. 

63)  The  nature  and  laws  of  chances,  Lond.  1740,  probl.  22. 
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(p_l)(y^2)..(p-n  +  l)         n  (g-l)(g-2)...(g-n-t-l) 
1 .  2  ...  (n  —  1)  1  1 .  2  ...  (n  —  1) 

,    n(n  —  l)  (r— l)(r  — 2)...(r— n+1)  • 

'         12  1 .  2    . .  (n  —  1) 

gebracht  (g  =  jp  —  /*,  r  =  q  —  /*,...)  und  daraus  zugleich  die  An- 
zahl der  Arten  abgeleitet ,  auf  welche  eine  den  Betrag  p  nickt  über- 
schreitende Summe  entstehen  kann;  diese  Anzahl  wird  gleich: 

p(p--l)...(jp  — n+l)        n  g(g— i)---(g  — n  +  1) 


+ 


1.2...n  1  1.2.. -n 

n{n  —  1)  rix  —  1)  •  •  •  (f —  ♦*  +  1) 
iT2  1 . 2. .  -n  *  * 


Laplace^)  hat  das  Problem  in  der  folgenden  Fassung  wieder 
aufgenommen:  ,^ine  Urne  enthält  n  4~  1  Kugeln,  die  mit  den  Num- 
mem  0,  1,  2, . . .  n  versehen  sind;  man  zieht  «-mal  eine  Kugel ,  sie 
wieder  zurücklegend,  und  verlangt  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  die 
erzielte  Summe  s  sein  werde."  Durch  eine  schwierige  Analyse  kommt 
er  zu  dem  Resultate: 


^  w«4-iyi 


(g  +  l)(8-t-2)...(8-t-»  — 1)        i  (g— n)(s— n  +  l)-'(5-t-»— n— 2) 
(w-}-l)*l  1 -2  •..(»— 1)  1  1.2...(»  — 1) 

,     Hi  —  1)  (8  — 2n  —  l)(8  —  2n)  •    .  (8  +  >  — 2n  —  8) | 

I       1-2  12   ..(»  —  1)  *'"r 

das  J,  TT.  Lubbock^)  und  nach  ihm  A,  de  Morgan^)  in  einfacherer 
Weise  mittels  der  oben  bemerkten  Methode  abgeleitet  hat.  Durch 
eine  leichte  Abänderung  vollzieht  Laplace  den  Übergang  zu  der 
Würfelaufgabe  und  geht  dann*^  auf  den  Fall  über,  dass  nicht,  wie 
oben,  jede  Nummer  nur  einmal  vorkommt,  sondern  dass  ihre  Anzahlen 
nach  einem  andern  Gesetze  geregelt  sind.  Er  giebt  femer  den  Grenz- 
wert der  Formel  (a)  für   unendliche  n  und  s,   aber  bei  bestimmtem 

—  an  —  der  Grenzübergang  ist  bei  Ä.  de  Morgan  (s.  oben)  aus- 
geführt —  und  bestimmt  durch  Integration  die  Wahrscheinlichkeit 
für  gegebene  Grenzen  der  erzielten  Summe,  um  hieran  die  Erörte- 
rung einer  Frage  aus  der  Mechanik  des  Himmels  zu  knüpfen,  mit  der 
sich  früher  schon  Daniel  I  und  Johann  II  Bemouüi  ^)  auf  Veranlassung 
der  Pariser  Akademie  beschäftigt  hatten,  der  Frage  nämlich,  ob  die  An- 


64)  Theorie  p.  263. 

65)  J.  W.  Lubbock  and  J,  E.  Drinkwater,  Treat.  on  probab.  (Library  of  usefol 
knowledge,  London  1835). 

66)  In  dem  anter  36)  cit.  Artikel,  p.  410 — 412. 

67)  Theorie  p.  261. 

68)  Becueil  des  piäces  qoi  ont  remp.  le  prix  de*l'Ac.  de  Par.  8  (17^). 


> 
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Ordnung  der  Planetenbahnen  und  die  übereinstimmende  ümlaufsrich- 
timg  eher  als  ein  Werk  des  Zufalls  oder  als  das  Ergebnis  einer  ur- 
sprünglichen Ursache  anzusehen  seien.  Lopkuie  bestimmt  zu  diesem 
Zwecke  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  die  Summe  der  Neigungswinkel 
der  Planetenbahnen  gegen  die  Ekliptik  innerhalb  gegebener  Grenzen 
liege  und  dass  gleichzeitig  alle  Planeten  in  gleichem  Sinne  die  Sonne 

umkreisen  y    vorausgesetzt ,    dass   alle  Neigungen  zwischen  0  und  ~ 

und  ebenso  beide  ümlaufsrichtungen  relativ  gleichmoglich  sind*'). 

In  der  verallgemeinerten  Fassung,  welche  jeder  der  mogUchen 
Nummern  eine  andere,  aber  bestimmte  Anzahl  von  Fällen  zuschreibt, 
hat  das  Moivre'sche  Problem  für  die  Fehlertheorie  Bedeutung  erlangt 
und  ist  in  diesem  Sinne  zuerst  von  J,  Lagrange '^^)  herangezogen 
und  selbständig  behandelt  worden  [I  D  2,  Nr.  3]. 

Mit  der  Würfelaufgabe,  welche  den  Ausgangspunkt  gebildet  hatte, 
beschäftigte  sich  in  neuerer  Zeit  D.  Bierens  de  Haan''^)  und  kon- 
struierte eine  Tabelle  für  verschiedene  Würfelzahlen  und  Summen. 

9,  Problem  der  Spieldauer^').  Das  Problem  hat  sich  aus  der 
letzten  von  den  fünf  Aufgaben  entwickelt,  welche  Ch.  Huygens  am 
Schlüsse  seiner  Schrift  über  die  Würfelspiele  (s.  Anm.  35))  mit  Angabe 
des  Resultates  gestellt  und  die  als  erster  Jakob  I  BemouUi''^)  allgemein 
gelöst  hat.  In  des  letzteren  Fassung  besteht  die  Aufgabe  in  folgen- 
dem: „Zwei  Spieler  Ä,  B  besitzen  m,  bezw.  n  Marken,  und  ihre 
Chancen,  die  einzelne  Partie  zu  gewinnen,  verhalten  sich  wie  a :  6; 
der  Verlierende  giebt  dem  Gegner  eine  Marke;  es  ist  für  jeden  Spieler 
die  Wahrscheinlichkeit  zu  bestimmen,  dass  er  alle  Marken  seines 
Gegners  gewinnen  werde."  Die  von  BemouUi  auf  kombinatorischem 
Wege  gefundene  Lösung 

für  Ä  (die  für  B  durch  Vertauschung  der  Buchstaben)  ergiebt  sich 
am  einfachsten  aus  der  dem  Problem  entsprechenden  Differenzen- 
gleichung  Px  =      ,  ,  P«4.i  -\ — jjT  Px-1,  in  welcher  P«  die  Wahr- 

69)  Zur  Kritik  dieser  Anwendung  der  W.-B.  vgl.  O,  Boote's  Laws  of  Thought, 
Lond.  1864,  p.  864  und  F,  Bacon  in  JB.  L.  EüiSj  The  works  of  F.  Bacan,  Lond., 
1  (1867),  p.  343. 

70)  Miscell.  Taur.  6,  1770—1773  =  Oeuvr.  2,  p.  173. 

71)  Amst.  Versl.  12  (1878),  p.  371  [ins  Franz.  übers,  im  HarL  Arch.  14  (1879) 
p.  370]. 

72)  In  der  engl.  Litter.  „problem  of  duration  of  play^S 

73)  Ars  collect,  p.  ^ — 71. 
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scheinlichkeit  bedeutet^  die  A  in  dem  Augenblicke  zukommt^  da  er 
X  Marken  besitzt.  In  dieser  Form  ist  die  Aufgabe  dann  auch  von 
Moivre'^*')  und  LapUice''^)  behandelt  worden. 

Aber  erst  durch  die  Fragestellung,  zu  welcher  P.  Montmorf^^) 
und  Moivre'^*)  übergingen,  ist  das  Problem  zu  einem  der  schwierigsten 
der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  geworden  und  zu  dem  obigen  Namen 
gekommen:  „Wie  gross  ist  unter  den  obigen  Bedingungen  die  Wahr- 
scheinlichkeit, dass  vor  oder  mit  einer  bestimmten  Partie  einer  der 
Spieler  alle  Marken  seines  Gegners  gewonnen  hat  und  das  Spiel  da- 
durch beendet  ist?" 

Was  Moivre  zur  Beantwortung  dieser  Frage  beigebracht  hat, 
gehört  zu  den  bedeutendsten  seiner  Leistungen  im  Gebiete  der  Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung. Er  fasst  die  Ergebnisse  seiner  Untersuchungen 
in  mechanischen  B;egeln  zusammen,  die  einen  für  den  Fall  m  =  n, 
eine  andere  allgemein  geltende  und  zwei  weitere  der  Voraussetzung 
w  =  <x>  entsprechend. 

Die  Richtigkeit  dieser  Regeln  ist  durch  die  späteren  Arbeiten 
bestätigt  worden.  So  hat  J,  Lagrange'^'^y  der  an  dem  Problem  die 
Leistungsfähigkeit  seiner  Integrationsmethoden  für  endliche  Differenzen- 
gleichungen erprobte,  eine  der  Regeln  für  m  =  oo  als  richtig  er- 
wiesen, imd  aus  der  allgemeinen  Lösung,  die  er  auf  zwei  verschie- 
denen Wegen  ermittelte,  eine  der  Regeln  fdr  m  =  n  abgeleitet.  Ebenso 
zeigte  sich,  dass  die  andere  der  für  m  =  oo  aufgestellten  Regeln  auf 
der  von  Laplace''^)  abgeleiteten  Formel: 


74)  Mensura  sortis,  probl.  IX.  Hier  ist  die  im  Texte  angegebene  Formel 
zum  erstenmale  publiziert.  —  Doctr.  of  chances,  probl.  58,  59,  63,  64. 

75)  M^m.  sor  la  prob.,  Par.  Hist.  1781  «=  Oeuvr.  9,  p.  383.  —  In  dieser  Ab- 
handlung werden  die  von  L,  ausgebildeten  und  in  der  W.-B.  in  weitem  um- 
fange benutzten  Methoden  zur  näherungsweisen  Berechnung  von  Funktionen, 
welche  von  sehr  grossen  Zahlen  abhängen  —  diese  Methoden  bilden  den  Inhalt 
der  2.  Abt.  des  L  Buches  der  Theorie  —  zum  erstenmal  vorgefahrt. 

76)  An  der  unter  53)  cit.  Stelle,  2.  Aufl.,  p.  268— -277. 

77)  An  dem  unter  41)  a.  0. 

78)  Schon  in  dem  unter  42)  a.  Mäm.  hatte  L.  seine  Untersuchungen  über 
das  Problem  aufgenommen,  zunächst  unter  den  einfachsten  Bedingungen  m=»n, 
a  SS  5 ;  später  behandelte  er  in  den  Bech.  sur  Tint^gr.  des  ^uat.  diff.  auz  diff. 
fin.  (Par.  sav.  [^tr.]  1776  =-  Oeuvr.  8,  p.  69)  einen  Fall  mit  drei  W.-en,  indem 
er  die  Möglichkeit  einbezog,  dass  weder  Ä  noch  B  in  der  einzelnen  Partie  ge- 
winne. Zusammenfassend  und  teilweise  auch  Lagrange'B  Arbeiten  einbeziehend 
ist  die  Darstellung  in  der  Theorie  p.  225—238,  woselbst  für  die  im  Texte  an- 
gegebene Formel  ein  Näherungswert  bei  grossen  n  und  x  entwickelt  wird, 
welcher  lautet: 
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I    n(n4- «4- l)(n  + «+ 2)   -(n  +  aa;- 1)^,^1 

beruht,  welche  unter  der  Voraussetzung  a  +  6  =  1  unmittelbar  die 
Wahrscheinlichkeit  angiebt^  dass  Ä  seinen  Oegner  B  spätestens  bei 
dem  n  +  2a?*®°  Spiele  ruiniert  haben  werde. 

Aus  späterer  Zeit  sei  noch  einer  Behandlung  des  Problems  auf 
kombinatorischem  Wege  durch  L,  ötHnger''^)  gedacht. 

10.  Weitere  Probleme «  Glücksspiele  betreffend.  Unter  den 
mannigfachen  Aufgaben,  welche  das  LoUeriespid,  insbesondere  das 
Genueser  Lotto,  veranlasst  hat,  sind  zwei  von  grösserem  mathematischen 
Interesse. 

Die  erste  betrifft  die  Wahrscheinlichkeit  des  Zustandekommens 
solcher  Ziehungen,  in  welchen  Sequenzen  (Ziffemfolgen)  auftreten. 
L.  Eider  ^)  fasst  dabei  die  sämtlichen  Nunmiem  der  Lotterie  als  eine 
lineare,  Johann  lU  BemouUi  ^^)  als  eine  cyklische  Reihe  auf;  ersterer 
sieht  also  in  der  Ziehimg  8,  9,  89,  90,  1  zwei  zweigliedrige  Sequenzen 
(8,  9;  89,  90),  letzterer  eine  zwei-  und  eine  dreigliedrige  (8,  9;  89,90, 1). 
Für  eine  aus  n  Nummern  bestehende  Lotterie  findet  Euler  als  Wahr- 
scheinlichkeit einer  aus  2,3,4,5  Nummern  zusammengesetzten  Sequenzen- 
freien  Ziehung: 

n--2     (n  — 3)(n  — 4)       (n~4)(n  — 5)(n  — 6)      (n—  5)(n  —  6)  (n— 7)  (n  —  8)  ^ 
n     '        n(n— 1)       '         n(n  — l)(n  — 2)      ^       n(n— l)(n  — 2)(n  — 8)     ' 

J.  BemouUi  macht  dazu  die  von  J.  Todhunier^)  als  richtig  besiÄtigte 
Bemerkung,  dass  man  nur  n  durch  n  —  1  zu  ersetzen  brauche,  um 
diese  Ausdrücke  seiner  Auffassung  anzupassen.   Nach  einer  eigentüm- 


-ii[/«-'-x?(-i-)] 

^  Ü 

n  +  2a;  +  — - 

8  n 

und  worin  a*  = T  =  — -  ist.     Diese  Formel  wird  dann  zur  Be- 

2  *  2a 

antwortung  der  Frage  verwendet,  nach  wie  vielen  Partien  der  Ruin  von  B  mit 
der  W.  i-  zu  erwarten  ist 

79)  In  dem  unter  24)  angef.  Buche  p.  179—188.  Die  ünstichhaltigkeit  der 
am  Schlüsse  dieser  Darlegungen  an  Laplace  und  Moivre  geübten  Kritik  hat 
J.  Todhtmter,  1.  c.  p.  176  erwiesen. 

80)  Berl.  ffist.  21  (1766)  [1767],  p.  191—230.    S.  Fussn.  83). 

81)  Ibid.  26,  1769  [1771J,  p.  234. 

82)  1.  c.  p.  826  u.  327. 
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liehen  kombinatoriselien  Methode  hat  N.  Begudin^^)  diese  Fragen  all- 
gemein behandelt. 

Das  zweite  Problem  hat  als  letztes  Ziel  die  Bestimmung  der  Wahr- 
scheinlichkeit für  die  Erschöpftmg  aüer  Nummern  in  einer  gegebenen 
Reihe  von  Ziehungen.  Sein  Ursprung  ist  in  der  Aufgabe  Ä.  de  Moivr^a^) 
gelegen:  ^^ie  Wahrscheinlichkeit  zu  finden,  dass  man  mit  einem  n- 
seitigen  Würfel  in  x  Würfen  m  bezeichnete  Seiten  treflFen  werde." 
Moivre^B  in  Worte  gekleidete  Lösung  lautet  in  Zeichen: 

i{««-(^)(n-l)'+(^)(«-2)' +(_i)«(„_«)-j; 

der  in  der  Klammer  enthaltene  Ausdruck  ist  A^(n  —  m)*.  Auf  die 
Lotterie  ist  diese  Fragestellung  durch  L.  Etder^)  und  Laplace^) 
übertragen  worden.  Euier  findet  auf  induktivem  Wege  die  Wahr- 
scheinlichkeity  dass  bei  einer  aus  n  Nummern  bestehenden  Lotterie  in 
X  Ziehungen  von  je  r  Nummern  mindestens  n  —  v  bezeichnete  Nummern 
daran  kommen^  gleich: 


-!^±B±^(4,)(-rT+-| 

Laplace  gewinnt  nach  Methoden,  welche  mit  denjenigen  Moivre's^) 
übereinstimmen,  für  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  in  i  Ziehungen  aUe 
Nummern  erscheinen,  den  symbolischen  Ausdruck: 

rA"[s(8-l)...(g-r  +  l)3'| 

\  [n(n-l)...(n-r+l)r  J.^o' 
für  dessen  Auswertung  er  Näherungsausdrücke  ableitet,  um  die  um- 
gekehrte  Aufgabe  lösen  zu  können,  welche  Anzahl  Ziehungen  erforder- 
lich ist,  um  das  bezeichnete  Ereignis  mit  gegebener  Wahrscheinlich- 
keit erwarten  zu  können. 

Eine  Gruppe  von  Problemen  knüpft  sich  an  das  von  P.  Mont- 
mort^'^)   zum    erstenmal  mathematisch  behandelte  Bencontre-^i^iA^), 

83)  Berl.  ffist.  21  (1765)  [1767],  p.  281,  267. 

84)  Doctr.  of  chances,  probl.  39 — 42. 

85)  Berl.  Eist.  21  (1766)  [67J,  p.  191  =  Opusc  analyt.  2  (Petrop.  1786), 
p   881. 

86)  Schon  in  der  ersten  unter  42)  cit.  Arbeit  nimmt  L.  das  Problem  auf, 
fahrt  die  im  Texte  weiter  unten  erwähnte  Approximation  in  der  Suite  du  M^m. 
sur  les  approx.  Par.  Bist.  1783  =  Oeuvr.  10,  p.  296  aus  und  fasst  alle  Ergebnisse 
in  der  Theorie  p.  191 — 201  zusammen. 

87)  In  dem  unter  63)  cit.  Werke,  2.  Aufl.  (1714),  p.  130—148,  301,  802. 

88)  In  der  englischen  Litter.  ,^ame  of  treize*'  genannt. 
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Die  ursprüngliche  Frage  war  nach  der  Wahrscheinlichkeit  gerichtet^ 
bei  dem  successiven  Herausziehen  von  dreizehn  mit  den  Nummern  1, 
2y  . . .  13  bezeichneten  Karten  wenigstens  eine  in  dem  der  Nummer  ent- 
sprechenden Zuge  zu  treffen.     Für  n  Karten  lautet  die  Lösung: 

12'    128  '    12    .-n  ^ 

bezüglich  welcher  L.  Etder  ^^)  schon  die  Bemerkung  gemacht  hat^  dass 
sie  für  n  =  oo  sich  in  1  —  er-^  verwandelt.  Ä,  de  Moivre^),  J.W. 
Lambert ^^),  insbesondere  aber  Laplace^^)  haben  das  Problem  in  ver- 
änderter oder  verallgemeinerter  Form  gelöst.  E.  Catcdan  ^)  verändert 
die  Fragestellung  dahin  ^  dass  er  die  Wahrscheinlichkeit  sucht  ^  dass 
bei  zweimaligem  successiven  Ziehen  von  m  mit  Buchstaben  bezeich- 
neten Kugeln  aus  einer  üme  n  Kugeln  beidemal  an  gleicher  Stelle 
erscheinen.  Eine  einfache  Lösung  für  eine  hiermit  im  Wesen  über- 
einstimmende Aufgabe  hat  E.  Lampe  ^)  gegeben. 

Zu  vielfachen  Arbeiten  hat  eine  Aufgabe  Anlass  geboten^  die  von 
einem  gewissen  WaMegrave  dem  P.  Manimart  vorgelegt  imd  von 
diesem  (für  3  Spieler)  auch  gelöst  worden  ist^^);  Tadhunier^)  giebt  ihr 
daher  den  Namen  Waidegrave^s  Problem.  Es  handelt  sich  um  folgen- 
des Spiel:  ^^s  sind  n  -\-  l  Spieler  vorhanden;  jedesmal  spielen  zwei 
davon  unter  gleichen  Chancen  mit  einander;  der  Verlierende  zahlt 
1  Frc.  und  scheidet  aus;  der  Gewinnende  spielt  unter  den  gleichen 
Bedingungen  mit  dem  nächsten  weiter  u.  s.  f.,  bis  einer  alle  folgen- 
den besiegt;  zu  dem  Verlierenden  des  ersten  Spiels  wird  erst  zurück- 
gekehrt, wenn  alle  darangekommen  sind.  Gefragt  wird  nach  der  Wahr- 
scheinlichkeit jedes  Spielers,  das  Spiel  zu  gewinnen;  nach  der  Wahr- 
scheinlichkeit, dass  das  Spiel  mit  oder  vor  einem  bestimmten  Gange 
enden  werde."  Die  erste  Publikation  einer  Lösung  (für  3  Spieler) 
erfolgte  durch  Moivre^]  mit  erweiterter  Fragestellung  und  beliebiger 


89)  Berl.  ffist.  7  (1761  [63]),  p.  266. 

90)  Doctr.  of  chances,  8.  Aufl.  (1766),  probl.  36,  36. 

91)  Berl.  Nouv.Mäm.  2  (1771  [78]),  p.  411.  L.  ist  durch  den  Versuch,  die 
W.  von  Wetterprognosen  zu  bestimmen,  auf  die  Aufgabe  geführt  worden:  Die 
W.  zu  bestinunen,  dass  von  20  Briefen,  in  20  adressierte  Kouverts  nach  Willkür 
gesteckt,  eine  vorgezeichnete  Anzahl  in  die  richtigen  Kouverts  kommen. 

92)  Theorie  p.  217—226. 

93)  J.  de  math.  (1)  2  (1837),  p.  469. 

94)  Arch.  f.  Math.  70  (1884),  p.  439. 
96)  In  der  63)  a.  Schrift,  p.  818—328. 

96)  1.  c.  p.  122. 

97)  Mensura  sortis,  probl.  16. 
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Spielerzahl   hat  Laplace^  das   Spiel   zum   Gegenstande   eingehender 
Untersuchungen  gemacht 

11.  Brweiterong  der  Definition.  GteometriBOhe  Wahrscheinlich- 
keit. Wenn  die  Modalitaten  eines  ungewissen  Thathestandes  von  einer 
oder  mehreren  stetigen  Yariabeln  abhängen^  so  ist  es  wohl  möglich^ 
durch  Spezialisierung  der  Werte  der  letzteren  eine  einzelne  Modalität^ 
einen  möglichen  FaU,  herauszuheben;  aber  die  Gesamtheit  der  Fälle^ 
der  möglichen  wie  der  günstigen^  hört  auf  zählbar  zu  sein. 

Solcher  Art  sind  namentlich  zahlreiche ,  im  Laufe  der  Zeit  zur 
Lösung  gestellte  Aufgaben ,  welche  nach  der  Wahrscheinlichkeit 
fragen^  dass  ein  durch  utmireichende  Bedingungen  charakterisiertes 
geometrisches  Gebilde  gewissen  Forderungen  genüge.  Andere  Auf- 
gaben ^  die  nicht  geometrisch  formuliert  sind,  lassen  sich  durch  ent- 
sprechende Deutung  der  auftretenden  Yariabeln  häufig  auf  geometrisches 
Gebiet  übertragen.  Man  kann  daher  diesen  Zweig  der  Wahrscheinlich- 
keitsrechnung ganz  wohl  als  „Theorie  der  geometrischen  Wahrschein- 
lichkeit"*^) bezeichnen. 

Die  Gleichberechtigung  der  Werte  einer  Variabein,  bezw.  der 
Punkte  in  einer  Geraden,  findet  ihren  Ausdruck  in  der  Festsetzung, 
dass  beliebige,  gleicl^osse  Litenralle  des  Gebiets  der  reellen  Zahlen, 
respektive  gleichlange  Strecken  der  Geraden,  gleiche  Wert/mengen  der 
Variabein,  bezw.  gleiche  Punktmengen  enthalten  ^^).  Aus  der  weitem 
Verfolgung  dieses  Gedankens  ergiebt  sieb,  dass  die  Menge  der  Wert- 
Verbindungen  mehrerer  Variabein  o:,  y,  j?,  . . .  in  einer  Mannigfaltig- 
faltigkeit  x  durch  den  Inhalt  der  MannigfdUigkeU^^^\  d.  i.  durch 


JJJ' '  '^^^y^^ '  ' 


gemessen  werden  könne.  Der  Definition^^)  der  Wahrscheinlichkeit, 
damit  sie  auch  diese  Fälle  umfasse,  kann  folgende  Gestalt  gegeben 
werden:  „Die  mathematische  Wahrscheinlichkeit  eines  Ereignisses  ist 
das  Verhältnis  aus  dem  Inhalt  der  Mannigfaltigkeit  der  ihm  günstigen 


98)  Theorie  p.  238—247. 

99)  In  der  englischen  Litter.  „local  probability**  oder  „geometrical  p." 

100)  Man  vgl.  über  diese  fundamentale  Frage  die  Arbeit  von  H.  Brwim, 
Manch.  Ber.  (philos.  El.)  1892,  p.  692.    S.  noch  C,  Stumpf  ebda  p.  681. 

101)  Hierzu  meine  Monogr. :    Gteometr.  W.-en  und  Mittelwerte,  p.  3—8. 

102)  Coumot  1.  c.  §  18  hat  schon  auf  die  Notwendigkeit  einer  Abänderung 
der  Definition  hingewiesen,  damit  sie  auch  W.-en  mit  unbegrenzt  vielen  Fällen 
umfasse;  die  von  ihm  vorgeschlagene  Formulierung  entbehrt  jedoch  der  Prä- 
zision. 

Saoyklop.  d.  math.  WiMtaiob.    I.  48 
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Fälle  zu  der  Mannigfaltigkeit  aller  als  gleichberechtigt  vorausgesetzten 
Fälle/^  Ist  die  Mannigfaltigkeit  diskret^  wie  bei  den  Spielen,  so  wird 
ihr  Inhalt  durch  Zählung  ermittelt;  ist  sie  kontinuierlich,  dann  erfolgt 
seine  Bestimmung  durch  Messung  (eventuell  im  mehrdimensionalen 
Räume). 

Wiewohl  die  Lösung  von  Aufgaben  der  geometrischen  Wahr- 
scheinlichkeit dem  Gebiete  der  Integridrechnung  ^^)  zufällt,  so  ist  die 
Anwendbarkeit  dieses  Hülfsmittels  durch  die  Kompliziertheit  der  er- 
forderlichen Integrationen,  die  Schwierigkeit  der  Feststellung  der 
Grenzen  eine  beschränkte.  Was  das  meiste  Interesse  bietet,  das  sind 
die  mannigfachen  Kunstgriffe,  durch  welche  man  die  Schwierigkeiten 
der  Rechnung  zu  umgehen  verstanden  hat;  als  besonders  fruchtbar 
erwies  sich  dabei  die  Verbindung  von  Fragen  nach  Wahrscheinlich- 
keiten mit  Fragen  nach  MiMdwerten^^).  Unter  dem  Mittelwert  einer 
vom  Zufall  abhängigen  Grösse  wird  die  Summe  der  Produkte  ihrer 
möglichen  Werte  mit  den  entsprechenden  Wahrscheinlichkeiten  ver- 
standen p  D  2,  Nr.  6]. 

Was  die  historische  Entwicklung  dieses  Zweiges  der  Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung anlangt,  so  war  G.  Buffon^^)  der  erste,  welcher 
Aufgaben  solcher  Art  stellte  und  löste;  unter  diesen  hat  insbesondere 
das  Naddproblem  (die  Wahrscheinlichkeit  zu  bestimmen,  dass  eine 
Nadel,  wenn  sie  auf  eine  mit  äquidistanten  Parallelen  überzogene 
horizontale  Tafel  geworfen  wird,  eine  der  Parallelen  kreuzt)  die  Auf- 
merksamkeit der  Mathematiker  erregt,  und  es  haben  Laplace^^), 
E.  Barbier  ^^),  M,  W.  Oroßon^^)  und  J.  J.  Sylvester  ^^)  nebst  andern 
mit  dem  Problem  und  seinen  Verallgemeinerungen  sich  beschäftigt^^®). 
Der  Zeit  nach  als  das  zweite  gilt  das  von  Sylvester  aufgestellte  Vier- 
punktproblem ^^^)  (die  Wahrscheinlichkeit  zu  bestimmen,  dass  vier  in 

103)  Die  Infinitesimalrechnung  ist  bei  W.-Untersuchungen  schon  viel  Mher, 
zuerst  von  Daniel  Bemoulli  angewandt  worden;  es  handelte  sich  dabei  um 
statistische,  also  diskontinuierliche  Vorgänge,  die  aber  der  Vorteile  wegen, 
welche  die  Infinitesimal-R.  bietet,  als  stetig  aufgefasst  wurden,  Par.  Hist.  (1760) 
und  Petrop.  Novi  comment.  12  (1766—1767). 

104)  S.  meine  o.  a.  Monogr.,  2.  Teil.  —  M.  W.  Croßon,  Lond.  Proceed. 
Math.  Soc.  8  (1877),  p.  304. 

105)  Essai  d'arithm.  morale  (Suppl.  k  Thist.  natur.  Paris,  4,  1777). 

106)  Theorie  p.  368—362. 

107)  J.  de  math.  (2)  6  (1860),  p.  273. 

108)  Encycl.  Britann.,  9.  edit.,  19  (1886),  p.  787. 

109)  Acta  math.  14  (1890),  p.  186. 

110)  Vgl.  hierzu  meine  beiden  o.  a.  Monogr. 

111)  In  dem  unter  108)  cit.  Art  p.  786;  hierzu  meinen  o.  a.  „Bericht*^ 
Art.  29. 
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einer  ebenen  Figur  beliebig  angenommene  Punkte  ein  nichtkonvexes 
Viereck  bilden).  Später  folgte  eine  Fülle  von  Aufgaben^  welche 
namentlich  seitens  englischer  Oeometer  gestellt  und  gelöst  worden 
sind;  unter  den  letzteren  hat  M,  W,  Crofian  ^^*)  die  Theorie  in  der 
Ebene  willkürlich  gezogener  Geraden  am  eingehendsten  ausgebildet^^')- 

12.  Theorem  von  Jakob  I  BemoullL  Dieses  Theorem  betrifft 
die  Erwartungsbildung  in  Bezug  auf  das  Ergebnis  einer  grossen  An- 
zahl s  gleichartiger  Beobachtungen^  deren  jede  eines  von  zwei  einander 
ausschliessenden  Ereignissen  A,  B  mit  den  durch  die  ganze  Beobach- 
tungsreihe konstant  bleibenden  Wahrscheinlichkeiten  p^  q  hervorbringt. 
Es  enthält  zwei  Aussagen:  Die  eine  bezieht  sich  auf  die  Wieder- 
holungszahlen mj  n  der  beiden  Ereignisse  m  der  wahrscheinlichsten 
Kombination^  die  andere  auf  die  Wahrscheinlichkeit^  dass  die  wirklich 
sich  einstellenden  Wiederholungszahlen  oder  ihre  Verhältnisse  zu  .9 
von  den  wahrscheinlichsten  Werten  nicht  mehr  als  innerhalb  vor- 
gezeichneter Grenzen  abweichen. 

Während  die  Begründung  der  ersten  Aussage  in  der  Feststellung 
des  grössten  Gliedes  in  der  Entwicklung  von  (p  +  ?)*  hesteht  und  in 
voller  Strenge  durchgeführt  werden  kann^  erfordert  die  Erledigung 
des  zweiten  Teils  die  Summierung  einer  Gliedergruppe  jener  Entwick- 
lung^ deren  Mitte  das  grosste  Glied  einnimmt,  eine  Aufgabe,  welche 
mit  Rücksicht  auf  die  Rechenarbeit,  die  ihre  strenge  Ausführung  ver- 
langen würde,  nur  mit  Hülfe  von  ^öAemn^^methoden  zu  bewältigen  ist. 

JaJcüb  BemouUi^^*)y  dessen  Namen  das  Theorem  führt,  hat  die 
Existenz  eines  grössten  Gliedes  in  (jp  -f-  ?)'  nachgewiesen  und  seine 
Zusammensetzung  erkannt;  die  erwähnte  Summierung  aber  hat  er 
nicht  versucht,  sondern  in  Verfolgung  seiner  Absicht  ^^'^)  nur  den 
Nachweis  geführt,  dass  die  Summe  einer  dem  s  proportionalen  An- 
zahl von  Gliedern,  deren  mittelstes  das  grösste  Glied  ist,  durch  Ver- 
grösserung  von  s  der  Summe  aUer  Glieder,  also  der  Einheit,  beliebig 
nahe  gebracht  werden  könne. 

112)  Lond.  Trans.  158  (1868),  p.  181. 

113)  Eine  grössere  Aaswahl  von  Problemen  der  geom.  W.  findet  sich  in 
meiner  o.  a.  diesem  Gegenstande  gewidmeten  Monographie;  sehr  reich  an  derlei 
Aufgaben  sind  die  Educat.  Tim.  Eine  umfangreichere  Sammlung  aus  der 
neuesten  Zeit  hat  G.  B.  M.  Zerr  in  Educ.  Tim.  56  (1891),  p.  187—192  ver- 
öffentlicht. 

114)  Ars  conject.,  pars  quarta,  p.  210 — 239. 

115)  B.  schwebte  der  Schluss  von  einer  grossen  Versuchsreihe  auf  die  ihr 
zugrunde  liegenden,  unbekannten  Bedingungen,  also  auf  die  W.-en  vor;  er  ge- 
brauchte fElr  eine  W.,  welche  aus  der  Erfahrung  abgeleitet  ist,  den  seither  bei- 
behaltenen Namen  „W.  a  posteriori'*  (1.  c.  p.  224). 

48* 
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Um  den  zweiten  Teil  des  Theorems,  die  Bestimmung  der  Wahr- 
scheinlichkeit Yorgezeichneter  Grenzen  fär  den  zu  gewärtigenden  Er- 
folg, haben  sich  Ä.  de  Movvre,  J,  Stirling,  C.  Madawrin  und  L,  Euler 
verdient  gemacht,  und  ihre  hierauf  bezüglichen  Leistungen  sind  fär  die 
gesamte  Analysis  von  hoher  Bedeutung.  Moivre^^^)  war  bei  seinen 
Bemühungen  um  die  naherungsweise  Darstellung  des  grössten  Gliedes 
von  (p  +  2)*  i^<i  eines  Gliedes,  welches  von  diesem  einen  gegebenen 
Abstand  besitzt,  zu  der  approximativen  Berechnimg  des  Logarithmus 
der  Fakultät  1  •  2  -  •  •  ^  gelangt,  welche  ihm  bis  auf  die  Erkenntnis  der 
Natur  einer  dabei  auftretenden  Eonstanten  (V^)  gelungen  war;  diese 
Ergänzung  blieb  dem  von  Moivre  zu  gleichen  Untersuchungen  an- 
geregten Stirling^^'^  vorbehalten,  dessen  Namen  nunmehr  die  Nähe- 
rungsformel ^^®) : 

trägt.  Die  noch  erforderUche  Summierung  einer  Gruppe  näherungs- 
weise  dargestellter  Glieder,  die  Umwandlung  der  Summe  in  ein  Inte- 
gral, hat  Moivre  nicht  korrekt  durchgeführt;  das  geeignete  analytische 
Hülfsmittel  hiefür  schufen  M(icl(wrin^^^)  und  Euler  ^^)  in  der  nach 
dem  letzteren  benannten  Summenformel  (I E,  Nr.  11): 


1-1  ' 


B^yl\ 


in  welcher  die  linksstehende  Summe  nach  den   ganzzahligen  Werten 
des  Zeigers  x  gebildet  ist   und   B^y  B^y  B^y  . . .   die  BerruyuUt sehen 

^''^  (t'  ^'  h  k'  ä'-)  (I^'  Nr.lO;  n  A3,  Nr.  18)  bedeuten. 
Lixplace^^^)  hat  mit  Benützung  all  dieser  Hülfsmittel,  die  er  aus 

116)  Doctr.  of  chances  p.  243 — 254;  die  analytischen  Ausführongen  zu  den 
an  dieser  Stelle  vorgeführten  Resultaten  finden  sich  in  den  Miscell.  analyt., 
Suppl.  (s.  61)). 

117)  Methodus  Differentialis  etc.,  London  1730,  p.  135. 

118)  In  den  Anwendungen  auf  W.-B.  genügt  es,  den  vor  der  Klammer 
stehenden  Faktor  allein  zu  benutzen.  Eine  schärfere  Approximation  für  s\  hat 
A.  R.  For8yth,  Brit.  Ass.  Rep.  1883,  in  der  Formel 


,(>^) 


y2 

gegeben. 

119)  Treat.  of  Flux.,  Edinb.  1742,  p.  673. 

120)  Instit.  calc.  diff.,  Petrop.  1765. 

121)  Th^rie  p.  275—284. 
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einer  gemeinsamen  Quelle ,  der  Theorie  der  erzeugenden  Funktionen 
(Nr.  6),  von  neuem  ableitete ,  dem  BemouUfschen  Theorem  die  end- 
gültige  Form  gegeben  [I  D  4  a^  Nr.  2].  Hiemach  ist  jene  Kombination 
die  wahrscheinlichste^  in  welcher  das  Verhältnis  der  Wiederholungs- 
zahlen m,  n  von  Ay  B  dem  Verhältnis  der  respektiven  Wahrschein- 
lichkeiten py  q  gleich  oder  am  nächsten  ist;  und  es  ist  femer  mit 
der  Wahrscheinlichkeit: 

(«)  4=-   f(r^dt  +  -^'^ 


¥ 


V^  J  V28pqn 

ZU  erwarten,  dass  die  Verhältnisse  — -,  —  innerhalb  der  Grenzen: 

'  8  '     8 


zu  liegen  kommen. 

Von  den  beiden  Teilen  des  Ausdmcks  (a)  wird  in  neueren 
Schriften^**)  häufig  nur  der  erste,  prävalierende  angeführt  [s.  auch 
I  D  2,  Nr.  4].  Für  ihn  sind  in  den  meisten  grosseren  Werken  über 
Wahrscheinlichkeitsrechnung  Tafeln  "•)  mitgeteilt  P  D  2,  Nr.  4].  Die- 
selben sind  aus  Tafeln  der  Integrale: 

e  OD 

Jer^dty  resip.Jer^dt 
0  e 

hervorgegangen;  die  Werte  dieser  Integrale  sind  durch  die  Relation 

0  e 

mit  einander  verknüpft.   J.  Eggenberger  ^**)  hat  den  zweiten  Teil  von  (a) 
durch  Modifikation  der  oberen  Grenze  des  Integrals  mit  diesem  vereinigt. 
Es  sind  mehrfach  Versuchsreihen^^)  angestellt  oder  vorhandene 


122)  J.  Bertrand,  1.  c.  p.  78  u.  83;   H.  Painca/ri,  1.  c.  22),  p.  69. 

123)  Den  Ursprung  dieser  Tafeln  bildet  die  von  Ch.  Kramp,  Th^or.  des 
r^fract.  etc.,   Strassb.   u.   Leipz.  1798,   veröffentlichte   Tafel   der   Integralwerte 

00 

C^—^dt.    Genauere  Tafeln  finden  sich  bei  B.  Badau,  Par.  Obs.  Ann.  18  (fBSö) 

OD 

und  Ä.  A.  Ma/rkoff^  Tables   des    valeurs  de  Tintägrale   Ce~^dt^  St.  P^tersb. 

X 

1888.     Weiteres  hierüber  bei    H.  OpUe,  Die    Kramp -Laplace'sche    Transcen- 
dente  etc.,  Berlin  Eönigstädt.  Realgymn.  Osterprogr.  1900  [I D  2,  Nr.  4]. 

124)  Bern  Naturf.  G.  50  (1893),  p.  110—182  «-  Diss.  1893;  die  bezügliche 
Abhandlung  ist  eine  Monographie  der  historischen  Entwicklung  des  Bernoulli' 
sehen  Theorems. 

126)  G.  Buffon,  1.  c.  106);   8.  D.  Poisson,  1.  c.  §  50;   W.  St  Jewms,  Prin- 


5^ 
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dazu  benutzt  worden^  um  den  JSemouZZf'schen  Satz  zu  verifiziereny  oder 
richtiger  gesagt^  um  zu  zeigen,  dass  das  unrkUche  Geschehen  thatsach- 
lich  innerhalb  enger  Grenzen  den  durch  die  apriorischen  Wahrschein- 
lichkeiten bezeichneten  Verhältnissen  sich  anpasst. 

13.  FoiBson's  GtesetB  der  groBBon  Zahlen  [I  D  4ay  Nr.  S].    8.  D. 

Poisson^^^  hat  sich  mit  eingehenden  Untersuchungen  über  die  Er- 
wartungsbildung in  Bezug  auf  das  Ergebnis  einer  grossen  Anzahl 
Ton  Versuchen  beschäftigt,  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Wahr- 
scheinlichkeiten der  Ereignisse  Ay  B,  deren  eines  in  jedem  Versuche 
eintreffen  muss,  von  Versuch  zu  Versuch  sich  ändern.  Er  hat  das 
Resultat  dieser  Untersuchungen,  in  welchem  er  eine  Verallgemeinerung 
des  BemouUfQchen  Theorems  erblickte,  als  „Gesetg  der  grossen  Zahlen^  ^) 
bezeichnei 

Ist  pi  die  Wahrscheinlichkeit  von  Ä  im  t****  Versuche,  {<  =  1  —  pi 
die  entsprechende  Wahrscheinlichkeit  von  J?,  so  besteht  Poisson^s 
Hauptergebnis^^)  in  dem  Satze,  dass  mit  der  Wahrscheinlichkeit: 

0 

ZU  erwarten  sei,  es  werde  das  Verhältnis  der  Wiederholungszahl  von 
Äy  resp.  By  in  einer  grossen  Anzahl  s  von  Versuchen  zur  Zahl  s 
selbst  sich  zwischen  die  Grenzen: 

i'  +  ei,  9  +  e:^ 

einstellen;  dabei  bedeuten  p^  q  die  arithmetischen  MiUd  der  im  Laufe 
der  Versuche  geltenden  Wahrscheinlichkeiten  pi,  qty  und  es  ist: 

i 


s 
Dieser  Fassung  des  Theorems  lassen  sich  nicht  leicht  adäquate 


cipl^s  of  science,  London  1887^  p.  208;  E.  Ceuber,  Zum  Gesetz  der  grossen 
Zahlen,  Prag  1889;  R.  Wolf,  Bern  Naturf.  G.  1849—1863;  Zürich  Naturf.  G. 
Viert.  1881—1883,  1893,  p.  10;  1894,  p.  147;  u.  a.  m. 

126)  1.  c.  4.  Kap. 

127)  Diese  Bezeichnung  wird  indessen  auch  dem  BemoMi'schen  Satze 
gegeben. 

128)  In  der  Reihe  der  mannigfachen  Resultate,  welche  P.  a.  a.  0.  ab- 
geleitet, wird  gewöhnlich  dieses,  welches  dort  §  112  unter  7)  angeführt  ist,  als 
der  Ausdruck  des  Ges.  d.  gr.  Z.  angesehen.  Vgl.  dazu  H.  LafArent,  1.  c.  p.  97 
— 106,  und  Ä.  Meyer,  1.  c.  p.  109 — 120,  woselbst  auch  die  Analyse  gegeben  ist. 
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Verhältnisse  aus  der  Wirklichkeit  gegenüberstellen;  auch  würden  zwei 
Versuchsreihen  in  Bezug  auf  ihre  Ergebnisse  nach  diesem  Satze  nur 
dann  vergleichbar  sein,  wenn  die  Wahrscheinlichkeiten  von  Ay  B 
in  beiden  denselben  Verlauf  nähmen  oder  wenn  die  eine  Reihe  als 
eine  mehrmalige  Wiederholung  der  andern  sich  darstellte. 

Wichtiger,  weil  der  Wirklichkeit  eher  sich  anpassend,  ist  die 
Auffassung,  wonach  die  Wahrscheinlichkeit  von  A  im  einzelnen  Ver- 
suche nicht  vorausbestimmt,  sondern  selbst  vom  Zufall  abhängig  ist. 
Besteht  nämlich  die  Wahrscheinlichkeit  (Oi  dafür,  dass  in  irgend  einem 
Versuche  dem  Ereignis  A  die  Wahrscheinlichkeit  pi  zukommt,  imd 
giebt  es  v  zusammengehörige  Wertepaare  co,-,  jp,-,  dann  hat  das  arith- 
metische Mittel  aller  jp,-,  d.  i.: 


P=  ^i  (OiPi 


eine  definitive^  d.  h.  vom  Umfang  der  Versuchsreihe  unabhängige  Be- 
deutung, indem  es  die  Toixilmögliclikeü^^^)  für  das  Eintreffen  von  A 
im  einzelnen  Versuche  darstellt;  1  — p  hat  die  analoge  Bedeutung  für 
B.  In  den  obigen  Formeln  ist  dann  für  jede  Versuchsreihe  k  zu  er- 
setzen durch  y2p{l  —  p)   (s.  Poisson  1.  c.  Nr.  109). 

PoissofC^  Untersuchungen  haben  in  der  späteren  Litteratur  wenig 
Beachtung  imd  von  manchen  Seiten,  wegen  unrichtiger  Auffassung 
ihrer  Prämissen,  abfällige  Beurteilung^**)  erfahren.  In  jüngster  Zeit 
ist  man  bei  der  Anwendung  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  auf 
Fragen  der  mathematischen  Statistik  zu  Ideenbildungen  gelangt, 
welche  auf  jene  Untersuchungen  zurückführen^'^). 

n.   Wahrscheinlichkeit  a  posteriori. 

14.  Wahrsoheinliohkeit  der  Ursaohen^'^),  aus  der  Beobaoh- 
tnng  abgeleitet.  Kann  ein  beobachtetes  Ereignis  E  aus  einer  von  den 
n  unabhängigen  Ursachen  C,-  (i  =  1^  2,  . . .  n)  hervorgegangen  sein, 


129)  Diese  Bezeichnung  hat  J.  v.  Kries,  1.  c.  p.  106  f&r  solcher  Art  ge- 
bildete W.-en  vorgeschlagen. 

130)  J.  Bertrand,  1.  c,  p.  XXXI  u.  94. 

131)  L.  V.  Bortkewitsch,  Krit.  Betracht,  z.  theor.  Statist.,  Jahrb.  f.  Natio- 
nalök.  n.  Stat.  53,  p.  641;  65,  p.  321  (1893,  1895);  vgl.  anch  I  D4a,  Nr.  8. 

132)  Bezüglich  der  Bedeutung  dieses  Terminus  vgl.  man  die  Note  3).  In 
dem  hier  erörterten  Zusammenhange  wird  dafür  häufig  der  Ausdruck  „Hypo- 
these" gebraucht;  J.  v.  Kries  (1.  c.  p.  122)  schlägt  die  Bezeichnung  „Entstehungs- 
modus'' vor.    Vgl.  auch  C.  Stumpf,  1.  c.  1),  p.  96. 
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und  besteht  für  die  Existenz  dieser  ürsadhen  a  priori  gleiche  Wahr- 
scheinlichkeit f  =  —jy  so  kommt  der  Existenz  der  Ursache  d  auf 
Grund  der  Beobachtung  die  Wahrscheinlichkeit: 

1 

zu^  wenn  pi  die  Wahrscheinlichkeit  von  E  bei  Existenz  der  Ursache 
d  bedeutet.  Hat  diese  jedoch  a  priori  die  Wahrscheinlichkeit  cd,-,  so 
kommt  ihr  a  posteriori  die  Wahrscheinlichkeit: 


zu. 

Dies  sind  die  beiden  Formen  der  Bayes'schen  Begd^^)  für  den 
Fall  einer  beschränkten  Anzahl  von  Ursachen.  Laplace,  der  für  diesen 
Teil  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  zuerst  klare  Prinzipien  aus- 
gesprochen hat^*^)^  stützt  sich  bei  der  Begründung  der  ersten  Formel 
auf  einen  besonderen  Satz^*^)  [ID4a,  Nr.  2];  andere  Autoren^ 
glaubten  hierzu  die  ^^Annahme^  nötig  zu  haben  ^  dass  die  aposterio- 
rischen Wahrscheinlichkeiten  der  einzelnen  Ursachen  proportional 
seien  den  apriorischen  Wahrscheinlichkeiten,  welche  sie  dem  beob- 
achteten Ereignis  erteilen.  Erst  S.  D.  Poisson^^'^  und  A, de Morgan^^) 
haben  durch  Aufstellung  von  Umenschematen  gezeigt,  dass  die  Bayes- 
sehe  Regel  zu  ihrer  Begründung  keines  besonderen  Prinzips,  sondern 
nur  der  Wahrscheinlichkeitsdefinition  bedürfe  [I  D  4  a,  Nr.  3].  Auf 
dieses  logisch  wichtige  Moment  haben  auch  C  Stumpf  ^^^)  und  J.  v. 
Kries^^)  hingewiesen. 

ISS)  Nach  Th.  Bayes  benannt,  welcher  sich  zum  erstenmale  mit  der  Beurteilung 
der  W.  von  Ursachen  befasst  hat  in  einer  nach  seinem  Ableben  von  B.  Price 
yeröfif.  Abb.:  An  Essay  toward  solving  a  Problem  in  the  Doctr.  of  chances. 
Lond.  Trans.  63  (1768),  p.  370. 

134)  Die  bezügliche  Arbeit:  Mäm.  sur  la  prob,  des  causes  par  les  ävönemens 
(Par.  say.  [ätr.]  6,  1774  ■=  Oeuvr.  8,  p.  27)  gehört  zu  den  ersten,  welche  L.  über 
W.-R.  veröffentlicht  hat. 

136)  Essai  p.  9—10. 

136)  So  J.  F.  Fries,  1.  c.  p.  74. 

137)  1.  c.  §§  28  u.  34. 

138)  An  der  unter  36)  cit.  Stelle  p.  401. 

139)  An  der  unter  1)  cit.  Stelle  p.  99. 

140)  1.  c  p.  117—122. 
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Diejenigen  Formen  der  Bayes'schen  Regel,  welche  zur  Geltung 
kommen,  wenn  das  beobachtete  Ereignis  von  einer  stetigen  Variabehi 
X  (Wahrscheinlichkeit  eines  elementaren  Ereignisses  s)  abhangt,  hat 
Laplace  zu  Beginn  des  VI.  Kap.  der  „Theorie^  aufgestellt;  sie  lauten 

p  _    ydx 
Jydx 

0 

beziehungsweise : 

p  _    wydx  ^ 

ydx 


/" 


darin  bedeutet  y  die  Wahrscheinlichkeit  von  E  und  to  die  aprio- 
rische Wahrscheinlichkeit  von  X]  Pg  drückt  beidemal  die  Wahr- 
scheinlichkeit aus,  dass  der  existente  Wert  von  x  in  das  Intervall 
(Xf  X  -\-  dx)  falle.  Die  Integration  des  Zahlers  zwischen  bestimmten 
Grenzen  0,0'  führt  zu  der  Wahrscheinlichkeit,  dass  x  zwischen 
diesen  Grenzen  enthalten  sei.  Derjenige  Wert  von  x,  welcher  y, 
respektive  wy,  zu  einem  Maximum  macht,  wird  als  der  wahrsdiein' 
lichste  Wert  oder  als  Wahrscheinlichkeit  von  €  nach  der  wahrschein- 
lichsten Ursache  bezeichnet. 

Die  an  der  JStiyes'schen  Regel  geübte  Kritik  ^*^)  hat  sich  immer  da- 
gegen gerichtet,  dass  man  in  Ermangelung  bestimmter  apriorischer 
Kenntnisse  alle  Werte  von  x  von  vornherein  als  gleichwahrscheinlich 
annimmt.  Dass  trotzdem  die  Anwendung  der  Regel  unter  gewissen 
Kautelen  zu  korrekten  Resultaten  führt,  hat  J.  v.  Kries^^'^)  in  zu- 
treffender Weise  dai^ethan. 

Aus  der  infinitesimalen  Form  der  JBStiyes'schen  Regel  lässt  sich  die 
Umkehrung  des  BemouUi' sehen  Theorems  (Nr.  12)  ableiten.  Laplace^*^) 
hat  diese  ümkehrung  unmittelbar  an  dem  letztgedachten  Theorem  voll- 
zogen und  auf  diese  Art  folgendes  Resultat  erhalten:  Besteht  das  be- 
obachtete Ereignis  E  in  der  m-maligen  Wiederholung  von  s  und  der 
n-maligen  des  entgegengesetzten  Ereignisses  s'  in  s  ==  m  -}-  n  Ver- 
suchen, so  ist  die  unbekannte  Wahrscheinlichkeit  von  £  zwischen  den 
Grenzen : 


141)  F.  Bing,  Om  aposteriorisk  Sandsynlighed,  Tidsskr.  Math.  (4)  3  (1879), 
p.  1  nnd  die  daran  sich  knüpfende  Polemik  mit  L.  Lorenz  im  selben  Bde., 
p.  67,66,118,122;  L.  Goldschmidt,  DieW.-R.,  Versuch  einer  Kritik,  p.  192—263; 
n.  a.  m. 

142)  1.  c.  p.  122—127;  vgl.  dazu  meinen  oben  cit.  „Bericht*^  p.  101. 

143)  Theorie  p.  281—282. 
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mit  der  Wahrscheinlichkeit: 


mn 


2     A-.^^.    ,    Vse-"^ 


0 


0 

enthalten.    Wendet  man  auf  dieses  Problem  die  faj^e^'sche  Regel  an,  so 

ergiebt  sich  zunächst  —  als  der  wahrscheinlichste  Wert  Ton  x  und 
weiter: 

0 
0 

als  Wahrscheinlichkeit  dafür,  dass  x  zwischen  die  Grenzen: 


U  fe-^dt 


mn 


'r  +  'V^ 

falle.    Dieses  zweite,  von  dem  früheren  durch  das  Glied  ^, sich 

unterscheidende  Resultat  ist  von  Lojaiace^^)  sowohl  wie  auch  von 
Poisson^^^)  angegeben  worden  und  wird  in  der  spätem  Litteratur 
unter  dem  oben  angeführten  Namen  verstanden  ^**). 

15,  Walirsoheinliohkeit  künftiger ^^^  Ereignisse,  aus  der  Be- 
obaohtung  abgeleitet.  Zur  Bewertung  der  Wahrscheinlichkeit  neuer 
Ereignisse  auf  Grund  vorliegender  Beobachtungsergebnisse  führt  die 
Bayes'ache  Regel  in  Verbindung  mit  den  Sätzen  über  die  zusammen- 
gesetzte und  totale  Wahrscheinlichkeit.  Ist  P,-  die  aposteriorische 
Wahrscheinlichkeit  der  Ursache  C,-  (i  =  1,  2,  . . .  n),  g,  die  Wahr- 
scheinlichkeit, welche  diese  Ursache  dem  neuen  Ereignis  F  verleihen 

n 

würde,  wenn  sie  existent  wäre,  so  ist  il  =  ^PtQt  <lie  totale  aus  der 

1 

Beobachtung  erschlossene  Wahrscheinlichkeit  von  F,  Ersetzt  man 
darin  P»  durch  seinen  nach  der  foj^es'schen  Regel  bestimmten  Wert, 
so  ergiebt  sich  für  77  der  Ausdruck: 


144)  Ibid.  p.  366—367. 

145)  A.  a.  0.  §  84.  —  Das  erste  Laplace'scke  Resultat  findet  sich  auch  bei 
Poi89on  §  83. 

146)  Zur  Kritik  der  beiden  Besxdtate  vgl.  man  A.  de  Morgan,  Oambr. 
Trans.  6  (1837);  J.  Todhunter,  1.  c.  p.  664—668;  C.  J.  Monro,  Lond.  Math. 
Soc.  Proc.  6  (1874),  p.  74,  146. 

147)  Dies  die  übliche  Nomenklatur;  es  kann  sich  jedoch  auch  um  bereits 
eingetretene,  aber  noch  unbekannte  Ereignisse  handeln. 
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n 


n  =  ^- —        oder  =  -^- , 

1  1 

je  nachdem  die  Ursache  Q,  welche  dem  heobackteten  Ereignis  E  die 
Wahrscheinlichkeit  pi  zuschreibt,  eine  Tom  Zeiger  i  unabhängige  oder 
eine  mit  ihm  wechselnde  apriorische  Wahrscheinlichkeit  o,-  besitzt. 

Hängt  das  beobachtete  Ereignis  E  wie  das  neue  F  von  der  Wahr- 
scheinlichkeit X    eines    elementaren  Ereignisses  b   ab,   so  treten   an 

die  Stelle  der  obigen  Formeln  die  nachstehenden: 

1  1 

fytdx  Cwyzdx 

0  _j__  0 


n=—. oder  = 


1  ^^^^  1  > 

Jydx  Jwydx 

je  nachdem  allen  Werten  Ton  x  a  priori  die  gleiche  oder  jedem  eine 
andere,  «;,  zukommt;  y  ist  die  Wahrscheinlichkeit  von  -B,  z  die  von  F. 
Das  Hauptproblem  der  aposteriorischen  Wahrscheinlichkeitsrech- 
nung, in  der  Aufsuchung  der  Wahrscheinlichkeit  bestehend,  dass  nach 
beobachtetem  m-maligen  Eintreffen  von  b  und  n-maligem  Ausbleiben 
dieses  Ereignisses  in  j)  +  g  weiteren  Versuchen  b  sich  p-msl  zu- 
tragen und  2 -mal  ausbleiben  werde,  ist  von  LapiUzce^*^  und  M,  J.  Con- 
darcet^^^)  unter  zwei  verschiedenen  Gesichtspunkten  gelöst  worden; 
ersterer  giebt  für  die  verlangte  Wahrscheinlichkeit  den  Ausdruck: 

1 
fa^'^^ {l—xy-^^dx        (w  +  w+  1) !  (m  +  p) \(n  +  q)\ 


1  f 

fa^  (1  —x)''dx  m\n\{m  +  n  +  p  +  q  +  l)l 

und  gestaltet  ihn  mittels  der  SHrling^ sehen  Formel  [Nr.  12]  für  die 
praktische  Rechnung  um;  die  Formel  des  zweitgenannten  Autors 
unterscheidet    sich    von   dieser    durch    das   Hinzutreten   des   Faktors 

ip»    ?   ;   dort   wird  eine  bestimmte  Anordnung  von  F  vorausgesetzt; 

hier  bleibt  sie  beliebig. 

Das  Condorcefsche  Resultat  ist  von  J.  Trembley^^)  auf  kombi- 
natorischem Wege  deduziert  worden. 

148)  In  dem  unter  184)  cit.  Mäm. 

149)  Essai  sur  Tapplic.  de  Tanalyse  ä  la  prob,  des  däcisions,  Paris  1786; 
lUfl.  Bur  la  m^th.  de  däterm.  de  la  prob,  des  ^v^n.  futurs,  Par.  Hist.  1783. 

160)  De  Probabilitate  Causarum  ab  effectibus  oriunda,  Gotting.  Comm.  12 
(1796). 
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Mit  einer  bemerkenswerten  Modifikation  des  Hauptproblems  haben 
P.  Prevast  und  S,  A  Lhuüier^^^)  sich  beschäftigt  i"). 


nL  Ton  zufSllIgen  Ereignissen  abhSngende  Tor-  und  Nachteile. 


16.  MathematiBohe  Erwartong  ^^)  [I  D  4  b^  Nr.  5,  6].  Die  ob- 
jektive Beurteilung  des  Wertes  einer  Erwartung,  welche  auf  den  Ge- 
winn (oder  Verlust)  einer  Ton  einem  ungewissen  Ereignis  abhangigen 
Geldsumme  ö  gerichtet  ist;  hat  nach  dem  Produkt  aus  der  Summe  6 
mit  der  Wahrscheifdichkeit  p  des  Ereignisses  zu  geschehen ,  mit  dessen 
Eintreffen  ihre  Realisierung  yerbunden  ist.  Ausser  dieser  abstrakten 
kann  man  dem  Produkt  pö  yerschiedene  reale  Deutungen  geben:  Es 
ist  der  rechtmässige  Betrag,  um  welchen  sich  eine  Person  den  eyen- 
tuellen  Anspruch  auf  6  erkaufen  kann;  (in  einem  Glücks-Spiele)  wäre 
p<f  der  rechtmässige  Anteil,  der  einer  Person  aus  dem  Einsätze  ff  ge- 
bührtc;  welche  ihn  mit  der  Wahrscheinlichkeit  p  zu  erwarten  hatte, 
wenn  auf  die  Entscheidung  durch  den  Zufall  yerzichtet  würde;  keines- 
wegs aber  hat  die  maÜiemaUsche  Erwartung  p6  die  Bedeutung,  welche 
ihr  Poisson^^)  beimass,  die  einer  Summe,  welche  die  betreffende  Person 
vor  der  Entscheidung  wirklich  besitzt.  Eine  festere  Grundlage  erhält 
der  Begriff  der  mathematischen  Erwartimg,  wenn  man* statt  eines  ein- 
zelnen Falles  eine  grosse  Anzahl  gleichartiger  Fälle  sich  durchgeführt 
denkt;  dann  bedeutet,  dem  Bemotdli'achen  Theorem  zufolge,  p6  den 
wahrscheinlichsten,  auf  den  einzelnen  Fall  entfallenden  Betrag;  diese 
zutreffende  Deutung  stammt  von  M.  J,  Condorcet  ^*^). 

Erwartet  eine  Person  den  Eintritt  einer  von  n  sich  gegenseitig 
ausschliessenden  Eventualitäten  Ei  (i  =  1,  2,  . . .  n),  deren  Wahrschein- 
lichkeiten pi  und  an  deren  Eintreffen  die  Summen  a,  (positiv  als  Ge- 
winn, negativ  als  Verlust)  geknüpft  sind,  so  ist  ihre  mathematische 

n 

Erwartung  =^p,a,.     Die  Ausführung  dieser  Formel  kann  mitunter 

1 

vorteilhaft  mit  Umgehung  der  einzelnen  p,-,  a^,  deren  Bestimmung  oft 
umständlich  wäre,  erfolgen  *^).    Statt  „mathematische  Erwartung^'  sagt 


^ 


151)  Sur  la  Prob.,  Berl.  Nouv.  Mäm.  1796  [99],  p.  117. 

152)  Vgl.  dazu  J.  Todhunter,  1.  c.  p.  466. 

153)  L.  Öttinger  (s.  24))  p.  189  gebraucht  dafür  die  Bezeichnung  ,,Wert 
der  Erwartung**;  dies  entspricht  dem  bei  englischen  Autoren  gebräuchlichen 
Terminus  „mathematical  expectation**. 

154)  1.  c.  §  28.  —  Vgl.  dazu  die  Bemerkungen  J.  BertrafuTs,  I.  c.  p.  60. 

155)  Räfl.  sur  la  r^le  g^närale  etc.,  Par.  Hist.  1781. 

156)  Ein   bemerkenswertes   Beispiel   dieser   Art  findet  man   bei  Laplace, 
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man  auch  ,,wahrscheifdicher  Wert  der  a/^;  dagegen  ist  „wahrscheith 
lichster  Wert  der  a/'  dasjenige  Ot,  dessen  pi  das  grosste  ist  [ID4by 
Nr.  6,  6]. 

Einen  weittragenden  Satz  über  mathematische  Erwartungen  oder 
Mittelwerte  hat  P.  Tschebyscheff^^^)  auf  elementarer  Grundlage  be- 
wiesen: „Sind  a,  h,  c, , , .  die  Mittelwerte  der  (diskreten)  Variabein 
0?,  y,  0, . . .;  «1,  6i,  Ci  die  Mittelwerte  der  Quadrate  o?^,  y*,  ^S  •  •  • ;  so  ist 

mit  einer  Wahrscheinlichkeit  P  >  1  —  tj-  zu  erwarten,  dass  die  be- 
obachtete Summe  a?+y+^+*"  zwiscnen  die  Grenzen  a+6+^H — 
+  t yoT+fcj  +  CiH ä«  — 6*  — c«...  falle« 

Aus  diesem  Satze  ei^eben  sich  unter  anderen  auch  das  Poisson'sche 
[Nr.  13]  und  das  BemouUi^Bche  [Nr.  12]  Theorem  als  spezielle  Fälle. 

Man  hat  die  von  den  Wirkungen  des  Zufalls  abhängigen  Unter- 
nehmungen in  solche  zu  trennen,  wo  nur  eine  einmalige  Entscheidung 
herbeigeführt  wird  (Spiele,  Wetten),  und  in  solche,  wo  eine  grosse 
Anzahl  gleichartiger  Fälle  nach  und  nach  oder  auf  einmal  zur  Ent- 
scheidung kommt  (geschäftliche  Unternehmungen)^*^).  Die  Theorie 
der  letzteren  gründet  sich  auf  das  Gesetz  der  grossen  Zahlen  ^^). 

17,  Moralisohe  Erwartung.  Das  Petersburger  Problem  ^^)  hat 
zur  Aufstellung  einer  Theorie  Anlass  gegeben,  deren  Urheber  Daniel 
Bemoulli^^)  ist  und  der  auch  Laphxce^^^)  eingehende  Beachtung  ge- 
widmet hat.  Sie  legt  in  die  Beurteilung  des  Wertes  einer  Erwartung 
ein  subjektives  Moment,  indem  sie  das  Vermögen  der  beteiligten  Person 
in  Rechnung  zieht;  ihr  Grundprinzip  besteht  darin,  dass  die  mora- 


Theorie  p.  419;  weitere  bei  J.  Bertrand,  1.  c.  p.  61 — 66.    S.  auch  D.  E.  Mayer, 
J.  ^c.  pol.  (2)  3  (1897),  p.  168. 

166»)  J.  de  math.  (2)  12  (1867),  p.  177  =  Oeuvres  1,  St.  Pötersb.  1899,  p.  687. 

167)  Ä.  de  Morgan,  1.  c.  36),  p.  404—406. 

168)  Einige  hierher  gehörige  Untersuchungen  giebt  Laplace,  Th^rie 
p.  419—481. 

169)  Das  Problem  betriflft  ein  Spiel  (1,  2,  4,  8,  .  .  .  Mark  Gewinn,  wenn 
Wappen  im  1.  oder  erst  im  2.,  8.,  4.,  .  .  .  Wurfe  fällt),  das  unbegrenzt  viele 
Möglichkeiten  darbietet  und  daher  auf  einen  durch  eine  unendliche  Reihe  dar- 
gestellten Einsatz  fährt.  Die  Divergenz  dieser  Reihe  war  der  eigentliche  Anlass 
zu  den  mannigfachen  Untersuchungen.  Vgl.  E.  Czüber,  Das  Petersburger  Problem, 
Arch.  f.  Math.  67  (1881),  p.  1;  femer  die  Kritik  Ä,  Fringsheim' fi  über  die  ver- 
schiedenen Aufkl&rungsversuche  in  der  unter  160)  cit.  deutschen  Ausgabe, 
p.  46—68. 

160)  Specimen  Theoriae  Novae  de  Mensura  sortis,  Petrop.  Comm.  6  (1738); 
neuerdings  deutsch  mit  Noten  herausgegeben  von  A.  Pringsheim,  Leipzig  1896. 

161)  Theorie,  chap.  X. 
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tische  Bedeutung  einer  differenUeUen  Yermögensänderung  dieser  selbst 
direkt,  dem  Vermögen  umgekehrt  proportional  angenommen  wird. 
Die  Verfolgung  dieses  Gedankens  fuhrt  zu  dem  BegrifiF  der  ^ymora- 
lisd^en  Enoarhmg'^]  bei  einer  Person  vom  Vermögen  a,  welche  eine 
der  Vermögensänderungen  cc,  ß^  y,  . . ,  mit  den  bezüglichen  Wahr- 
scheinlichkeiten 1>,  g';  y, . . .  (p  +  ä  +  r  -| =  1)  zu  erwarten  hat,  ist 

(a  +  a)p(a  +  ß^ia  +  yY a 

der  Ausdruck  f&r  diese  Erwar^g. 

Praktische  (d.  i.  geschafÜiche)  Anwendungen  sind  yon  dem  Be- 
griff der  moralischen  Erwartung  nicht  gemacht  worden  (siehe  jedoch 
den  Begriff  ,,Moralische  Prämie^'  in  I  D  4b,  Nr.  21);  hingegen  bildet 
der  Gedanke,  auf  welchen  D.  BemouUi  seine  Theorie  aufgebaut  hat, 
die  Grundlage  der  modernen  Wertlehre  ^•*). 

18.  MathematiBOhes  Risiko.  Wenn  in  einem  auf  den  Zufall 
gegründeten  Unternehmen  auf  eine  Reihe  einander  gegenseitig  aus- 
schliessender  Ereignisse  £»•  (i  =  1,  2, . . .  n),  deren  Wahrscheinlichkeiten 
Pi  heissen  mögen,  von  der  einen  Seite  —  dem  Unternehmer  —  Preise 
Äi  ausgesetzt  sind,  während  von  der  andern  Seite  —  dem  Spieler  ^^)  — 
Einsätze  Ei  dafür  gefordert  werden,  so  steht  dem  Spieler  eine  der 
reinen  Vermögensänderungen  Xi^=  A4  —  Ei  mit  der  entsprechenden 
Wahrscheinlichkeit  pi  bevor,  und  seine  hierauf  bezügliche  mathe- 
matische Erwartung  ist^piXi]  in  gleicher  Art  findet  sich  2pi{ — Xi) 
als  Ausdruck  der  Erwartung  des  Unternehmers.  Sind  Preise  und  Ein- 
sätze nach  dem  Grundsatz   der  mathematischen  Erwartung  geregelt, 

so  ist  ^ViXi  =  0  wie  auch  Spi( — a?,)  =  0.  Trennt  man  in  einer 
der  Summen  die  positiven  und  negativen  Glieder,  so  entstehen  zwei 

n 

dem  Betrage  nach  gleiche  Teilsummen,  jede  gleich  y^.  Pi \Xi\  =  D. 

1 

Diese  Grösse,  welche  die  auf  die  reinen  Gemnne  oder  die  reinen 
Verluste  gerichtete  mathematische  Erwartung  sowohl  des  Unternehmers 
wie  des  Spielers  darstellt,  kann  als  ein  Mass  der  Gefährlickkeit  des 
Unternehmens  für  beide  Teile  angesehen  werden.  Man  bezeichnet 
sie  als  das  durchschnitÜiche  Risiko  und  stellt  ihr,  ähnlich  wie  dies 
in  andern  Teilen  der  angewandten  Wahrscheinlichkeitsrechnung  ge- 


162)  Vgl.  die  Einleitung  L.  Fick'a  zu  der  unter  160)  angeführten  deutschen 
Ausgabe  des  „Specimen".  Das  Urteil  J.  Bertrand^s  (1.  c.  p.  66 — 67)  über  D.  Ber- 
funUlt's  Theorie  ist  hiemach  unzutreffend. 

163)  Das  Wort  „Spieler**  ist  hier  im  weiteren  Sinne  zu  nehmen;  auch  der 
Versicherte  ist  als  Spieler  aufzufassen. 
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schieht,   eine    andere   Orösse,   das   müäere   Risiko   gegenüber^   deren 

Definition   in   der   Formel   M=y^piXi^    enthalten  ist  und  die  zu 
dem  gleichen  Zwecke  sich  eignet  wie  D.^®*) 

An  diese  Ideenbildung  knüpft  die  theoretische  Untersuchung  der 
Frage  an,  in  welcher  Weise  Unternehmungen,  die  sehr  viele  Geschäfte 
gleicher  Art  abschliessen,  sich  gegen  die  Folgen  der  Abweichungen 
des  wirklichen  Verlaufs  der  Eventualitäten  gegenüber  dem  wahrschein- 
lichsten, auf  dem  das  Prinzip  der  mathematischen  Hoffnung  beruht, 
nach  Möglichkeit  sichern  können.  Indessen  sind  diese  Untersuchungen 
noch  nicht  zu  solchen  Ergebnissen  gelangt,  welche  eine  praktische 
Verwertung  gestatten  würden  (s.  ID4b)^®*). 


164)  1%.  Wittstein,  Das  mathematische  Risiko,  Hannover  1886 ;  F.  Hausdorff, 
Das  Risiko  bei  Zufallsspielen,  Leipz.  Ber.  49  (1897),  p.  497. 

165)  Obwohl  hiermit  das  Gebiet  der  eigentlichen  Anwendungen  bereits 
gestreift  ist,  mag  doch  eine  Schrift  aus  neuester  Zeit  angeführt  werden,  weniger 
wegen  der  anfechtbaren  Darstellung  von  der  Entwickelung  der  Risikotheorie, 
als  weil  sie  die  darauf  bezügliche  Litteratur  vollständig  bringt:  K.  Wngner, 
Das  Problem  des  Risiko  in  der  Lebensversicherung,  Jena  1898. 
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A.  Bravais,  Analyse  math.  sur  les  prob,  des  erreurs  de  Situation  d'un  point;  Par. 
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1«  AnfJKabe  der  Aiuigleiohiiiigsreohnimg*).     Wenn  eine  Grosse 
oder  bekannte  Verbindungen  mehrerer  Grössen  öfter  gemessen  sind, 

*)  Neben  der  im  Text  gegebenen  Fassung  des  Problems  2)  existieren  noch 
andere  Probleme  des  gleichen  Namens  (I  D  4  b,  Nr.  5,  6].    Das  Wort  „Aos- 
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ab  zu  ihrer  rein  algebraischen  BeBtimmung  nötig  ist,  dann  werden  in 
Folge  der  unTermeidlichen,  zufalligen  Beobachtungsfehler  zwischen  den 
Gleichungen,  welche  den  Zusammenhang  zwischen  den  zu  ermitteln- 
den und  den  beobachteten  Grossen  herstellen,  Widersprüche  entstehen, 
die  durch  keinerlei  Annahme  über  die  zu  ermittelnden,  überbestimmten 
Grössen  zu  beseitigen  sind;  es  ist  Aufgabe  der  Ausgleichungsrech- 
nung, aus  solchen  Gleichungen  durch  eine  strenge  imd  möglichst  ein- 
fache Analyse  die  Werte  der  unbekannten  so  zu  bestimmen,  dass  sie 
der  Wahrheit  möglichst  nahe  kommen.  Ohne  ein  Prinzip,  welches 
sich  darüber  ausspricht,  wann  wir  diese  letztere  Bedingung  als  erfüllt 
.  ansehen,  ist  die  Lösung  der  Aufgabe  unmöglich  und  soweit  es  sich 
um  die  Wahl  des  Prinzips  handelt,  ist  also  eine  gewisse  Willkür 
notwendig  mit  der  Natur  des  Problems  yerbunden.  Für  die  Wahl 
des  Prinzips  sind  massgebend:  1)  dass  dasselbe  in  Übereinstimmung 
stehe  mit  plausiblen  Anschauungen  über  die  Natur  der  Beobachtungs- 
fehler, 2)  dass  die  aus  ihm  fliessende  Analyse  eine  möglichst  ein- 
fache sei.  Diese  Trennung  ist  wenigstens  zweckmässig,  da  die  beiden 
Forderungen  verschiedenen  Gebieten  angehören.  Mit  dem  ersteren 
Gegenstand  beschäftigt  sich  die  yyTheorie  der  BedbcuMungsfehier^y  die 
ihrerseits  eine  Anwendung  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  P  D  1]  ist; 
mit  dem  letzteren  hat  es  die  jyAusgleichtmgsredimm^^  im  engeren  Sinne 
zu  thun.  Man  weiss  durch  die  Untersuchungen  yon  Gauss  und  Laplace, 
dass  das  Prinzip: 

,yDie  Unbekannten  sind  sc^  zu  bestimmen,  dass  die  Summe  der 
Quadrate  der  übrigbleibenden  Widersprüche  ein  Minimum  werdef^^ 
beiden  Bedingungen  genügt.    Die  jetzt  allgemein  angenommene  Methode 
der  Ausgleichung,  die    auf  dieses   Prinzip   basiert   ist,   heisst   daher 
häufig:  yyMethode  der  Meinsten  Quadrate^'. 

Analytisch  formuliert  sich  die  Aufgabe  der  Ausgleichungsrech- 
nung wie  folgt:  Sind  Z,-  die  Beobachtungsergebnisse  für  die  gegebenen 
Verbindungen  A4  =  a,a:  +  fti-y  +  c,ir  +  •  •  •  (i  =  1  bis  n)  zwischen 
den  m  unbekannten  Grössen  a:,  y,  ^er, . . .  (n  >  m),  so  ist  jenes  Wert- 
system Xy  yy  e,  . . ,  anzugeben,  für  welches  die  Summe  der  Quadrate 
von  A4  —  li  ein  Minimum  wird.  A4  kann  stets  als  linear  angenonmien 
werden;   ist  dies  Ton  Anfang  an  nicht  der  Fall,   so  steUt  man  die 

gleichung^^'wird  auch  in  dem  Sinne  gebraucht,  dass  z.  B.  die  Ordinalen  einer 
Kurve  zwar  jede  nur  einmal  beobachtet  sind,  dass  aber  jede  mit  einer  Un- 
genauigkeit  behaftet  ist,  welche  die  Kurve  in  eine  gewisse  „Fehlerzone**  ein- 
schliesst:  die  „ausgeglichene  Kurve**  soll  glatt  innerhalb  der  Fehlerzone  verlaufen. 
S.  auch  die  entspr.  Bemerkung  zu  I  D  8.  Das  wesentliche  ist  immer,  dass  mehr 
Koordinaten  gemessen  sind,  als  zur  analytischen  Bestimmung  der  Kurve  nötig  sind. 
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lineare  Form  durch  Annahme  von  Näherungswerten  und  Entwicke- 
lung  nach  dem  Taylor^schen  Satz  für  mehrere  Variable  her  [II  A  2, 
Nr.  12].  Ist  nur  eine  Unbekannte  vorhanden,  die  unmittelbar  be- 
obachtet ist^  so  hat  man  das  Problem  der  y^Ausgleichung  direkter  Be- 
obachtungen^. 

Der  allgemeine  Fall  wird  als  y^Ausgleichung  vermiUdnder  Bedb- 
aditungen^  bezeichnet.     Treten  zu  den  Gleichungen: 

aiX  +  hilf  -\ =  Z,, 

die  durch  das  System  x,  y,z,., .  nur  bis  auf  Grössen  von  der  Ord- 
nung  der  Beobachtungsfehler  befriedigt  zu  sein  brauchen^  noch  solche 
Bedingungsgleichimgen  zwischen  den  Unbekannten  hinzu,  die  streng 
erfüllt  sein  müssen,  so  hat  man  eine  y,Ausgleichung  bedingter  Beobach- 
tungenf^  zu  leisten.  Hiernach  unterscheidet  man  in  der  Regel  drei 
Gruppen  von  Aufgaben  der  Ausgleichungsrechnung  ^),  obwohl  die- 
selben prinzipiell  nicht  von  einander  verschieden  sind. 

2.  Erste  Begründimg  von  GkiUBs.  Viele  Schriftsteller  gehen 
unmittelbar  von  dem  oben  genannten  Prinzip  aus;  andere  aber,  die 
in  der  Ausgleichungsrechnung  eine  Anwendung  der  Wahrscheinlich- 
keitsrechnung sehen,  gehen  auf  andere  Prinzipien  zurück,  aus  denen 
jenes  folgt*).  Die  erste  wirkliche  Begründung  giebt  (tomss*),  er 
sucht  die  wcLhrscheinlichsten  Werte  der  Unbekannten.  Es  sei  die 
Grosse  x  direkt  gemessen,  b  der  dabei  begangene  Fehler;  Fehlem  von 
verschiedener  Grösse  kommt  verschiedene  Wahrscheinlichkeit  zu,  die- 
selbe sei  ausgedrückt  durch  (p(B)dB.  Die  Funktion  fp{d)y  die  jetzt 
in  Deutschland  Fehlergesete^)  genannt  wird,  wird  aus  ihren  Eigen- 
schaften bestimmt;  in  letzter  Linie  wird  dazu  herangezogen  „der  Satz 
vom  arithmetischen  Mittet^:  dass  der  wahrscheinlichste  Wert  der  Un- 
bekannten X  das  arithmetische  Mittel  aus  den  direkten  Beobachtungs- 


1)  Nach  Gerling,  Die  Ausgl.-B.  der  prakt.  Geometrie,  1848,  p.  25. 

2)  Eingehende  Darstellungen  der  verschiedenen  Begründungsmethoden  geben : 
B.  Henke,  Meth.  d.  kl.  Quadr.  1868  u.  1894  und  Czuher,  Theorie  der  Beob.-Fehler, 
1891,  p.  284  ff. 

8)  Theoria  motus  1809,  art.  176—179  (Werke  7).  Schon  vor  Gauss  führt 
Ä.  M.  Legend/re  in  jen  Nouvelles  Mäthodes  pour  la  dät.  des  orbites  des  com^tes, 
Par.  1805  Prinzip  und  Namen:  „m^thode  des  moindres  quarr^s'*,  aber  ohne  Be- 
gründung ein;  übrigens  erwähnt  Gaiiss,  Th.  mot.  art.  186,  dass  er  sich  des 
Prinzips  bereits  seit  1795  bei  seinen  Rechnungen  bedient  habe. 

4)  Gauss  nennt  sie  in  der  Theoria  motus:  „probabilitas  errori  tribuenda",  in 
der  Theoria  comb,  „facilitas  relativa**;  englische  Schriftsteller  nennen  sie  „law 
of  facility  of  errors'^ 
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resultaten  sei.  Damit  ergiebt  sich  das  nach  Garns  benannte  Febler- 
gesetz: 

{h  =  Piuzisionskonstante,  die  Ton  der  Genauigkeit  der  Beobachtungs- 
reihe abhängig  ist).  Aus  ihm  folgt,  dass  deijenige  Wert  der  Un- 
bekannten der  wahrscheinlichste  ist,  fOr  welchen  die  Summe  der 
Quadrate  der  Fehler  ein  Minimum  wird.  Leitet  man  das  Fehler- 
gesetz direkt  aus  der  Erfahrung  ab,  so  kann  aus  ihm  sowohl  der 
Satz  vom  arithmetischen  Mittel  als  der  Satz  von  der  kleinsten  Quadrat- 
summe abgeleitet  werden.  Jedes  dieser  3  Prinzipien  kann  also  den 
Ausgangspunkt  zur  Begründung  der  Ausgleichungsrechnung  bilden. 

3.  Der  SatK  vom  arithmetisohen  MitteL  Es  sind  yiele  Versuche 
gemacht  worden,  den  S(Ü0  vom  arühmeüschen  Mittd  zu  beweisen  bez. 
auf  noch  tiefere  Prinzipien  zurückzuführen  ^),  um  damit  auch  die 
Methode  der  kleinsten  Quadrate  strenger  zu  begründen.  Zuerst  be- 
schäftigt sich  Lagrange  ^)  mit  dem  Problem,  indem  er  vom  Standpunkt 
der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  den  induktiyen  Beweis  liefert,  dass 
das  arithmetische  Mittel  eine  zweckmässige  Verbindung  Ton  Beobach- 
tungsresultaten ist;  der  springende  Punkt  aber,  dass  es  jeder  anderen 
Verbindung  Torzuziehen  sei,  wird  nicht  berührt.  Laplace'')  findet  f&r 
unendlich  viele  Beobachtungen,  dass  das  arithmetische  Mittel  wahr- 
scheinlicher sei,  als  ein  sich  davon  unterscheidender  Wert.  Encke^) 
glaubt  durch  Zuziehung  von  Postulaten,  die  sich  aus  der  Natur  der 
Beobachtungsfehler  ergeben,  einen  strengen  Beweis  zu  liefern.  Weitere 
Versuche  rühren  von  G.  V.  Schiapa/reUi^)^  E,  J,  Stone^^),  A,  de 
Morgan  ^*),  Ann,  Ferrero  **)  her.    J.  W.  L.  Glaisher^B  ^')  Kritik  derselben 

6)  Eine  zusammenhängende  Darstellung  dieser  Versuche  giebt  Czüber  „Beo- 
bachtungsfehler"*  p.  16 — 47. 

6)  J.  Lagrange,  Mäm.  sur  Futilit^  de  la  mäthode,  de  prendre  le  milieu  etc. 
Mise.  Taur.  6,  1770—1774  =  Oeuvres  2,  p.  178.  Teilweise  reproduziert  von  JEncke, 
Berl.  Jahrb.  f.  1S63  >=  Werke  2,  p.  201.  Lagrange  legt  das  verallgemeinerte 
Moivre'sche  Problem  [I  D  1,  Nr.  8]  zu  Grunde. 

7)  Theorie  anal,  des  Prob.  2,  art.  18  (Oeuvres  7). 

8)  Über  die  Begründung  der  Meth.  d.  kl.  Quadr.,  Berl.  Abh.  1881  =  Berl. 
Jahrb.  f.  1884  =  Ges.  Abh.  2,  p.  1. 

9)  Lomb.  Rend.  (2)  1  (1868),  p.  771;  Astr.  Nachr.  8^(1876),  p.  209;  88 
(1876),  p.  141^  s.  noch  SUme  ib.  p.  61. 

10)  Lond.  Astr.  Soc.  Monthly  Not  28,  1868;  U  (1878),  p.  670;  84  (1873), 
p.  9;   86  (1878),  p.  107  (Polemik  gegen  Glaisher). 

11)  On  the  theory  of  Errors  of  Obs.,  Cambr.  Trans.  10,  1864. 

12)  Esposizione  del  metodo  dei  minimi  quadrati,  Firenze  1876. 
18)  Lond.  Astr.  Soc.  Mem.  89*  (1872),  p.  76. 
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ist  nicht  widerlegt.    Einen  Fall^  wo  der  Satz  vom  arithmetischen  Mittel 
sicher  nicht  richtig  ist,  bespricht  H.  Sediger^^^). 

4.  Das  GauBs'Bohe  FehlergesetK.  Fehlerfanktion.  Tafeln  hiefür. 
Andere  FehlergesetKe.  Ein  Fehlergesetz^  d.  h.  eine  Funktion^  welche 
die  Häufigkeit  eines  Fehlers  durch  seine  Grösse  ausdrückt,  kann 
analytisch  nicht  deduziert  werden,  ohne  dass  durch  ein  Prinzip  fest- 
gelegt wird,  welchen  Wert  der  Unbekannten  man  als  den  der  Wahr- 
heit nächst  kommenden  betrachtet-,  bei  der  Gauss'schen  Ableitung  ist 
dies  das  Prinzip  des  arithmetischen  Mittels.  Laplace^^)  weist  nach, 
dass  umgekehrt  das  Oauss'sche  Gesetz  das  einzige  ist,  welches  stets 
auf  das  arithmetische  Mittel  als  den  anzunehmenden  Wert  der  Un- 
bekannten hinführt. 

Ohne  Annahme  eines  Fehlei^esetzes  kann  man  die  Wahrschein- 
lichkeitsrechnung nicht  auf  die  Ausgleichungsrechnung  anwenden; 
einige  Schriftsteller^^)  vertreten  die  Ansicht,  dass  diese  Anwendung 
überhaupt  verweri^Uch  sei. 

Formale  Bedenken  gegen  das  Gauss'sche  Fehlergesetz  hat  J,  Ber- 
trand^^  erhoben.  Dieser  wirft  auch  die  Frage  auf,  ob  das  richtige 
Gesetz  nur  eine  Funktion  der  Grösse  des  Fehlers  sein  könne,  und 
untersucht  ferner  die  allgemeine  Form  der  Funktion,  welche  das  wahr- 
scheinlichste Resultat  aus  den  Beobachtungswerten  giebt,  unter  der 
Voraussetzung^  dass  die  Wahrscheinlichkeit  eines  Fehlers  nur  von 
seiner  Grösse  abhänge  ^^. 

Man  hat  vielfache  Versuche  angestellt,  das  Fehlei^esetz  aus  der 
Natur  der  Beobachtungsfehler  selbst  abzuleiten,  indem  man  sich  diese 
aus  Elementarfehlem,  die  aus  verschiedenen  Fehlerquellen  hervorgehen, 
entstanden  denkt.  TT.  Bessd^^Hagen^^),  Encke^%  P.  G,  Taü^%  M.  W. 
Crofton  ^  kommen  aUe  unter  mehr  oder  minder  allgemeinen  Voraussetzun- 


13  •)  Astron.  Nachr.  182  (1893),  p.  209. 
14)  Laplace,  Th.  an.  des  Prob.  2,  p.  23  (Oeuvres  7). 

16)  Siehe  z.  B.  Hefike  a.  a.  0.,  p.  67;  B.  Heger  im  Handbuche  der  Math,  von 
SeMömüch  2,  Breslau  1881,  p.  927. 

16)  Befirand,  Galcul  des  Prob.,  Par.  1889,  art.  140  ff.;  siehe  auch  Czuber  „Be- 
obachtungsfehler*' p.  61. 

17)  Bertrand  a.  a.  0.  art.  144. 

18)  Bessel,  Unters,  über  die  Wahrsch.  d.  Beob.-Fehler,  Astr.  Nachr.  16  (1838), 
p.  369  s  Ges.  Abh.  2,  p.  372. 

19)  Orundzüge  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  1837. 

20)  Berl.  Jahrb.  f.  1863  »  Ges.  Abh.  2,  p.  201. 

21)  On  the  Law  of  Frequency  of  Errors,  Edinburgh  Trans.  24,  1867. 

22)  On  the  Proof  of  the  Law   of  Errors   of  Obseryations .    Lond.  Trans. 
160  (1870)   p.  176. 
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gen  über  das  Zusammenwirken  der  Elementarfehler  auf  die  Exponential- 
funktion. Der  Wert  dieser  Untersuchungen  scheint  darin  zu  liegen^ 
dass  sie  die  Bedingungen  aufhellen^  unter  denen  ein  Fehlergesetz  von 
der  Form  der  Exponentialfunktion  zustande  kommt;  man  kann  also 
vom  Fehlei^esetz  aus,  wenn  dies  anderweitig  bestätigt  wird,  auf  die 
Wirkungsweise  der  Fehlerquellen  schliessen.  Einen  völlig  befriedigen- 
den Beweis  ftir  die  Richtigkeit  des  Gauss'schen  Fehlergesetzes  aber 
haben  auch  diese  Versuche  nicht  zu  Tage  gefordert.  Das  Vertrauen, 
welches  diesem  Gesetz  jetzt  allgemein  entgegengebracht  wird,  beruht 
vielmehr  auf  der  fast  immer  bewährten  Übereinstimmung  mit  der 
Effah/rung,  Bessd  hat  zuerst  eine  Prüfung  in  grösserem  Massstabe 
vorgenommen*^),  indem  er  die  durch  die  Theorie  geforderte  Zahl  der 
Fehler  zwischen  bestimmten  Grenzen  mit  den  in  verschiedenen  grossen 
Beobachtungsreihen  auftretenden  verglicL  Ist  h  das  Mass  der  Prä- 
zision einer  Beobachtungsreihe  (eine  Grösse,  die  aus  dem  mittleren, 
wahrscheinlichen  oder  durchschnittlichen  Fehler  leicht  zu  berechnen 
ist,  siehe  unten,  Nr.  8),  so  müssen  von  n  Fehlem  (absolut  genonmien) 
zwischen  den  Grenzen  0  und  A: 

0 

liegen.  Mit  Hülfe  von  für  diesen  Ausdruck  entworfenen  Tafeln  (siehe 
diese  Nr.  unten)  kann  die  Vergleichung  rasch  erledigt  werden. 

Bei  Zugrundelegung  des  Gauss'schen  Fehlergesetzes  ist  die  Wahr- 
scheinlichkeit [s.  auch  I  D  1,  Nr.  12;  I  D  4a,  Nr.  2]  dafür,  dass  ein 
Fehler  zwischen  den  Grenzen  —  A  und  +  A  liege,  gegeben  durch: 

-f  A  AA 

~   fe->''^ds=4-   fe-''dt. 

—  A  0 

Für  die  Funktion: 

00 

T 

welche  ausser  in  der  Fehlertheorie  auch  in  der  mathematischen  Physik 
(Refraktion,  Wärmeleitung)  häufig  auftritt,  ist  der  Name  Fdilerfunktion 
(Error-Funktion  nach  Glaishery^')  üblich  geworden.     Es  ist: 


oo 


J  e-'' dt +j e-f" dt 


2 


^ 


23)  Fundamenta  Astronomiae,  Regiom.  1818.    Vgl.  auch  Astron.  Nachr.  15 
(1838),  p.  369  =  Ges.  Abh.  2,  p.  372. 

23»)  Phil.  Mag.  (4)  42  (1871),  p.  294,421,  der  Name  p.  296. 
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Im  folgenden  sind  einige  Formeln,  die  zur  direkten  Berechnung  dieser 
Funktionen  dienen  können,  zusammengestellt: 

T 

Je-''d^  =  T--+—--j-^ -  +  ..., 


0 

00 


/■ 


^    af—    2^  ^1        2T«"r"(2T«)«        (2T«)»"'         /' 


T 


/ 


«-''d<=  * 


1  + 


1 

2T« 

2 

1  + 

2T« 

3 

1  + 

2T« 

4 

1  + 

2T« 

Bei  Berechnung  Ton  Tafeln  bedient  man  sich  jedoch  zweckmässige 
der  mechanischen  Quadratur**)  [11  A  2,  Nr.  SOfiF.;  I  D  3,  Nr.  8]  oder 
der  Taylor'schen  Entwickelung  (nach  Kramp)  oder  einiger  anderer 
EunstgrifPe,  die  man  in  der  Einleitung  zu  den  gleich  zu  erwähnenden 
Radau'schen  Tafeln  nachsehen  kann. 

Die  ersten  Tafeln  hat  CA.  Kramp  **)  entworfen;  er  giebt  von  T=  0 

OD 

bis    T=3    im   Intervall  von  0-01    die   Werte   Yonje-^dtf   ihre 

OB 

Logarithmen   und  die  Logarithmen  von  e^^ Jer^dt    Diese   letztere 

T 

Tafel  hat  Bessd  ^  bis  T  =  10  ausgedehnt,  indem  er  als  Argument 
zuerst  T,  dann  log  T  nimmt.  Glaisher^^)  erweiterte  die  Eramp'sche 
Tafel  bis  T  =  4  •  50.    Endce  *^)  giebt,  aus  der  BesseFschen  berechnet^ 

T 

eine  Tafel  für  -77=  j  e^^dt,  die  dann  später  in  viele  Lehrbücher  über- 

0 
gegangen   ist'^.     Oppolzer^^)   giebt,  neu   berechnet,    eine   Tafel   für 

23^)  Ebenda  p.  436. 

24)  OppolBer,  Lehrbuch  der  Bahnbestimmiing  2,  Leipz.  ISSO,  p.  36. 

25)  Kramp,  Analyse  des  refractions  astronomiques  et  terrestres,  Strassb.  & 
Leipz.  1798. 

26)  Fnndamenta  Astr.,  Begiom.  1818. 

27)  Berl.  Jahrb.  1834  (Ges.  Abh.  2,  p.  60). 

28)  Z.  B.  Ceüber,  Theorie  der  Beobachtongrgfehler;  Sawüsch^  Meth.  der  kl. 
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T 

Jer^dt   auf   10  Dezimalstellen.     Die   ausfiilirliclisten    Tafeln    giebt 

0 

12.  Badern^):,  dieselben  sind  wie  die  BesseFschen  angelegt^  schreiten 

aber  in  Intervallen  von  0001  fort  [I  D  1,  Nr.  12]. 

Es  wird  von  einigen  Schriftstellem  vorgezogen,  das  Fehlergesetz 

als  direkt  durch  die  Erfahrung  gegeben  anzunehmen;  dann  kann  die 

Ausgleichungsrechnung   direkt  hierauf  basiert  werden  ^^).     Man   hat 

dann  die  Möglichkeit,  auch  andere  Fehlei^esetze  als  das  Gauss'sche 

heranzuziehen.     So  betrachtet  Hdmert  (a.  a.  0.)  auch  noch  folgende 

Formen: 

q)(«)  =  const.; 

,,(«)  =  A(i_AV). 

H.  Bruns^^'')  hat  Reihenentwickelungen  angegeben,  die  eine  inter- 
polatorische  Aufstellung  von  Fehlergesetzen  (Haufigkeitskurven)  ge- 
statten. 

5«  Begründung  von  Laplaoe.  £ap2aee^^)  geht  bei  seiner  Be- 
gründung eines  Ausgleichungsverfahrens  von  ähnlichen  Betrachtungen 
aus,  wie  sie  dann  später  von  Gaitös  in  dessen  zweiter  Behandlung  [Nr.  6] 
der  Vollendung  entgegengefahrt  wurden.  Er  betrachtet  jeden  Fehler, 
absolut  genommen,  wie  einen  Verlust  im  Spiel  [I  D  1,  Nr.  18]  und 


s 


Quadrate;   Ä,  Meyer,  Wahrscheinlichkeitsrechiiuiig,  deutsch  von  Czvber,  Leipz. 
1879;    G.  Th.  Fechner,  EoUektiyinaBslehre,  hrsg.  von  O.  F.  Lipps,  Leipz.  1897. 

29)  Oppolzer  a.  a.  0.  p.  587. 

30)  Annales  de  rObservatoire  de  Paris,  Mäm.  18^  1885;  Ä.  Markoff,  „Table 

des  valeurs  de  Tint^grale    fe^^dV^  St.  Pätersb.  1888,  giebt   die   Werte   des 

X 

Integrals  auf  11  Dezimalen  für  alle  Tausendstel   des  Argumentes  von  0  bis  8 
und  für  alle  Hundertstel  desselben  von  3  bis  4,8;  eine  Ergänzungstafel  giebt  die 

X 

Werte  des  Integrals  -^    je     dt 

0 

31)  So  verfährt  Helmert,  Ausgleichungsrechnung. 

31»)  Astron.  Nachr.  143  (1897),  p.  329  und  Philos.  Studien  14  (1898),  p.  389. 
•Man  vgl.  hierüber  auch  Fechner,  Eollektivmasslehre,  Leipz.  1897  und  W.  Laska, 
Astron.  Nachr.  153  (1900),  p.  37. 

32)  Laplace,  Theorie  des  Prob.,  Livre  n,  Ghap.  IV;  einen  Kommentar  zu 
diesen  äusserst  schwierigen  Darlegungen  hat  Poissan  geschrieben  (Gönn,  des 
Temps  1827,  deutsch  im  Anhang  m  der  Schnuse'schen  Übersetzung  der  Wahrsch.-R. 
von  Poisson),  femer  hat  Todhunter,  Hist.  of  the  th.  of  Prob.,  p.  660  ff.  Erläute- 
rungen gegeben. 
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sucht  jenen  Wert  der  unbekannten^  fdr  den  der  Gesamtverlust,  d.  h. 
die  Summe  der  Produkte  aUer  absolut  genommenen  Fehler  in  ihre 
WahrscheinUchkeiten  ein  Minimum  wird.  Er  zeigt,  dass  das  Resultat 
för  1  und  2  Unbekannte  dasselbe  wird,  wie  bei  der  Methode  der 
kleinsten  Quadrate;  er  zeigt  femer,  unter  der  Beschrankung,  dass  die 
Zahl  der  Bedingungsgleichungen  sehr  gross  ist,  dass  von  allen  Unearen 
Kombinationen,  welche  man  mit  den  Gleichungen  des  Problems  vor- 
nehmen kann,  diejenige,  welche  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  ent- 
spricht, ein  Resultat  liefert,  welches  die  obengenannte  Summe  zu  einem 
Minimum  macht.  —  Die  Laplace'sche  Ausgleichungstheorie  ist  von 
Poissoriy  Leslie  EUis  •*)  und  Glaisher  **)  in  wesentlichen  Punkten  er- 
^nzt  und  verallgemeinert  worden  [I  D  1,  Nr.  13;  I D  4a,  Nr.  3]. 

6.  Zweite  Begründung  von  Gktuas.  Bei  der  zweiten  Begrün- 
dung von  Gauss  ^)  tritt  die  nun  einmal  unvermeidliche  Willkür  in 
der  Definition  des  besten  Wertes  der  Unbekannten  von  Anfang  an 
deutlich  hervor.     Gauss  betrachtet  die  3  Integrale 

-f-A  4**  "f** 

fq){s)  de,    fs(p(s)ds,    fe'<p(,e)  de , 

in  denen  mit  s  der  Fehler,  mit  ip(s)  seine  y^daiive  Häufigheilf^  be- 
bezeichnet ist.  Das  erste  Integral  giebt  die  Wahrscheinlichkeit,  dass 
irgend  ein  Fehler  zwischen  den  Grenzen  —  A  und  -{-  A  liegt;  es 
wird,  wenn  die  Grenzen  —  oo  und  +  oo  werden,  welches  die  Funktion 
(p(jE)  auch  sei,  den  Wert  1  annehmen  müssen.  Das  zweite  Integral 
stellt  das  Mittel  aller  möglichen  Fehler  oder  den  mittleren  Wert 
[I  D  1,  Nr.  11;  I D  4a^  Nr.  7]  der  Grösse  b  dar  und  ist  immer  gleich 
Null,  sobald  zwei  gleiche,  aber  mit  verschiedenen  Vorzeichen  ver- 
sehene Fehler  dieselbe  Häufigkeit  haben;  ein  von  Null  abweichender 
Wert  würde  anzeigen,  dass  die  Beobachtungsreihe  noch  einen  kon- 
stanten Fehler  enthält.  Das  dritte  Integral  oder  der  mittlere  Wert 
des  Quadrates  s^  „erscheint  am  geeignetsten,  die  Unsicherheit  von 
Beobachtungen  allgemein  zu  definieren  und  zu  messen,  sodass  von 
zwei  Beobachtungsreihen,  die  sich  hinsichtlich  der  Häufigkeit  der  Fehler 
unterscheiden,  diejenige  für  die  genauere  zu  halten  ist,  für  welche 
das  Integral  den  kleineren  Wert  erhält'^  Gauss  fährt  nun  fort:  „Wenn 
nun  jemand  einwenden  würde,  diese  Festsetzung  sei  ohne  zwingende 

38)  Eüis,  On  the  Method  of  least  Squares,  Cambr.  Trans.  8,  1844. 
34)  Olaisher,  On  the  law  of  facility  of  Errors  of  Obs.  and  on  the  Meih. 
of  least  Squares,  Lond.  Astr.  Soc.  Mem.  89'  (1872),  p.  75. 
86)  Oau88,  Theoria  comb.  -«  Werke  4,  art  6. 
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Notwendigkeit  willkürlich  getroffen ,  so  stimmen  wir  gerne  zu.  Ent- 
hält doch  diese  Frage  der  Natur  der  Sache  nach  etwas  unbestimmtes^ 
welches  nur  durch  ein  in  gewisser  Hinsicht  willkürliches  Prinzip  be- 
stinmit  begrenzt  werden  kann.  Die  Bestimmung  einer  Grosse  durch 
eine  einem  grösseren  oder  kleineren  Fehler  unterworfene  Beobachtung 
wird  nicht  unpassend  mit  einem  Glücksspiel  verglichen ,  in  welchem 
man  nur  verlieren^  aber  nicht  gewinnen  kann^  wobei  also  jeder  zu 
befürchtende  Fehler  einem  Verluste  entspricht  [ID  1,  Nr.  18].  Das 
Risiko  eines  solchen  Spielers  wird  nach  dem  wahrscheinlichsten  Ver- 
lust geschätzt^  d.  h.  nach  der  Summe  der  Produkte  der  einzelnen  mög- 
lichen Verluste  in  die  zugehörigen  Wahrscheinlichkeiten.  Welchem 
Verlust  man  aber  jeden  einzelnen  Beobachtui^sfehler  gleichsetzen  soll, 
ist  keineswegs  an  sich  klar;  hängt  doch  vielmehr  diese  Bestimmung 
zum  Teil  von  unserem  Ermessen  ab.  Den  Verlust  dem  Fehler  selbst 
gleichzusetzen  ist  offenbar  nicht  erlaubt;  würden  mlmlich  positive 
Fehler  wie  Verluste  behandelt,  so  müssten  negative  als  Gewinne 
gelten.  Die  Grösse  des  Verlustes  muss  vielmehr  durch  eine  solche 
Funktion  des  Fehlers  ausgedrückt  werden,  die  ihrer  Natur  nach  immer 
positiv  ist.  Bei  der  unendlichen  Mannigfaltigkeit  derartiger  Funk- 
tionen scheint  die  einfachste,  welche  diese  Eigenschaft  besitzt,  vor 
den  übrigen  den  Vorzug  zu  verdienen  und  diese  ist  unstreitig  das 
Quadrat.  Somit  ergiebt  sich  das  oben  aufgestellte  Prinzip.'^  Das 
Laplace'sche  Verfahren,  welches  den  absolut  genommenen  Fehler  selbst 
als  Mass  des  Verlustes  wählt,  „widerstrebt  in  höherem  Grade  der 
analytischen  Behandlung,  während  die  Resultate,  zu  welchen  unser 
Prinzip  führt,  sich  sowohl  durch  Einfachheit  als  auch  durch  All- 
gemeinheit ganz  besonders  auszeichnen"  (Gauss  a.  a.  0.  art.  6). 

Diese  Gauss'sche  Begründimg,  die  wir  am  kürzesten  mit  seinen 
eigenen  Worten  wiedergegeben  haben,  ist  vollkommen  sachgemäss  und 
führt,  wie  sich  unten  herausstellen  wird,  am  schnellsten  zum  besten 
Resultat. 

•  

^  7.  Weitere  Begründangsmethoden.  Hansen^  begründet  die 
Ausgleichungsrechnung  lediglich  mit  dem  Satz  vom  arithmetischen 
Mittel  ohne  alle  Betrachtungen  aus  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung. 
Henke  ^'^)  benützt  hierzu,  ebenfalls  Wahrscheinlichkeitsbetrachtungen 
ausschliessend,  das  Prinzip  des  „möglichst  nahe  Liegens",  von  dem 
er  durch  einwandfreie  Deduktion  (a.  a.  0.  art.  23 — 24)  zum  Haupt- 
satz der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  kommt.  —  Von  Interesse  für 

36)  Hansen,  Von  der  Meth.  der  kl.  Qaadr.,  Leipz.  Abh.  8,  1867. 

37)  Über  die  Meth.  der  kl.  Quadr.,  Leipzig  1868  u.  1894. 
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die  Begründung  sind  noch  neben  einigen  philosophischen  Schriften, 
auf  die  wir  hier  nicht  eingehen,  ein  Aufsatz  Ton  C,  G.  Beuschle  ^)  und 
die  zwischen  Ä.  Cauchy  und  J.  Bienayme  geführte  Polemik*^). 

8.  MittLerer,  durohsolmittlioheT  und  wahrsoheinlloher  Fehler, 
Gewicht.  Um  verschiedene  Beobachtungsreihen  bezüglich  ihrer  Ge- 
nauigkeit mit  einander  vergleichen  zu  können,  muss  man  ein  Mass  der 
Genauigkeit  einführen;  im  Gauss'schen  Fehlergesetz  ist  dies  die  oben 
[Nr.  4]  mit  h  bezeichnete  Grösse,  welche  dieser  Genauigkeit  direkt  pro- 
portional ist  und  daher  yyMass  der  Prcbisionf^  genannt  wird.  Man 
kann  sich  ein  solches  aber  auch  aus  den  Fehlern  selbst  verschaffen. 
Man  hat  dabei  zu  unterscheiden  zwischen  den  wahren  Beobachtungs- 
fehlem (die  in  der  Regel  unbekannt  sind)  und  den  Abweichungen  der 
Beobachtungen  von  den  mit  den  besten  Werten  der  Unbekannten  ge- 
rechneten, den  scheinbaren  Fehlem  (erreurs  apparentes,  residuals). 

a)  Wahre  Fehler:   s,  Anzahl  n.    Das  Integral: 

^ip(B)ds,        fn>0. 


p 


ao 


in  welchem  alle  Fehler  mit  ihrem  absoluten  Betrag  einzusetzen  sind, 
ist  für  jeden  Wert  von  w  >  0  ein  Mass  der  Genauigkeit,  in  dem 
Sinne,  dass  eine  Beobachtungsreihe  um  so  genauer  ist,  je  kleiner  das 
Integral  ist^^).  In  praxi  wird  dieses  Integral  dadurch  gebildet,  dass 
man  die  absoluten  Beträge  aller  n  Fehler  in  die  m**  Potenz  erhebt 
und  die  Summe  durch  n  dividiert,  indem  angenommen  wird,  dass 
jeder  Fehler  so  oft  vorkommt,  als  das  Fehlergesetz  (p{€)  anzeigt.  — 
Da  jeder  Wert  von  m  denselben  Dienst  leistet,  beschiunkt  man  sich 
auf  die  einfachsten  Falle: 

—  «0 

=  durchschnitUicher  lehiUr, 
m  =  2:       Js*(p{s)ds= =  ,t» 


—  00 


=  Quadrat  des  mitUeren  Fehlers, 


38)  BeusMe,  Über  die  Deduktion  der  Meth.  der  kl.  Qnadr.  aus  derWahrsch.-R., 
J.  f.  Math.  26  (1843),  p.  833;    27  (1844),  p.  182. 

39)  Cauchy,  Par.  C.  R.  36  (1863),  p.  1114;   37  (1868),  p.  64,  100,  109,  160, 
198,  206,  264,  272,  293,  334,  381;   Bienayme  37  (1863),  p.  6,  68,  197,  206,  309. 

40)  OausB,  Theor.  comb.  art.  7 ;  Helmeri,  Meth.  der  kl.  Quadr.  §  3. 
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Neben  diesen  beiden  Massen  wird  zuweilen  noch  der  sogenannte 
wahrscheinliche  Fehler  q  gebraucht^)^  obwohl  zu  wünschen  wäre^  dass 
man  hiervon  abkäme.  Denkt  man  sich  aUe  Fehler  einer  Reihe,  ab- 
solut genommen,  nach  der  Grosse  geordnet,  so  ist  der  in  der  Mitte 
stehende  der  wahrscheinliche  Fehler;  es  ist  also  ebenso  wahrschein- 
lich, dass  irgend  ein  Fehler  grösser,  wie  dass  er  kleiner  sei  als  der 
wahrscheinliche.     Analytisch  ist  er  demgemäss  definiert  durch: 


/■ 


2 
-Q 

Er  ist  unter  allen  umständen  vom  Fehlergesetz  abhängig,  während 
d'  und  fi  auch  ohne  bestimmte  Annahme  eines  solchen  berechnet 
werden  können. 

Wird   das  Oauss'sche   Fehlergesetz   als   bestehend   angenommen, 
dann  leitet  man  zwischen  A,  «d*,  ft,  9  folgende  Beziehungen  ab: 

J^  2 ^  •  ^^^® 


}/n   ^  h 

1_  J_        0  .  70711 
V2    Ä 


I^  =  z7^ir-      H 


0 • 47694 


und  damit  auch: 


/i  =1. 25331 -Ö-, 
9  =  0-  67449  (i. 

In  praxi  wird  q  stets  aus  fi  berechnet.  Gcmss^^)  giebt  eine  Analyse, 
durch  welche  h  direkt  mittelst  der  Beobachtungsfehler  ausgedrückt 
werden  kann.    Er  findet  für  den  wahrscheinlichsten  Wert  von  ä: 


v^ 


n 


der  wahrscheinlichste  Wert  des  wahrscheinlichen  Fehlers  wird  also: 


=  0-47694 ]/2[/   '       ^^ — ^^ 


.2 

'"n 

9 


=  0. 67449 /i, 

in  Übereinstimmung  mit  obigem  Wert,  wodurch  dieser  in  neuer  Be- 
leuchtung erscheint.    Der  Wert  von  h  und  q  gilt  fiir  jedes  n,  gross 


41)  Gau88y  Best,  der  Genauigk.  der  Beob.  art.  2;  doch  macht  Bessel  schon 
▼orher  vom  wahrsch.  F.  Gebrauch,  Berl.  astron   Jahrb.  für  ISIS,  p.  233. 

42)  Oau88,  Genauigkeit  der  Beob.  art.  8 
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oder  klein,  man  darf  aber  von  dieser  Bestimmung  Ton  %  und  9  um 
so  weniger  Genauigkeit  erwarten,  je  kleiner  n  ist.  Gauss  findet**): 
Es  ist  1  gegen  1  zu  wetten,  dass  der  wahre  Wert  Ton  h  zwischen: 

liege,  und  der  wahre  Wert  von  q  zwischen: 

Die  Sache  ist  a.  a.  0.  art.  5 — 6  noch  Ton  einem  anderen  Gesichts- 
punkt betrachtet,  indem  die  Wahrscheinlichkeit  bestimmt  wird,  mit 
der  man  erwarten  kann,  dass  die  Summe  der  m*^  Potenzen  Ton  n 

«  

Beobachtungsfehlem  zwischen  gewisse  Grenzen  falle.  Die  Angabe 
der  Formeki  würde  hier  zu  weitläufig  sein.  Die  Aufgabe  ist  zum 
Teil  schon  von  Lapldce  behandelt**);  Ergänzui^en  der  Theorie  haben 
Hdmert^)  und  Jordan^^  gegeben.  Das  Resultat  ist,  dass  die  Be- 
nutzung der  zweiten  Potenzen  der  Fehler  am  vorteilhaftesten  ist,  dass 
jedoch  auch  die  ersten  Potenzen  noch  mit  nahe  demselben  Recht 
benutzt  werden  können.  Die  Genauigkeit,  mit  der  q  aus  den  Fehlem 
bestimmt  werden  kann,  nimmt  um  so  mehr  ab,  je  grösser  m  an- 
genommen wird.  — 

Um  Beobachtungen  von  verschiedener  Genauigkeit  mit  einander 
verbinden  zu  können,  fährt  man  den  Begriff  des  Gewichtes  ein,  dessen 
einfachste  Definition  ist:  eine  Beobachtung  vom  Gewichte  p  ist  gleich- 
wertig mit  p  Beobachtungen  vom  Gewichte  1.  Kommen  zwei  Be- 
obachtungen die  Masse  der  Präzision  h  und  K  und  die  Gewichte  p  und 

p'  zu,  so  wird: 

pip  =1? :  Ä'*, 

und  daher  auch: 

1      1 

und:  ^       1      1 

d.  h.  die  Gewichte  sind  den  Quadraten  der  Präzisionsmasszahlen 
direkt,  und  den  Quadraten  der  mittleren  (oder  wahrscheinlichen) 
Fehler  umgekehrt  proportional. 

b)  Scheinbare  Fehler:   A,   Anzahl  n.     Wir  führen    folgende   Be- 


48)  A  a.  0.  art  4. 

44)  Calc.  des  Prob.  2,  art.  19.  ' 

46)  HOmert,  Zeitschr.  Math.  Fhys.  21  (1876),  p.  198. 
46)  Agtr.  Nachr.  74  (1869),  p.  209. 
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zeiclmang  ein^  die  in  der  Aasgleichungsrechnimg  allgemein  üblich 
geworden  ist: 

%*  +  «4*  H h  ö»^  =  [««]  y 

Ol  +  «2  H l-««  =  W? 

Man  findet: 

und  wenn  man  für  die  rechte  Seite  ihren  Mittelwert  setzt: 

Diese  Formel  giebt  den  mittleren  Fehler,  berechnet  aus  den  schein- 
baren Fehlem.  Strenge,  wenn  auch  weitläufigere  Ableitungen  der 
berühmten  Formel  haben  Hdmert^'^  und  Ceuber^)  gegeben. 

Statt  der  Fehler  selbst  hat  man  auch  die  Dififerenzen  zwischen 
den  Beobachtungen  zur  Erfindung  eines  Genauigkeitsmasses  heran- 
gezogen**). 

Aufgaben  der  Ausgleichungsrechnung. 

9.  Wenn  wir  jetzt  im  folgenden  einige  Hauptformen  der  Aus- 
gleichungsrechnung behandeln,  beschränken  wir  uns  lediglich  auf  den 
durch  Gauss  begründeten  und  jetzt  allgemein  acceptierten  Algorithmus, 
imd  werden  die  mehr  oder  minder  gelungenen  Versuche,  die  im  vorigen 
Jahrhundert  zur  Lösung  hieher  gehöriger,  zumeist  geodätischer  Auf- 
gaben gemacht  wurden,  bei  Seite  lassen. 

Direkte  Beobaohtungen  von  gleicher  Genauigkeit.  Sind  Z^, 
ig, . . .,  Z»  die  Beobachtungsergebnisse  für  eine  Grösse,  deren  wahrer 
Wert  X  ist,  und  sind  fj,  «,,...,€»  die  bei  den  einzelnen  Beobach- 
tungen vorgekommenen  wahren  Fehler,  so  bleiben  sowohl  X  als  die  e 
unbekannt.  Man  kann  erst  nach  FeststeUung  eines  Prinzips  den 
Wert  der  Unbekannten  angeben,  den  man  für  den  besten  halten  will. 
Man  nennt  diesen  Wert  den  plausibelsten  und  bezeichnet  ihn  mit  x. 
Die  Unterschiede  der  x  von  den  einzelnen  Messungen  sind  die  schein- 
baren Beobachtungsfehler:  A^, . . .,  A«;  man  hat: 


47)  Astr.  Nachr.  88  (1876),  p.  113. 

48)  Monatsh.  für  Math.  u.  Phys.  1  (1890),  p.  457. 

49)  Jordan,  Astr.  Nachr.  74  (1869),  p.  209  ond  79  (1872),  p.  219;  siehe 
auch  Helmert,  ebenda  88  (1876),  p.  113  und  vonÄndra^,  ebenda  74  (1869),  p.  283 
u.  79  (1872),  p.  267. 
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rr  =  ?!  +  Ai       oder      Xi  =  x  —  Zj , 

X  =  (g  -|-  A2  A2  =  X         l^f 

m  • 

■  • 

X  =  In     1"  ^n  ^n  ^^  X  Itt» 

Man  nennt  Z^  +  'li?  •  •  •?  ^»  +  ^«  ^^®  ausgeglichenen  Beobachtungswerte 
und  die  letztangeschriebenen  Gleichungen  die  Fehlergleichungen.    Man 
kann  nun  auf  folgende  3  verschiedene  Arten  schliessen: 
a)  Der  plausibelste  Wert  ist  das  arithmetische  Mittel: 

n  n 

Giebt  man  zu^  dass  dieser  zugleich  der  wahrsdieinlichste  ist^  so  folgt 
hieraus  als  Gesetz^  dem  die  Fehler  A  gehorchen  müssen^  das  Gauss'sche 
Fehlergesetz  und  der  Satz  Tom  Minimum  der  Fehlerquadrate.  Stellt 
sich  heraus^  dass  die  übrigbleibenden  Fehler  dem  Gauss'schen  Gesetz 
nicht  folgen,  so  hat  man  auch  nicht  den  wahrscheinlichsten  Wert  der 
Unbekannten,  wohl  aber,  wie  Gauss  gezeigt  hat  (siehe  unten,  Nr.  11), 
immer  noch  jenen  Wert  der  Unbekannten,  der  den  kleinsten  mittleren 
Fehler  (das  grösste  Gewicht)  hat,  sofern  nur  positive  und  negative 
Fehler  gleicher  Ghrösse  gleich  häufig  vorkommen.  Zeigt  sich  auch 
diese  letzte  Bedingung  nicht  erfüllt,  so  hat  man  im  arithmetischen 
Mittel  lediglich  ein  Rechnungsresultat,  welches  die  Summe  der  Fehler- 
quadrate zu  einem  Minimum  macht. 

b)  Das  Gtiuss'sche  Fehlergesetz. ist  aus  der  Erfahrung  abstrahiert 
worden  und  wird  als  bestehend  angenommen;  der  plausibelste  Wert 
der  Unbekannten  ist  dann  das  arithmetische  Mittel;  er  ist  zugleich 
der  wahrscheinlichste  Wert  und  die  Ausgleichung  ist  ebenfalls  nach 
dem  Prinzip  der  kleinsten  Fehlerquadratsummen  erfolgt. 

c)  Man  sieht  von  jedem  Fehlergesetz  ab;  man  sucht  lediglich  den 
Wert  der  Unbekannten,  der  den  kleinsten  mittleren  Fehler  derselben 
ergiebt;  man  kommt  dann  aiif  die  Methode  der  kleinsten  Quadrate 
und  auf  das  arithmetische  Mittel  als  den  jene  Bedingung  erfüllenden 
Wert  der  Unbekannten. 

Das  arithmetische  Mittel  ist  also  der  plausibelste  Wert,  solange 
man  eines  der  genannten  3  Prinzipien  annimmt.  Die  Fehler  A  haben 
dann  die  Eigenschaft:  ^^^_^^ 

die  zur  Eontrolle  dient.    Der  mittlere  Fehler  einer  Beobachtung  wird: 

'^-V^'VS      (nachNr.8). 

Um  den  mittleren  Fehler  des  Resultates  zu  erhalten,  benutzt  man 
folgenden  allgemeinen  Satz: 
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Der  mittlere  Fehler  M  der  Funktion  fix^^  äTj,  . . .,  x«)  =  «lOJi 
+  cc^x^  -|-  . . .  -j-  OnXn  wird,  wenn  die  mittleren  Fehler  der  direkt 
gemessenen  Grössen  Xi,x^f.,.,Xn  mit  f^y  li^,  >  -  -,  (in  bezeichnet  wer- 
den^  gefunden  aus: 

Dieser  Satz  lasst  sich  übrigens  sofort  auf  beliebige  Funktionen  aus- 
dehnen^ sofern  nur  so  gute  Näherungswerte  l^^  ^^ . . .,  Z^  der  x  be- 
kannt sind,  dass  die  Quadrate  der  Verbesserungen  yemachlassigt 
werden  können.    Man  hat,  wenn: 

gesetzt  wird, 

/•(a:„ai,...,a;.)=./•(^„^.,...,^.)  +  (^|(  +  ^K  +  •••  +  A,g), 
und  daher: 

Der  mittlere  Fehler  des  Resultates  obiger  Ausgleichungsaufgabe 
wird  also: 

oder  wenn  die  Messungen  alle  gleich  genau,  also  /Lt^  =  fi,  =  •  •  • 
z=s  fi^  ssss  fi  sind : 

oder:  

jif=^==  1/311. 

Y^        y  n(n  — 1) 

Wir  stellen  die  Formeln  jetzt  zusammen: 

Liegen  für  eine  Grosse  die  direkten  Messungen  gleicher  Ge- 
nauigkeit 2^,  ^9  •  •  V  ^»  ^^^y  ^^  ^^  ^ 

pkusibelster  Wert:  f^^i+^+  •'  +  ^; 
die  Fehler  der  einzelnen  Beobachtungen  sind: 

der  mittlere  Fehler  einer  Messung  ist: 
der  mittlere  Fehler  des  Resultates  ist: 


^ 


ya        r   n(n  — 1) 
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Man  kann  den  mittleren  Fehler  einer  Beobachtung  auch  aus  den 
ersten  Potenzen  der  Fehler  ableiten;  man  erhält: 

(u)  =  1 .25331  \^\  +  M  +  -"±lM 

Das  ist  die  namentlich  bei  zahlreichen  Beobachtungen  sehr  bequeme 
Formel  von  Peters^),  für  die  Helmert^^)  eine  eingehende  Begründung 
und  Diskussion  ihrer  Genauigkeit  gegeben  hat. 

10.    Direkte  Beobaohtangen   von    verschiedener  Gtenanigkeit. 

Beobachtungen  von  verschiedener  Genauigkeit  werden  am  bequemsten 
durch  Gewichte  charakterisiert  (Nr.  8).     Kommen  den  Messungen: 

hf  *ji>  •  •  •>  ^ 
einer  Grösse  die  Gewichte: 

Pl7  P%9    '  '  • )  Pf* 

zu,  so  wird  das  plausibelste  Resultat: 

j  _Pih+Pih+     •  +PnK  ^  [pT] 

Pi+ftH i-Pn  tri 

Das  Gewicht  dieses  Resultates  ist: 

P  =  Pl+P%-\ \'Pn] 

sein  mittlerer  Fehler: 

wo  fi  der  mittlere  Fehler  der  Gewichtseinheit  ist;  der  gefunden 
wird  aus: 


f^        y  n  —  1 


=  1.25331  V^!^>l  +  T^«li»l+-  +  V^KI 

yn(n  —  1)  ' 

Bei  der  Ableitung  dieser  Residtate  ist  folgender^  auch  allgemein 
geltende^  häufig  zur  Anwendung  kommende  Satz  benützt: 

Wenn  inan  die  Gleichungen,  die  eu/r  ErmiUehmg  der  Unbekannten 
dienen: 


60)  C.  A.  F,  Fders,  Astr.  Nachr.  44  (1866),  p.  29. 

61)  Helmert,  Astr.  Nachr.  86  (1876),  p.  363,  siehe  aach  88  (1876),  p.  ÜB, 
und  J.  Lüroih  87  (1876),  p.  209. 

Bnojklop.  d.  math.  WiMMiioh.    I.  60 
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deren  Gewichte 

Pij  P%j  ' '  'f  P» 

sind,  mit  den  Quadratwurgein  aus  ihren  resp.  Gewichten  multipliziert, 
so  werden  sie  edle  van  gleichem  Gewichte  1  und  können  wie  Beobcuh- 
tungen  gleicher  Genauigkeit  behandelt  werden. 

11.  Aiisglelohiing  vermitteliicleT  Beobaohtnngen.  Sind  m  Un- 
bekannte durch  Beobachtung  bestimmt^  aber  der  Art^  dass  sie  nicht 
direkt,  sondern  in  bekannten  Verbindungen  /i  (rCj,  a;„ . . . ,  oOm)  beobachtet 
sind,  so  hat  man  das  allgemeinste  Ausgleichungsproblem  zu  lösen, 
auf  das  sich  kompliziertere  Fälle  in  der  Regel  zurückfahren  lassen, 
nämlich  die  Auflösung  der  Gleichungen: 

f%  \^lf  ^2f   '  •  •;  ^m)  =  1%) 


zu  leisten;  hierin  sind  fiy  f^,  -  -  -  bekannte  Funktionen,  Z^,  2^, . . .,  Z« 
die  Beobachtungen.  Eine  Aufgabe  der  Ausgleichungsrechnung  liegt 
nur  vor,  wenn  n^m,  d.  h.  wenn  überschüssige  Gleichungen  vor- 
handen sind.  Die  Aufgabe  ist  in  der  gestellten  Allgemeinheit  nicht 
lösbar,  sondern  nur  in  folgenden  speziellen  Fällen  : 

a)  Wenn  sämtliche  Gleichungen  linear  sind. 

b)  Wenn  Näherungswerte  der  Xi,...,Xn  bekannt  sind,  mittelst 
derer  unter  Anwendung  des  Taylor'schen  Satzes  die  Gleichungen  auf 
lineare  Form  gebracht  werden  können,  wenn  nötig  durch  mehrmalige 
Wiederholung  des  Prozesses.  In  praxi  ist  dies  immer  der  FalL  Man 
muss  und  kann  sich  also  auf  die  Betrachtung  linearer  Gleichungen 
beschränken,  die  man  in  der  Regel  in  folgender  Form  schreibt: 

{a^x  +  biy  +  CiZ-\ =  l^ 


(1) 


anX  +  bny  +  CnZ-\ =  ln 

^  (n  Gleichungen  mit  m  Unbekannten). 


Ein  System  der  Unbekannten,  welches  diese  Gleichimgen  streng  er- 
füllt, giebt  es  nicht,  da  die  2^,  2«^, . .  .,  2«  beobachtete  Grössen  sind  und 
n>  m  ist.  Es  kommt  vielmehr  darauf  an,  jenes  System  aus  den 
unendlich  vielen  möglichen  herauszufinden,  welches  als  das  beste  an- 
zusehen ist.    Dabei  kann  man  nach  zwei  Prinzipien  verfahren  (Nr.  1). 


^ 
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a)  Man  sucht  jenes  System  X,  F,  Z, . .  .,  für  welches  die  Summe 
der  Fehlerquadrate  ein  Minimum  wird;  die  Fehler  sind: 

(2) 


in  =  anX+bnY+CnZ+ In] 

man  nennt  dies  die  Fehlergleichungen. 

Dieses  System  wird  dann,  wenn  das  Gauss'sche  Fehlergesetz  als 
geltend  angenommen  wird,  zugleich  das  wahrscheinlichste  (Methode 
der  Theoria  motus). 

b)  Man  sucht  jenes  System  X,  F,  Z, . . . ,  welches  die  kleinsten 
mittleren  Fehler  (grössten  Gewichte)  für  die  Unbekannten  ergiebt. 
Die  Definition  des  mittleren  Fehlers  ist  unabhängig  vom  Fehlergesetz; 
es  gilt  also  dasselbe  Ton  der  Methode  überhaupt,  worin  ihr  wesent- 
licher Vorzug  vor  (a)  besteht  (Methode  der  Theor.  comb.). 

Beide  Methoden  führen,  wie  Gauss  (Theor.  comb.)  nachgewiesen 
hat,  zu  demselben  Resultat,  nämlich  dass  das  aus  den  Gleichungen: 


(3) 


'  [aa\  X  +  [a6]  y  +  \ac\  xr  -(-  •  • .  =  \al\ 

[6a]a:  +  [66]y  +  \bc^,z  H =  [ftZ] 

\cd\x  +  [c6]y  +  [cc];er  +  • .  •  =  \cT\ 

^  m  Gleichungen  mit  m  Unbekannten 


zu  ermittelnde  eindeutige  System  o?,  y,  ;er, . . .  unter  allen  linearen  Kom- 
binationen, die  man  mit  (1)  vornehmen  kann,  den  ermittelten  Un- 
bekannten die  grössten  Gewichte  verleiht.  Man  nennt  (3)  die  Normal' 
gleichungen  des  Problems. 

Besitzen  die  Gleichungen  (1)  nicht  gleiches  Gewicht,  d.  h.  müssen 
Beobachtungen  verschiedener  Genauigkeit  kombiniert  werden,  so  hat 
man  unter  Benutzung  des  in  Nr.  10  angegebenen  Satzes  jede  Glei- 
chung (1)  mit  der  Quadratwurzel  aus  ihrem  Gewicht  zu  multiplizieren. 
Die  Normalgleichungen  werden  dann,  wenn  mit  l>i ,  A ,  • . .  p»  die 
Gewichte  bezeichnet  werden: 


(3a) 


[pad]x  +  [p(^^y  +  [pac]0  -f-    •  •  =  [p^^ 
[j>bd]x  +  [P^^]y  +  lpbc]0  -| —  •  =  [pht] 


Sonst  ist  jede  Änderung  an  den  Gleichungen  (1)  unstatthaft;  rechts 
müssen  die  reinen  Beobachtungsgrössen  erhalten  bleiben.  Divisionen,  etc. 
mit  gemeinsamen  Faktoren  würden  eine  Gewichtsänderung  hervor- 
bringen. 

60* 
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Unbestimmte  Auflösung  der  Normälgleichungen  und  Bestimmung 
der  mittleren  Fehler  der  unbekannten.  Betrachtet  man  an  Stelle  der 
Normalgleichungen  (3)  das  verwandte  System: 

[aa]Ä  +  [ab]B  +  [ac]G  H =  P, 

(4)  [bd]Ä  +  [bb]B  +  [6c]C  H =  iJ, 

[ca]Ä  +  [cb]  B  +  [cc]C'\ fif, 


so  können  Ä,  B^  C,  ...  durch  die  unbestimmt  angesetzten  Grossen 
Py  Ry  Sy  . . .  ausgedrückt  werden: 

(5)  S^PQ,,  +  BQ„  +  SQ„-{--- 

C  =  PÖ«  +  RQ>i  +  -SÖM  +  •  •  • 


und  die  tn*  Koeffizienten  Qu  (Qa=  Qu)  gehen  hervor  aus  der  Auf- 
lösung der  tn  Gleichungssysteme: 

[«o]«u  +  [ai]Qa  +  \ac]Qu  + 1 

[6»]  Ca  +  [ftfelÖi,  +  M  Öl»  + 0 

[ca]  «11  +  [c6]  e«  +  [cc]  e„  +  •  •  •  =  0 


[««]  e«  +  [ab]Q„  +  [ac]Q„  + 0 

(6)  [ba]  Q,,  +  m  Q«  +  [6c]  «M  +  •  •  •  =  1 

[ca]  «„  +  [c6]  «M  +  [cc]  Q„+ ^  0 

[aa]  ^,1  +  [ab]  Q„  +  [ac]  ^„  +  •  •  •  =  0 
[ba]Q,,  +  \bb]  Q,,  +  [6c]  «M  +  •  •  •  =  0 
[««]««  +  [cb]  Q„  +  [cc]Q^+ ^  1 


Setzt  man 

so  gehen  J.,  J?,  C,  . . .  über  in  die  Werte  der  Unbekannten  Xyy,z,,..: 

^=[a^Qn  +  [bnQti  +  [cnQt,  +  ■■■ 

(7)  y  =  [anQn  +  [bt]Q„  +  [ct]Qn  +  -- 

" = [«q  «ji  +  [tn  Qn  +  [cn«»8  +  •  •  • 
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Daraus  ergiebt  sich  folgende  Regel:  um  die  Gleichungen  (3)  aufzulösen; 
ersetzt  man  die  numerischen  Werte  [al],  [bl],  ,  .  .  durch  die  un- 
bestimmten Koeffizienten  P,  JR,  S,  . . . ,  während  links  für  die  [ah] 
die  numerischen  Werte  angesetzt  sind.  Das  aus  dieser  Auflösung 
hervorgehende  System  Ton  der  Form  (5)  giebt  einerseits  die  Un- 
bekannteU;  sobald  statt  P,  JR,  S,  . . .  die  numerischen  Werte  [al], 
[bl], . .  .  gesetzt  werden,  andererseits  das  System  der  m*  Grössen  Qu, 
welche  sofort  zur  Bestimmung  der  mittleren  Fehler  der  Unbekannten 
dienen  können.    Stellt  man  nämlich  die  Unbekannten  in  der  Form  auf  : 

^  =  «1^1  +  «2^  H h  ^nln 

^  =  yJi  +  y2^H hy»^n 


so  sind  die  mittleren  Fehler  der  Unbekannten: 

(8)        /i,  =  /ti/M,  (i,  =  (iV[M>  /*.  =  /ti/by],..., 

wenn  mit  fi  der  mittlere  Fehler  einer  Beobachtung  vom  Gewichte  1 
bezeichnet  wird;  für  diesen  erhält  man: 


^         V   n  —  m 


Die  Fehler  d  werden  durch  (2)  ermittelt,  indem  man  für  X,  F, . . . 
die  gefundenen  Werte  der  Unbekannten  substituiert.  Man  weist  nun 
nach,  dass: 

[aa]=  Öii,  [ßß]=  Öm;  •.-, 

womit  (8)  berechenbar  wird.  Die  Q^^,  Qss ;  •  •  •  sin<l  also  nichts 
anderes  als  die  reciproken  Werte  der  Gewichte  der  Unbekannten. 
Zur  Kontrolle  der  Rechnung  dient: 

(9)  [ia]  =  [*/3]  =  ...«=  0. 

Der  Gauss' sehe  Algorithmus  zur  Auflösung  der  Normalgleichungen, 
Die  eben  gegebene  Methode  ist  nur  bequem,  wenn  die  Koeffi- 
zienten in  den  Normalgleichungen  runde  Zahlen  und  viele  derselben 
Null  sind.  Im  allgemeinen  schlägt  man  das  Verfahren  der  successiven 
Elimination  nach  Gvuss  ein,  welches  im  folgenden  besteht:  man  drückt 
aus  der  ersten  Gleichung  x  durch  y,  xr, . . .  aus  und  substituiert  diesen 
Wert  in  die  folgenden  Gleichungen,  dann  entsteht  ein  System,  welches 
alle  Eigenschaften  des  vorigen,  aber  eine  Unbekannte  weniger  hat. 
Wird  derselbe  Prozess  weiter  verfolgt,  so  hat  man  zuletzt  m  Systeme 
von  Gleichungen,  deren  jedes  bez.  aus  m,  m — !,...!  Gleichungen 
besteht.  Die  ersten  Gleichungen  derselben  werden  in  der  Gauss'schen 
Bezeichnungsweise  (4  Unbekannte  angenommen): 
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[aa]  X  +  [a6]  y  +  [ötc]  z      +  \ad\  t     =  [af] 
(10)  [66-  l]y  +  [6c.  1]^  +  [6d.  1]  t  =  [6Z.  1] 

[cc-2]^  +  [cd.2]^  — [ci-2] 
[dd.3]f=[di.3] 

und  heissen  MiminaHonsgleichungen]  sie  ergeben  Ton  der  letzten  aus- 
gehend die  Unbekannten  durch  successive  Elimination.  Man  weist  nach: 

[dd'S]  "^44> 

also  nach  dem  obigen:  In  der  letzten  EliminaUonsgleichwng  ist  der 
Koeffizient  der  Unbekannten  ihr  Oewicht, 

Daraus  ergiebt  sich  eine  oft  eingeschlagene  Methode  der  Ge- 
wichtsbestimmung: Man  löst  die  Normalgleichungen  so  oft  auf,  als 
die  Zahl  der  Unbekannten  beträgt,  indem  man  immer  eine  andere 
Unbekannte  an  den  Schluss  stellt.  Eine  andere  Methode  der  Ge- 
wichtsbestimmung besteht  darin,  dass  man  aus  den  Gleichungen  (6), 
die  daher  auch  Gewichtsgleichungen  heissen,  die  Unbekannten  Q^^, 
Q%i,Qiz>"  ermittelt,  indem  man  jene  ebenso  behandelt  wie  die 
Normalgleichungen  selbst. 

Der  ganze,  so  ungemein  häufig  zur  Anwendung  kommende  Rechen- 
schematismus kann  hier  nicht  reproduziert  werden.  In  Hdmert,  Meth. 
der  kl.  Quadr.  §  17  und  besonders  ausfiihrlich  in  Oppolzer,  Lehrbuch 
der  Bahnbest.  2,  Leipz.  1880,  p.  329  (siehe  besonders  die  Vorschrift 
auf  S.  340  für  die  Anlage  der  Rechnung)  sind  die  Formeln  vollständig 
zusammengestellt.  Man  sehe  auch  die  Ableitung  und  Zusammen- 
stellung von  Encke,  Berl.  Astr.  Jahrb.  1835  =  Ges.  Abh.  2,  p.  84.  — 

Als  ständige  Kontrolle  führt  man  bei  der  Rechnung  die  Sunmien- 
gleichung  mit,  nämlich: 

Sj  =  Ol  +  6i  +  q  -I 

«a  =  «2  +  *2  +  ^2  H 


[sd]x  +  [56]y-^ =  [sf|. 

Wird  diese  Summengleichung  denselben  Operationen  unterworfen  wie 
die  Normalgleichungen  selbst,  so  hat  man  in  den  Koeffizienten  der 
entsprechenden  Gleichungen  stets  die  Summen  der  zugehörigen  aus 
den  Normalgleichungen  fliessenden  Gleichungen.  Auch  schon  zur 
Kontrolle  der  Bildung  der  Normalgleichungen  aus  den  ursprünglichen 
Gleichungen  dient  diese  Summengleichung,  denn  man  hat: 

[so]  =  [aa]  ■i-\ba]-\ 
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Eine   andere    mehr   summarische   Kontrolle   wird   durch   die  Formel 
geboten: 

[d<JJ  =  pq  —  x[la]  —  y[lh] ; 

auch  die  Anwendung  der  Gleichungen: 

ist  oft  nützlich. — 

Für  3  Unbekannte  hat  C.  G.  J.  Jacohi  ein  symmetrisches  Ver- 
fahren ^  diese  und  ihre  Gewichte  zu  bestimmen^  angegeben^  welches 
von  Bessd  (Astr.  Nachr.  17,  1840,  p.  305  =  Ges.  Abh.  2,  p.  401) 
mitgeteilt  und  von  K  Seeliger  (Astr.  Nachr.  82,  1873,  p.  249)  be- 
wiesen wurde. 

Die  praktisch  belanglose,  jedoch  theoretisch  wichtige  Darstellung 
der  unbekannten  und  ihrer  Gewichte  durch  Determinanten  wurde  von 
Glaisher  *^)  und  P.  van  Geer  ^)  ausgebildet,  nachdem  Jacohi  ( J.  f.  Math. 
22,  1841,  p.  285  =  Werke  3,  p.  355)  die  Grundlagen  geschaJBFen  hatte 
[I  A  2,  Nr.  16  ff.].    Folgender  Satz  möge  daraus  angeführt  werden: 

Wenn  man  aus  den  n  Gleichungen  (1)  alle  möglichen  (h)  Kom- 
binationen zu  je  m  Gleichungen  bildet  und  aus  allen  diesen  Systemen 
die  Werte  der  m  unbekannten  x^y^Zy...  bestimmt,  so  kann  man  die 
k  Wertsysteme  o;,  y,  xr, . . .  als  die  Koordinaten  von  k  Punkten  im 
Räume  von  m  Dimensionen  auffassen;  wird  jeder  Punkt  mit  einer 
Masse  belegt,  welche  gleich  ist  dem  Quadrat  der  entsprechenden,  ge- 
meinsamen Nennerdeterminante  des  Systems,  so  giebt  der  Schwer- 
punkt dieser  k  Punkte  dasjenige  System  o:,  y,  jet,  . . .  welches  die  Methode 
der  kleinsten  Quadrate  durch  die  Auflösung  eines  einzigen  Systemes 
liefert. 

Ist  die  Anzahl  der  Unbekannten  sehr  gross,  dann  leistet  sehr 
häufig  ein  indirektes  (Näherungs-)  Verfahren  zur  Ermittelung  der  Un- 
bekannten grosse  Dienste.  Dieses  Verfahren  ist  von  0.  G,  J,  Jacobi^) 
angegeben,  von  L,  Seidel^)  ausgearbeitet  worden.  Es  beruht  auf  dem 
Umstand,  dass  in  vielen  Fällen  der  Praxis  der  quadratische  Koeffizient 
einer  Unbekannten  die  anderen  Koeffizienten  derselben  Gleichung  weit 


52)  Olaisher,  Lond.  R.  Astr.  Soc.  Monthly  Not.  34  (1874),  p.  Sil ;  40  (1880), 
p.  600;    41  (1880),  p.  181. 

63)  van  Geer,  Nieuwe  archief  voor  wiskunde  12  (1886),  p.  60;  18,  1891. 

64)  Jacobi,  Astr.  Nachr.  22  (1846),  p.  297  =  Werke  8,  p.  467;  Seidel,  Münch. 
Abb.  11,  1874.  B.  Mehmke  vereinfacht  das  Verfahren,  indem  er  die  Gleichungen 
in  Gruppen  you  2  bis  3  zusammenfasst  und  die  Summen  der  absoluten  Werte 
(statt  der  Quadrate)  der  Widersprüche  zu  Grunde  legt,  Mosk.  Math.  Sanunl.  1892 ; 
ebenda  untersuchen  Mehmke  und  P.  Ä.  Necrassoff  die  Konvergenz  des  Verfahrens. 
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überwiegt,   sodass  aus  dieser  Gleichung  allein   ein  guter  Näherungs- 
wert der  betreffenden  Unbekannten  abgeleitet  werden  kann. 

Häufig  tritt^  namentlich  in  der  geodätischen  Praxis,  der  Fall  auf^ 
dass  man  über  die  Gewichte  der  einzelnen  Gleichungen  frei  verfügen 
kann,  d.  h.  «dass  man  jeder  Gleichung  durch  entsprechende  Häufung 
der  Beobachtungen  ein  bestimmtes  Gewicht  verschaffen  kann.  Es 
entsteht  dann  die  wichtige  Aufgabe:  durch  welche  Gewichtsverteilung, 
d.  h.  durch  welche  Arbeitsverteilung  werden  die  günstigsten  Resultate 
für  alle  oder  für  bestimmte  Unbekannte  aus  einem  System  von  Be- 
dingungsgleichungen erhalten,  wenn  die  Gesamtarbeit  vorgeschrieben 
ist?  Diese  Aufgabe  hat  H,  Brtms  gelöst  (Leipz.  Abh.  13, 1886,  p.  517). 

12.  Ansgleiohnng  vermittelnder  Beobaohtnngen  mit  Bedingnnga- 
gleiohongen.  Hat  man  eine  Anzahl  von  bekannten  Funktionen 
mehrerer  Variabeln  beobachtet  und  bestehen  zwischen  den  wahren 
Werten  der  Unbekannten  Bedingungsgleichungen,  die  auch  von  den 
ausgeglichenen  Werten  der  Unbekannten  strenge  erftillt  sein  müssen, 
so  spricht  man  von  vermiUelnden  Beobachtungen  mit  Bedingungs- 
gleichungen.  Das  allgemeine  Problem,  dessen  Lösung  zu  leisten  ist, 
stellt  sich  so:  Es  sind  die  n  Gleichungen  mit  m  Unbekannten  (n  >  m): 

a^x  -}-  biy  -f-  •  •  •  =  ij     Gewichte  g^ 


(a) 


(h^  +  hy-i —  =  k  9% 


anX'\-hny'\ =  ln  gn 

nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  aufzulösen,  so  zwar,  dass 
die  ausgeglichenen  Werte  der  Unbekannten  folgenden  r  Gleichungen 
strenge  genügen: 


Eine  Aufgabe  der  Ausgleichungsrechnung  liegt  nur  vor,  wenn  r  <  w 
und  «  >  m  —  r  ist. 

Man  hat,  um  den  Bedürfnissen  der  Praxis,  namentlich  der  Geo- 
däsie, wo  diese  Aufgaben  am  häufigsten  auftreten,  entgegen  zu  kommen, 
das  allgemeine  Problem  in  mehrere  UnterfäUe  zerlegt,  deren  jeder 
eine  besonders  bequeme  Behandlung  gestattet.  Betreffs  dieser  Lösungen 
muss  auf  die  Originalabhandlungen  und  geodätischen  Handbücher^) 
verwiesen  werden. 


56)  Hansen,  Geod.  Unters.,  Leipz.  Abh.  9,  1868;  Helmert,  Math,  der  kl. 
Quadr.,  4.  Abschn.;  Otrling,  Ausgleichungsrechnung;  Jare^an^  Vermessungskunde  1 
u.  8.  f. 
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Eine  erste  aUgemeine  Methode  besteht  darin,  dass  man  mit  Hülfe 
der  Bedingungsgleichungen  r  Unbekannte  ans  den  vermittelnden  Glei- 
chungen eliminiert.  Diese  enthalten  dann  m  —  r  Unbekannte  und 
werden  nach  dem  vorigen  Verfahren  fiir  vermittelnde  Beobachtungen 
ausgeglichen.  Dieses  Verfahren  ist  in  Bezug  auf  die  Unbekannten 
unsymmetrisch  und  wird  nur  selten  benutzt. 

Ein  zweites,  direktes  Verfahren  beruht  auf  der  Bestimmung  eines 
Minimums  mit  Nebenbedingungen  [I  A  2,  Nr.  16  ff.].  Sind  *i ,  ä^  ,  . . .,  d» 
die  Fehler  der  Beobachtungen  l^yl^f.,,,ln,9o  muss: 

[**^]  — 2Ä:i(i)o+i>i^  +  Ay+-)  — 2Ä2(«o+«i^+fty+") 

ein  Minimum  werden,  wofür  die  Bedingungen  durch  Differenziation 
dieses  Ausdruckes  nach  x,  y,  z, . . .  aufgestellt  werden.  Noch  ein- 
facher ist  es,  wenn  man  den  Fehlergleichungen  von  (a): 

d\  =  a^x  +  \y  + li      Gewichte    g^ 


*„  =  a«ic  +  6«y  H In  gn 

die  Gleichungen  (b)  in  der  Form  von  Fehlergleichungen: 
*«+ 1  =i>i^  +  Ay  H h  Po     Gewichte  gn^i , 

hinzufügt  und  das  ganze  System  nach  dem  Verfahren  für  vermittelnde 
Beobachtungen  behandelt,  wobei  nur  schliesslich  dn+i^=Sn^i="=0 
zu  setzen  ist.    Die 

gn^l8n-\-l  =  fci, 


werden  dadurch  nicht  Null,  da  gn-\-i,  gn-\-2)  •  •  •  unendlich  gross  sind. 
Die  Normalgleichungen  werden  dann: 

[aag]x  +  [abg]y  H f-ft^i  +  «1*2  H =  [(^h^y 

[hag]x  +  [bbg]y  -\ \- p^k^  +  q^k^  H =  [big], 

denen  man  hinzufügt: 

p^x       +p^y        -j .  .         =—Po, 

«1^        +ft2/        H •  •         =  —  «0^ 

sodass  man  jetzt  m  -j-  r  Gleichungen  mit  den  m  -}-  r  Unbekannten 
Xj  yy , . ,  k^jk^j , , ,  hat.    Der  mittlere  Fehler  der  Gewichtseinheit  wird: 
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( 


v^ 


i««9] 


m  -\-  r* 
und  die  mittleren  Fehler  der  unbekannten: 

^»  —  ^  YQ^,  •  •  • 

13.  Auflgleiohiing  bedingter  Beobaohtongen.  Dieser  Fall  kommt 
in  der  Praxis  besonders  häufig  yor  und  soll  daher  besprochen  werden, 
obwohl  er  ein  Spezialfall  des  vorigen  ist.  Sind  It,  1%,  -  -  -In  Beobach- 
tungen verschiedener  Grössen,  zwischen  deren  wahren  Werten  Z^+A^, 
l^  -{-  ^, , .  .,ln-\-  An  die  r  Bedingungsgleichungen: 

P0+Pl(h  +  AJ  +  .  .  .  +pn(ln  +  AO  =  Ol 

«0  +  2iGi  +  Ai)  H f-  qnQn  +  An)  =  0\r  Gleichungen 


bestehen,  so  können,  wenn  r  <,n  —  und  nur  dann  liegt  eine  Auf- 
gabe der  Ausgleichungsrechnung  vor  —  zwar  nicht  die  A  selbst  be- 
stimmt werden,  wohl  aber  die  plausibelsten  Verbesserungen  dj,...,dn, 
welche  den  Bedingungen: 

Po  +  1>1  Ä  +  *,)  +  •••  +  Pn(ln  +  *.)  =  0, 
20  +  3lft  +  *l)  +  •  •  •  +  «.(i.  +  *.)  =  0, 


und  zugleich  der  Bedingung  der  kleinsten  Fehlerquadratsumme: 

\ßd]  »:  Minimum 

genügen.  —  Wir  schreiben,  indem  wir  setzen: 

Po+Pik-i \-Pnln  =  Wi, 

ä'o  +  Si^iH ]rQnln  =  w^, 


die  Bedingungsgleichungen  so: 

A*l  H h  PnSn  +  M^i  =  0 

(a)  g^di  H h  qnSn  +  m?j  =  0 


r  Gleichungen. 


Eine  erste  Methode,  die  vorliegende  Aufgabe  zu  lösen,  besteht  in  deren 
Zurückführung  auf  vermittelnde  Beobachtungen.  Man  greift  beliebige 
n  —  r  von  den  d  heraus  und  nennt  sie  o:,  y,  ^, .  . . ;  die  übrigen  r  der  8 
können  vermöge  Elimination  durch  XyyyZy,..  dargestellt  werden.  Folgende 
n  Gleichungen  mit  n  —  r  Unbekannten: 

Sfi  =  y  \n  —  r  Gleichungen, 
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*a  —  Wi  +  «liC  +  &iy  H 

dt  ^==0^  '\-  a^x  +  b^y  +  •••}*■  Gleichungen 


sind  dann  die  Fehlergleichungen  in  der  Form,  wie  wir  sie  bei  den 
yermittelnden  Beobachtungen  voraussetzten  und  können  nach  der  be- 
kannten Methode  behandelt  werden. 

Eine  zweite^  direkte  und  symmetrische  Lösung  beruht  wieder  wie 
vorhin  auf  der  Bestimmung  eines  Minimums  mit  Nebenbedingungen. 
Die  Differenziation  des  Ausdruckes: 

nach  den  8  ergiebt  die  n  Gleichungen  mit  den  r  Multiplikatoren  k: 

(b)  S^g^  =  KPt  +  hi%  +  h'^%'\ 

*8ft  =  *i A  +  ^ «8  +  *8^8  H 


welche  nach  Gauss  (Theor.  comb,  suppl.  §  11  =  Werke  4,  p.  68)  die  Kor- 
rekUengleickungen  genannt  werden  (die  Je  selbst  heissen  die  Korrelaten). 
Die  Substitution  der  d  aus  (b)  in  die  Gleichungen  (a)  liefert  die  r 
Normalgleichungen : 


die  zur  Ermittelung  der  r  Korrelaten  Je  dienen.  Die  Gleichungen 
(b)  geben  dann  schliesslich  die  plausibelsten  Werte  der  d.  —  Der 
mittlere  Fehler  der  Gewichtseinheit  wird: 


,^ym._ 


Als  Kontrolle  dient  die  Gleichung: 

[ddg]  =  -  [Jcw]. 

14.  Fehler  in  der  Ebene  und  im  Baume*  Die  bisher  betrach- 
teten Fehler  können  als  lineare  bezeichnet  werden.  Handelt  es  sich 
aber  um  die  Bestimmung  eines  Punktes  in  der  Ebene  und  im  Raume^ 
so  tritt  zu  dem  linearen  Fehlerbetrag  auch  noch  die  Richtung^  in  der 
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er  liegt.  An  Stelle  der  Kurve  der  Wahrscheifilichkeit  tritt  die  Wahr- 
sdieitUichkeitsfläche  bez.  der   WahrscheinlichkeitsJcörper. 

A,  Bravais  ^)  und  von  al^emeineren  Voraussetzungen  ausgehend 
J.  Bienayme  ^'')  haben  nachgewiesen,  dass  die  Punkte  gleicher  Wahr- 
scheinlichkeit auf  ähnlichen,  konzentrischen  und  ähnlich  liegenden 
Ellipsen  bez.  Ellipsoiden  [lU  G  1,  4]  mit  dem  beobachteten  Punkt  als 
gemeinsamen  Mittelpunkt  liegen. 

Die  Tollständige  Theorie  der  Beobachtungsfehler  in  der  Ebene 
und  im  Räume  rührt  von  Ch.  M,  Schals  ^)  her.  Er  weist  den  Zu- 
sammenhang zwischen  den  mittleren  Fehlerquadraten  und  den  TiiLg- 
heitsmomenten  nach  und  führt  die  Hauptaxen  der  Wahrscheinlichkeit 
ein,  die  unabhängig  sind  vom  Fehlergesetz.  Mit  Benutzung  des  schon 
von  Boger  Cotes^^)  ausgesprochenen  Satzes,  der  dem  Satz  vom  arith- 
metischen Mittel  entspricht,  nämlich,  dass  die  wahrscheinlichste  L^e 
eines  Punktes,  der  durch  eine  Anzahl  von  Punkten  im  Räume  durch 
Beobachtung  bestimmt  wurde,  der  Schwerpunkt  dieser  letzteren  sei, 
b^fründet  er  das  Gesetz  der  Fehler  im  Räume: 

~  y^K^  y^K^n  y^K^n  ' 

und  führt  die  Begriffe  der  FehlereUipse  und  des  Fefderellipsoides  ein. 
Eine  gedrängte  Darstellung  aller  Resultate  ist  unmöglich;  es  muss 
auf  die  citierten  Abhandlungen  und  auf  die  zusammenfassende  Dar- 
stellung von  Czuber,  Beobachtungsfehler,  Teil  III  verwiesen  werden. 
Die  auf  dieser  Theorie  beruhenden,  hauptsächlich  in  der  Geodäsie 
verwandten  Ausgleichungsmethoden  sind  in  den  geodätischen  Hand- 
büchern^^) nachzusehen. 

15.  Fehler  der  Ansgleiohang.  Ausschluss  von  Beobachtungen. 
Systematisohes  Verhalten  der  Fehler.  Das  Gelingen  einer  Aus- 
gleichung wird  nach  den  übrig  bleibenden  Fehlern  beurteilt.  Man 
kann  nach  Nr.  4  prüfen,  ob  das  Gauss'sche  Fehlergesetz  besteht  und 
darnach  entscheiden,  ob  dem  Resultat  der  Charakter  des  wahrschein- 


f 


56)  Bravais,  Analyse  math.  sur  les  prob,  etc.,  Par.  M^m.  9  (1846),  p.  266. 

67)  Bienayme^  Sur  la  prob,  des  erreurs,  Joum.  de  math.  (1)  17  (1862),  p.  33; 
8.  im  Anschluss  hieran  die  Behandlung  der  Fehlerellipse  bei  E.  Czuber,  Wien. 
Ber.  82*  (1880),  p.  698. 

58)  Schoh,  Theorie  des  erreurs  dans  le  plan  et  dans  Tespace,  Delfl  Ann.  2 
(1886),  p.  123. 

68')  Cotes,  Aestimatio  errorum  in  mizta  mathesi,  Cantabrig.  1722. 

69)  Siehe  u.  a.  Helmert^  Ausgleichungsrechnung  §  28. 
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lichsten  Wertes  oder  des  grössten  Gewichtes  zukommt  oder  ob  es 
reines  Rechnungsresultat  ist  (Nr.  9).  Bei  kleineren  Beobachtungs- 
reihen genügt  es  in  der  Regel  nachzusehen^  ob  die  Anzahl  der  posi- 
tiven Fehler  gleich  der  Anzahl  der  negativen  Fehler  ist,  ob  die 
Summe  der  Quadrate  der  positiven  Fehler  gleich  der  Summe  der 
Quadrate  der  negativen  Fehler  ist  imd  ob  die  Summe  der  positiven 
Fehler  gleich  der  Summe  der  negativen  Fehler  ist.  Will  man  das 
Bestehen  des  Gauss'schen  Fehlergesetzes  genauer  prüfen,  so  wird 
folgende  dem  Lehrbuche  von  Helmert  entnommene  Tabelle  von  Nutzen 
sein,  yb  =  mittlerer  Fehler.  Von  1000  Fehlem  liegen  zwischen  den 
Grenzen: 


+  01  ^  • 

•  •    80  Fehler 

+  0-8  ft  .  • 

•  576  Fehler 

02 

159 

0-9 

632 

0-3 

236 

10 

683 

04 

311 

1-5 

866 

0-5 

383 

2-0 

954 

OG 

451 

2-5 

988 

0-7 

516 

3^ 

997 

Der  mutmassliche  grösste  Fehler  Jf ,  der  vorkommen  darf,  wird  durch 
die  Gleichung  charakterisiert: 


OD 


n 


Yn 


re-^dt=i, 


(n  =  Anzahl  der  Beobachtungen), 


mit  der  folgende   dem  Buche   von  Cetiber   entnonunene  Tabelle   be- 
rechnet ist: 


iuVT 

[)lgende   dem  Bu 

n 

M 

20  • 

•  •  1-95 

40  • 

■  •  2-24 

60  • 

•  2  39 

80  • 

•  2-49 

100  • 

.  .  2-58 

500  •  ■ 

.  309 

n 

M 

1000 

■     3-39 

5000  ■ 

•  3-72 

10000  • 

•  3-89 

100000  • 

•  •  441 

1000000  • 

•  •  4-88 

Ausscheidung  von  tmdersprechenden  Beobachtungen^),  Man  hat 
Kriterien  aufzustellen  versucht,  mittelst  derer  widersprechende  Beo- 
bachtungen ausgeschieden  werden  können;  dass  hiedurch  das  Resultat 
verbessert  wird,  hat  Bertrcmd^^)  bestätigt    Über  das  Benj,  Peirce'sche 

60)  Siehe  hierüber  die  zusammenhängende  Darstellung  von  Ceuber  a.  a.  0.  §  11. 

61)  Bertrand,  Calcol  des  Prob.,  Par.  1889,  art.  166. 
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Eritßrium  sehe  man  Peirce,  Astr.  Joum.  2,  1852  und  W.  Chauvenet, 
Spher.  Astr.  2  (Tafeln  hierzu  von  J8.  Ä,  Gould,  Astr.  Joum.  4,  1856 
und  Chauvenet  a.  a.  0.);  über  das  /S^one'sche  sehe  man  Lond.  R.  Astr. 
Soc.  Monthly  Not.  28,  1868.  Keines  derselben  ist  von  willkürlichen 
Annahmen  frei,  sodass  die  Ansicht  der  Mehrzahl  der  Beobachter  dahin 
geht,  dass  überhaupt  keine  Beobachtung  ausgeschlossen  werden  dürfe, 
bei  der  nicht  schon  bei  der  Beobachtung  Zweifel  aufgestiegen  seien. 
Werden  die  Fehler  nach  bestimmten  Gesichtspunkten  geordnet, 
so  gestattet  schon  die  Abzahlung  der  Zeichenwechsel  Aufschlüsse  über 
das  Vorhandensein  systematischer  FehlerqueUen.  Ä  Seeliger  ^^)  hat  hier- 
über mehrere  Kriterien  aufgestellt^  die  vom  Fehlergesetz  unabhängig 
sind.  E.Ahbe^)  kommt  zu  folgendem  Resultat:  Wird  die  Gültigkeit 
des  Grauss'schen  Fehlergesetzes  angenommen  und  sind  A,,  A,, . . .,  An 
die  nach  einem  bestimmten  Gesichtspunkte  geordneten  Fehler  einer 
Ausgleichung,  so  muss: 

mit  wachsendem  n  g^en  Null  konvergieren. 

Wie  zweckmässig  in  f^en  verfahren  werden  kann,  in  denen  das 
Gauss'sche  Fehlergesetz  sicher  nicht  erfüllt  ist,  wo  z.  B.  grosse  Fehler 
in  viel  grösserer  Anzahl  auftreten,  als  dieses  Gesetz  gestattet,  hat 
Newcomb  ^)  gezeigt.  Über  abnorme  Fehler-Verteilung  und  Verwerfung 
zweifelhafter  Beobachtungen  handelt  auch  22.  Lehmann-Fähes  ^^). 


62)  Seeliger,  Astr.  Nachr.  96  (1879),  p.  49  u.  97  (1880),  p.  289,  sowie  Münch. 
Ber.  29  (1899),  p.  3. 

63)  Abbe,  Über  die  Gesetzmässigkeit  in  der  Verteilung  der  Fehler  bei  Be- 
obachtungsreihen, Jena  1865. 

64)  S.  Newcomb,  A  Generalized  Theory  of  the  combination  of  Observations 
80  as  to  obtain  the  best  Resultat,  Amer.  J.  of  math.  8  (1886),  p.  343. 

66)  Lehmann-Filhes,  Astr.  Nachr.  117  (1887),  p.  121. 


ID3.    INTERPOLATION 

VON 
JULIUS  BAUSCHINGEB 

IN   BBRLOr. 


Inhaltstibersicht. 

1«  Definition  einer  Interpolationsformel.    Verschiedene  Arten  derselben. 

2»  Historisches  und  hauptsächlichste  Anwendungen. 

8»  Parabolische  Interpolation.    Formel  von  Lagrange. 

4«  NewtonCf^hQ  Formel  mit  den  G^ou^s'schen  Umformungen. 

5.  Andere  Begründungen. 

6»  Die  Interpolationsformeln  bei  gleichen  Intervallen  der  Argumente. 

?•  Die   früheren   und   einige   neue   Interpolationsformeln   in  der  ^fu^'schen 
Bezeichnungsweise. 

8«  Mechanische  Differenziation  und  Quadratur. 

9.  Herstellung  mathematischer  Tabellen. 

10«  Interpolation  durch  periodische  Reihen. 

11«  Die  Cauc^^sche  Interpolationsmethode. 

12«  Interpolation  durch  die  Exponentialfunktion. 

18»  Interpolation  bei  zwei  Variabeln. 

14»  Die  Interpolationsmethoden  von  Tsehebyacheff. 


Litteratiir. 

J.  L.  Lagrange,  Sur  les  Interpolations  [lu  1778]  =  Oeuvres  7,  p.  636,  deutsch  v. 

Schulze  im  Berl.  astr.  Jahrb.  für  1788;   Sur  une   mdth.  part.   d*approxim.  et 

d'interpolation,  Berlin  N.  Mdm.  14,  ann^e  1783  [86],  p.279  =  Oeuvres  6,  p.617; 

Mäm.  sur  la  mdth.  d^interpolation,  Berlin  N.  M^m.  21,  annäes  1792/93  [96],  p.  271 

=B  Oeuvres  6,  p.  663. 
C.  F.  Gauss,  Theoria  interpolationis  methodo  nova  tractata,  Werke  3  (Nachlass), 

p.  266. 
J.  F,  Encke,  Über  Interpolation   (nach  einer  G^iM^^schen  Vorlesung  von  1812)^ 

Berl.  astr.  Jahrb.  1830  «  Ges.  Abh.  1,  p.  1. 
P.  Tschebyscheff,  Sur  Finterpolation  dans  le  cas  d'un  grand  nombre  de  donn^s 

fonmies  par  Tobs.,  St.  Pdtersbourg  Mäm.  (7)  1,  1869,  nP  6. 
W.  8.  B,  WooThcuse,  On  interpolation,  London  1866. 
C  W,  Merrifield,  Report  on  the  present  State  of  Knowledge  on  the  application 

of  quadr.  and  interp.  to  actual  data,  Brit.  Ass.  1880. 


800  I  D  3.   Interpolation. 

R.  Badau^  ftudes  aar  les  formnies  d^interpolation,  Paris  1891.  Fast  erschöp- 
fende Darstellung  aller  einschlägigen  Arbeiten,  die  mir  bei  Abfassung  des 
Artikels  von  grossem  Nutzen  gewesen  ist. 

A.  A.  Markoff,  Differenzenrechnung,  St.  Petersb.  1891  (russisch).  Deutsch  von 
Th.  Friesendorff  und  £.  PrOmm.    Leipzig  1896. 

Darstellungen  der  Interpolationsrechnung  finden  sich  in  jedem  astrono- 
mischen und  mathematischen  Handbuch;  Tafeln  zur  Erleichterung  der  Inter- 
polation in  fast  ^eder  mathematischen  Tafelsammlung  (Vega,  BcurUno,  Alhreeht, 
Feters).  

1.  Definition  einer  Inteipolationsformel*).  Verschiedene  Arten 
derselben.  Ist  von  einer  Funktion  (die  an  der  in  Betracht  kommen- 
den Stelle  als  stetig  vorausgesetzt  wird)  der  analytische  Ausdruck  ent- 
weder unbekannt  oder  wird  er  als  zu  kompliziert  fQr  unbekannt  an- 
genommen^ so  ist  es  gleichwohl  möglich  ^  Näherungswerte  derselben 
f&r  beliebige  Werte  des  Ai^pmientes  innerhalb  gewisser  Grenzen  an- 
zugeben,  wenn  f£lr  bestimmte  Werte  des  Argumentes^  sei  es  durch 
Beobachtung  oder  durch  direkte  Benutzung  des  analytischen  Aus- 
druckes die  numerischen  Betrage  der  Funktion  vorliegen.  Das  hierzu 
ausgebildete  Verfahren;  vorhandene  Zahlenreihen  durch  EinschdUen 
neuer  Werte  mittelst  eines  raschen  Prozesses  zu  ergänzen^  heisst  InJter' 
polieren  ^);  dasselbe  besteht  in  der  Regel  in  der  Ersetmng  der  ursprüng- 
lichen Funktion  durch  eine  bequemer  zu  berechnende  neue  Funktion, 
welche  aus  den  bekannten  numerischen  Werten  gebildet  wird  und 
welche  sich  diesen  möglichst  enge  anschmiegt;  diese  Funktion  heisst 
Interpolatumsfonnel.  Es  hangt  von  der  Natur  der  ursprünglichen 
Funktion  beziehungsweise  von  dem  Verlauf  der  vorliegenden  Zahlen- 
reihe ab,  welche  Form  man  der  Interpolationsformel  zu  geben  hat; 
man  kann  eine  ganze  rationale  Funktion  nehmen  (parabolische  Inter- 
polation [Nr.  3])  oder  eine  gebrochene  rationale  Funktion  (nach 
A.  Cauchy  [Nr.  3])  oder  eine  Exponentialfunktion  (nach  R.  Prony 
[Nr.  12])  oder  eine  periodische  nach  den  sin  und  cos  der  Vielfiachen 
des  Argumentes  fortschreitende  Funktion  (nach  LagrangCj  Gauss, 
U.  c/.  Leverrier  [Nr.  10])  oder  eine  nach  Kugelfunktionen  fortschrei- 
tende Beihe   (nach  Ä.  M,  LegendrCy  F.  Neumann  [Nr.  13])  oder  end- 


*)  Durch  eine  Interpolationsformel  kann  man  auch  „ausgleichen^,  wenn  die 
vorgelegten  Werte  eine  ,, Ausgleichung*^  (frz.  ajustement,  engl,  adjustement,  gra- 
duation)  gestatten,  d.  h.  wenn  sie  nicht  streng,  sondern  beobachtet  sind.  Cf. 
I  B  1  a,  Nr.  3;  I  D  4  b,  Nr.  5,  6,  sowie  die  entsprechende  Bemerkung  zu  I  D  2, 
Nr.  1. 

1)  Das  Wort  wird  zuerst  Ton  J.  WMis  gebraucht:  Arithmetica  Infinitorum 
Oxon.  1655. 
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lieh  man  kann  einen  yöllig  allgemeinen  Ansatz  machen  in  Gestalt  einer 
beliebig  weit  fortzusetzenden  und  beliebig  zusammengesetzten  Reihe 
(nach  Cauchy  [Nr.  11]  und  P.  Tschebyscheff  [Nr.  14]).  Dient  die  Inter- 
polationsformel zur  Darstellung  einer  Beobachtungsreihe;  so  müssen 
ihre  Koeffizienten  nach  den  Prinzipien  einer  Fehlertheorie  [I D  2] 
bestimmt  werden.  Statt  die  vorgelegten  Werte  einer  Funktion  y  zu 
interpolieren^  kann  es  oft  zweckmässiger  sein^  die  entsprechenden 
Werte  einer  einfach  herzustellenden  Funktion  von  y,  z.  B.  ^^  log  y, 
Yy  der  Interpolation  zu  unterwerfen*). 

2.  HistorisoheB  und  haupts&ohliohste  Anwendongen.  Über 
die  ältere  Entwickelung  von  interpolatorischen  Verfahren  giebt  die 
historische  Einleitung  zu  einer  der  Abhandlungen  von  Lagrcmge^) 
über  diesen  Geffenstand  Aufschluss;  sie  begann  bei  den  ersten  Her- 
steuern  von  mlematischen  und  »tronomSen  Tafeln  und  fand  in 
den  allgemeinen  Formeln  von  J,  Newton  *)  und  Lagrange  ^)  ihren  vor- 
läufigen Abschluss.  Der  weitere  Ausbau  ist  an  die  Namen  von  Gauss, 
Encke,  Cauchy,  Leverrier  und  Tschebyscheff  geknüpft,  deren  Arbeiten 
an  geeigneter  Stelle  citiert  werden. 

Interpolationsmethoden  sind  bei  der  Konstruktion  und  beim  Ge- 
brauch mathematischer  Tafeln,  astronomischer  Ephemeriden  u.  s.  f. 
unentbehrlich  [Nr.  9];  bei  der  Diskussion  physikalischer  und  astro- 
nomischer Erscheinungen,  deren  Gesetz  noch  unbekannt  ist,  spielen 
sie  sowohl  für  die  Untersuchung  als  auch  für  die  Ausgleichung  [I  D  2] 
der  beobachteten  Daten  eine  grosse  Rolle. 

Geometrisch  interpretiert  ist  Interpolation  die  Bestimmung  einer 
Kurve  aus  einer  Beihe  gegebener  Punkte. 

Die  Interpoktionsformel  kann  die  wahre  Funktion  innerhalb  ihres 
Geltungsbereiches  auch  betreffs  aller  damit  vorzunehmenden  Operationen 
ersetzen;  insbesondere  führt  ihre  Verwertung  zur  mechanischen  Diffe- 
renziation  und  Quadratm*  [Nr.  8]. 

3.  Farabolische  Inteipolation.   Formel  von  Lagrange  [I  B  1  a, 

Nr.  2].  Die  Grundlage  für  die  parabolisclie  Interpolation  ist  entweder 
der  Tajlor'sche  Satz  [11  A  2,  Nr.  11  ff.]  oder  auch  der  Satz,  dass  jede 
Funktion   innerhalb   bestimmter  Grenzen  näherungsweise  durch  eine 

2)  C.  W.  MerrifiM,  Report  on  the  present  State  of  Knowledge  of  the  appli- 
cation  of  qnadratures  and  interpolation  to  actual  data  (British  Abs.  ISSO). 
8)  Lagrange,  Sur  les  interpolations  1778  «»  Oeavres  7,  p.  686. 

4)  Netotony  Principia  math.  Lib.  m,  Lemma  Y. 

5)  Lagrange,  Le9on8  ^^mentaires  sur  les  Math^matiques  1796  »^  Oeuvres 
7,  p.  284. 

Baoyklop.  d.  niAth.  WlManioh.    I.  51 
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ganze  rationale  Funktion  ersetzt  werden  kann.  Wird  die  Funktion 
f{x)  dargestellt  durch  die  ganze  Funktion  (m  —  1)*®°  Qrades: 

X  =  a  +  /Sx  +  y^  + h  VÄ^""^ , 

und  sind  m  Werte  derselben  Ä,  B,  C, , . .  N  bekannt,  die  den  Argu- 
mentwerten a,  6,  c,  . .  . «  entsprechen,  so  kann  der  Wert  dieser  Funk- 
tion für  einen  beliebigen  Wert  von  x  z.  B.  für  x  =  t  angegeben 
werden;  ist  er  T,  so  hat  man  nämlich  die  m  -|-  1  Gleichungen: 

J.  =  a  +  /Sa  +  ya*  +  •  •  •  +  va^"^ 


T=a  +  ßt  +  yt^  -] h  i/^»-S 

aus  denen  die  m  Grössen  a,  /3,  . . .  i/  eliminiert  werden  können 
[I B  Ib,  Nr.  12];  das  Eliminationsresultat  wird,  wenn  diese  Glei- 
chungen der  Reihe  nach  mit: 


(a  —  6)  (a  —  c)  •  '  '  {a  —  t) 


multipliziert  und  addiert  werden,  in  der  Form  erhalten: 

^         + ä + 


(o  — 6)(a  — c)-.-(a--*)    '    (6  — a)(5  — c).-.(6  — t) 

T 

A = =  W 

W  ist  aber  gleich  Null  nach  dem  allgemeinen  Satz  (L.  Euler,  Inst.  Galc. 
Int.  Petrop.  2,  1768/70,  p.  432;  Gauss,  Werke  5,  p.  266),  dass: 

<?  -  «'  I  ^'  I 

•'*        (a  —  6)(a-.c)...  ■>    {b  —  a){b  —  c)".    • 

gleich  der  Summe  der  Kombinationen  zu  r  +  1  —  m  Elementen  mit 
Wiederholungen  aus  den  m  Elementen  a,  b,  c, .  . .  ist.     Es  folgt  also: 

m        y_(e-5)(t-c)...(t-n)     .         (f-a)(f--c)...(^-n)  ^y  . 
^^  ~  (a  -  5)  (a  —  c)  • . .  (a  — n)         •"  (6  — a)  (6  — c) . . .  (6  -  n)  -^   ' 

I  (e-a)(<~&)>>-  ^ 

~  (n  — a)(n  — 6)...  ^^ ' 

Hierdurch  ist  der  Funktionswert  T,   der  dem  Argumente  x  =  t  ent- 
spricht, durch  bekannte  Grössen  ausgedrückt^). 

6)  Encke,  Über  Interpolation,  Berl.  Jahrb.  f.  1830  =  Ges.  Abb.  1,  p.  1  (nach 
einer  Vorlesung  Yon  Gauss  1812);  Gauss,  Theoria  Interpolationis  methodo  nova 
tractata  =  Werke  3,  p.  265.  Auf  kürzerem  Wege  ergiebt  sich  das  Eliminations- 
resultat (1)  auf  Grund  des  CatM%'8chen  Satzes  [I A  2,  Nr.  15]  über  das  alter- 
nierende Produkt. 
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(1)  ist  die  Lagrange'sche  InterpolaMonsformel]  da  sie,  wie  un- 
mittelbar ersichtlich  ist,  für  t  =  a,  h, . , ,  n  dieselben  Werte  annimmt 
wie  X,  nämlich  A,  B^  . . .  N,  so  muss  sie  mit  diesem  identisch  sein; 
es  ist  also  allgemein: 

/1*^      T        {x-'b){x  —  c)'"{x—n)    .    .    (x  —  a){x  —  c)"'(x  —  n)  J^^ 
\^  ^     ^°^(a  — 6)(a  — c)...(a-n)        "»"  (5  — a)(6  — c)  •  •  •  (ft  —  n)  ^"i 

.    (x  —  a){x  —  b)''  j^ 
•    (n  —  a){n  —  5)  •  •  • 

Sind  m  Werte  der  Funktion  f(x)  gegeben,  so  können  auch  nur  die 
m  Koeffizienten  einer  Funktion  (m  —  1)**"  Grades  X  bestimmt  werden. 
Reicht  diese  zur  Darstellung  von  f(x)  nicht  aus,  sondern  sind  noch 
die  Glieder  +  P^  +  <'^'*'^  +  *  * '  ^ur  Er^Lnzung  nötig,  so  kann 
doch  die  geschlossene  Funktion  (m  —  1)*®°  Grades  zur  Interpolation 
als  „functio  simplicissima''  (Gauss)  benutzt  werden.  Der  Fehler,  der 
dann  begangen  wird,  ist: 

(<  —  a)  (<  —  6)  •  •  •  (<  —  w)  (p  +  tf  (a  +  6  +  c  H »)  +  •••); 

er  wird  also  um  so  kleiner,  je  näher  t  an  einen  der  gegebeneu  Werte 
a,  6,  . . .  gebracht  wird  und  je  mehr  er  in  der  Mitte  zwischen 
allen  liegt  ^). 

Die  Formel  von  Lagrange  hat  eine  Verallgemeinerung  [I  B  1  a, 
Nr.  2]  durch  (Jamhy  (Analyse  algebr.  Note  Y)  erfahren,  indem  er  X 
nicht  durch  eine  ganze,  sondern  durch  eine  gebrochene  Funktion  von 
der  Form: 

T      «  +  P^  +  y^  H h  »g"~^ 

^     a  +  ba;  +  ca:*H \-W 

darstellt.     Die   praktisch   nie   zur  Verwendung   gelangte   Formel   ist 

Gegenstand  von  Arbeiten  von  E,  Brassinne  (J.  de  math.  11, 1846,  p.  177), 

C.  Q.  J.  Jacobi  (J.  f.  Math.  30,  1847,  p.  127  =  Werke  3,  p.  481)  und 

(r.  Bosenhain  (J.  f.  Math.  30,  p.  157)  gewesen. 

Ch.  Hermüe^)  hat  die  Lagrange'sche  Formel  nach  einer  anderen 

Bichteng  verallgemeinert,  indem  er  an  Stelle  der  Funktionen: 

{x  —  h){x  —  c)"-{x  —  n)    . 

(a  —  b){a  —  c)"  '(a  —  n)      ^ '  '  '> 

die  für  alle  x  verschwinden  mit  Ausnahme  fdr  a;»=a,  andere  all- 
gemeinere setzt,  welche  dieselbe  Eigenschaft  haben. 

4.    Newton'BOhe  Formel  mit  den  Gatuui'BOhen  Umformungen. 

Qams^)  hat  eine  wichtige  Umformung  der  Gleichung  (1*)  gegeben. 


7)  Siehe  hierüber  auch  Jacdb€fi  Inauguraldissertation  »  Werke  3,  p.  1. 

8)  HermUe,  Sur  Tinterpolation,  Par.  C.  B.  48,  Janv.  1859,  p.  62. 
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Seien  X^y  X^y  X^, , . .  die  Werte,  welche  X  annimmt,  wenn  man  ein, 
zwei,  drei, . . .  Werte  von  x  benützt,  so  wird: 

^        a  —  b        *    b  —  a      ^ 

^         (x-^b){x-'C)   .    .    {x  —  ä)(x  —  c)j^    .   {x  —  a){x  —  b)^ 
^        (a  — ft)(a  — c)^    '    (6  — a)(5  — c)       ■<   (c  — o)(c  — 6)  ^ 

Daraus  folgt: 

X^  =  Ä, 
2,-X,  =  (x-a)(^j  +  ^), 

und  daher  durch  Summation,  wenn  man  setzt: 
[ab] ^  +  -JL 

[abc]  =  (a_j)(„_c)  +  (ft_a)(ft  — c)  +  (c  — a)(c  —  ft)^ 

(2)  Z  =  ^  +  (a:  —  a)  [a6]  +  (a:  —  a)  (a;  —  6)  [abc] 

+  (a:  —  a)  (a:  —  6)  {x  —  c)  [abcd]  +  •  •  • . 

Für  die  offenbar  symmetrischen  Funktionen  [ab],  [abc],  ...  ergeben 
sich  aus  obigen  sofort  folgende  Ausdrücke: 

[ahcd]  =  ^^'^Za^'\ 


> 


deren  Bildungsgesetz  aus  dem  Schema: 
Argument     Funktion 

c  C  \bca\  \abcde\ 

j  T^         [«''l  \hcde\  \abcdef\ 
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ersichtlich  ist  und  sie  als  DüBTerenzgrossen  yerschiedener  Ordnung 
[I  Ey  Nr.  1]  erkennen  lasst. 

(2)  ist  die  allgemeine  NewtofCsche  Interpolcdionsformel  [I  B  1  a^ 
Nr.  3;  I  E,  Nr.  4],  wie  sie  in  den  Princ.  math.  Lib.  III,  Lemma  V  ge- 
geben ist.  Bei  ihr  kommen  die  absteigenden  DüBTerenzgrossen  des 
Schemas  zur  Verwendung.  Dies  ist  für  die  Rechnung  unzweckmässig; 
wenn  man  der  obigen  Forderung  genügt  hat,  a;  in  die  ungefähre 
Mitte  der  Grossen  ajb, . . .  fallen  zu  lassen.  Die  Symmetrie  der 
Funktionen  [ab],,,,  gestattet  aber  sofort ,  folgende  Formeln  hinzu- 
schreiben: 

(3)  X  =  D  +  (x  —  d)[de] 

-}-  (x  —  d)(x  —  e)  [cde]  +  (a: — d)  (x  —  e){x  —  c)  [cdef] 

'\'{x  —  d){x  —  e){x  —  c){x  —  f)  \bcdef\  H 

und: 

(4)  X  =  D  +  (a:  —  d)  [cd-] 

m 

-}-  (x—  d)(x  —  c)  [cde]  +  (a;  —  ^)  (^  —  c)  (x  —  e)  [bcde] 

-}-  (x  —  d)  (x  —  c)  (x  —  e)  (x  —  b)  [bcdef]  +  •  •  • , 

von  denen  die  erste  jene  Differenzgrössen  enthält,  die  am  nächsten 
einem  zwischen  D  und  E  durch  das  Schema  geführten  horizontalen 
Strich  liegen,  und  die  Differenzgrössen  der  zweiten  ebenso  gegen  einen 
zwischen  C  und  D  gezogenen  Strich  liegen;  man  wird  die  erste  an- 
wenden, wenn  x  zwischen  ä  und  6,  die  zweite  wenn  x  zwischen  c 
und  d  fällt.  Bringt  man  (3)  und  (4)  in  die  für  die  praktische  Aus- 
führung einer  Rechnung  bequemste  Form: 

(3»)  X  =  D  +  (x-d)[[de]  +  {x-e){[cde]  +  {x-c){[cden  +  --)}], 

(4*)  X  =  D  +  {x—d)[[cd]'\-(x  —  c){[cde]'j'(x  —  e)([bcde]  +  '-)\], 

wobei  die  Rechnung  von  rückwärts  zu  beginnen  ist,  so  hat  man  nach 
einer  Bemerkung  von  Gauss  überdies  den  Vorteil,  dass  man  auf  das 
Vorzeichen  der  einzelnen  Korrektionen  keine  besondere  Aufinerksam- 
keit  zu  wenden  braucht,  indem  jede  Differenz  durch  die  höhere  so  zu 
korrigieren  ist,  dass  sie  der  auf  der  anderen  Seite  des  Striches  stehen- 
den näher  gebracht  wird  (Gauss'sche  Strichmethode). 

5.  Andere  Begründungen.  Wie  in  dieser  Gauss'schen  Dar- 
stellung die  Newton'sche  Formel  aus  der  Lagrange'schen  hervor- 
gingen ist,  so  kann  auch  der  umgekehrte  Weg  eingeschlagen 
werden.  Man  vergleiche  hierüber  die  Begründung  der  Interpolations- 
rechnung nach  Badau^),     Ma/rkoff^^)  nimmt  als  Ausgangspunkt  die 

9)  Badau,  Stades  snr  les  formules  d*interpolation  I. 
10)  Markoff y  Differenzenrechnung,  Kap.  1 — 8. 


) 
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allgemeinere  Aufgabe:  Es  sind  die  Werte  einer  Funktion  und  einiger 
ihrer  successiven  Ableitungen  für  gegebene  Werte  des  Argumentes  be- 
kannt; es  soll  eine  ganze  Funktion  möglichst  niedrigen  Gh:^es  ge- 
funden werden^  die  zugleich  mit  denselben  Ableitungen  f{ir  die  näm- 
lichen Werte  des  Argumentes  die  gleichen  Werte  annimmt,  wie  jene 
Funktion.  Die  Taylor'sche,  die  Lagrange'sche,  die  Newton'sche  und 
andere  praktisch  belanglose  Interpolationsformeln  erscheinen  dann  als 
ünterfälle;  der  Übergang  von  den  Differenzialquotienten  zu  den 
DifFerenzgrössen  muss  besonders  ausgeführt  werden.  Dieser  Weg  ist 
bereits  von  Hermite  angedeutet  worden  ^^).  Die  Markoff 'sehe  Dar- 
stellung ist  besonders  ausgezeichnet  durch  die  strenge  Diskussion  der 
Restglieder. 

6.  Die  Intexpolationsformeln  bei  gleichen  Intervallen  der 
Argumente  [I  B  1  a^  Nr.  3;  I  E,  Nr.  5].  Für  den  in  der  Praxis  am 
häufigsten  vorkommenden  Fall,  nämlich  den,  wo  die  Argumentwerte 
eine  arithmetische  Reihe  bilden,  wollen  wir  wegen  ihrer  häufigen 
Anwendimg  die  Formeln  besonders  aufstellen.  Ist  co  das  konstante 
Intervall  und  bezeichnet  man  die  Differenzen  verschiedener  Ordnungen, 
wie  in  dem  nachstehenden  Schema  ang^eben  ist: 

Arg.    Funkt     LDiff.     n.Diff.      m.Diff.     IV.  Diff. 

a         A 

r         ^^  A2x>         ^'^ 

Ar  ^^         A3I.  ^'^ 

/7  7)  ^^  K^n  ^B 

ß  -E  ^^         A»2)        ^^ 

AR 

f         F 
wo  also  gesetzt  ist: 

£^A  =  B  —  A,    LB=^C  —  B,    AC=D—C,... 
A»^  =  A£  — A^,    A*B=AC—£^B,... 
A»^  =  A*B  —  A*A, . . . 


so  wird: 

[ab]  =  ^^ 


(D 


[aocd]  = 


12.3(0»  ' 


11)  Hermüe,  Lettre  k  M.  Borchardt  (J.  fOr  Math.  84,  1878,  p.  70). 
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und  die  Formeln  (2),  (3),  (4)  gehen  über  in  folgende^  wenn  be- 
ziehungsweise X  —  a  =  t(Oy  X  —  d  ==«  t(Dy  d  —  X  =  t(o  gesetzt  wird: 

(5)  X  =  Ä  +  t£,Ä  +  *-ä^  A*A  +  ^~  .y  3~  '^^  A>Ä  +  -.- 

(6)  Z  =  D  +  «A2)  +  ^^=^A»C  +  ^^^^i^A»C  +  -.. 

(7)  X^D-tAG  +  *^A^C-'^'-f_+'^A»B  +  .... 

In  der  Form  (5)  wird  die  Newton'sche  Formel  gewöhnlich  angegeben^ 
(6)  wird  man  verwenden,  wenn  x  in  der  Nähe  von  d  und  zwischen 
d  und  e  liegt,  (7)  wenn  es  zwischen  c  und  d  liegt.  Man  bezeichnet 
die  erstere  Operation  als  Interpolation  „nac%  vorwärt^^  letztere  als 
Interpolation  y,nach  rückwärts'^.  Liegt  x  genau  in  der  Mitte  zwischen 
zwei  Argumenten  c  imd  dy  so  ist  es  gleichgiltig,  ob  man  von  c  aus 
nach  vorwärts  oder  von  d  aus  nach  rückwärts  interpoliert.  Aus  dem 
arithmetischen  Mittel  beider  fallen  die  ungeraden  Differenzen  heraus 
und  die  bequeme  Formel  für   die  y^InterpoloHon  in  die  Mittef^  wird: 

(P)  ^2  8  2  '    128  2 

6     A« .  +  A* 


1024  2 


+ 


Es  treten  hier  also  nur  die  arithmetischen  Mittel  derjenigen 
geraden  Differenzen   auf,   zwischen   denen   der   durch  —^ —  gelegte 

Horizontalstrich  hindurchgeht.  Infolge  der  leichten  Anwendimg  der 
Formel  (8)  wird  man  bei  Herstellung  von  mathematischen  Tafeln, 
Ephemeriden  u.  drgl.  stets  das  Intervall  der  direkt  berechneten  Werte 
einer  Potenz  von  2  proportional  machen,  um  durch  fortwährende 
Interpolation  in  die  Mitte  bis  zu  den  Funktionswerten  fär  die  Argu- 
mente mit  dem  kleinsten  gewünschten  Intervall  zu  gelangen.  Dabei 
wird  es  meistens  zweckmässig  sein,  bei  jeder  einzelnen  Interpolation 
nur  bis  zur  ersten  Differenz  fortzuschreiten,  um  schliesslich  alle  Funk- 
tionswerte gleichzeitig  durch  successive  Summation  zu  erhalten. 

7.  Die  firtiheren  and  einige  neue  InterpolationAformeln  in 
der  Enoke'flohen  Beseiohnungsweise.  Encke  hat  eine  systematische 
und  bequeme  Bezeichnungsweise  der  Funktionswerte  und  ihrer  Diffe- 
renzen eingeführte^),  die  den  Vorteil  hat,  dass  sie  den  Ort  jeder 
Differenz  unmittelbar  anzeigt.  Sie  ist  aus  folgendem  Schema  un- 
mittelbar ersichtlich: 


12)  Über  mechanische  Quadratur,  fierl.  Jahrb.  1887  »  Ges.  Abh.  1,  p.  21. 
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Arg.  Funkt.  L  Diff.       n.Diff.        m.  Diflf.  IV.  DifF. 

o_2«,  f(a-2)  fi^a-i)  ^(«"2)  /™(a-i)  /^(»-2)- 

a-o  fia-l)  ria-1)  /-(a-1). 

a  f(a)  ^       ^'  f^{a)                ^        ^'  f^(a) 

«  +  «»  /■(«  +  .!)  ^^*  +  *^  /^(a  +  1)  ^('»  +  *)  /^(a+1). 

a  +  2a,  /•(a  +  2)  /^C^  +  i)  /•°(o  +  2)  /™(«  +  *)  /TV(„_f.2)- 


Als  Ai^ament  ist  immer  das  aritlimetische  Mittel  der  beiden  Ali- 
mente angesetzt,  aus  deren  Werten  die  betreffende  Differenz  hervor- 
gegangen ist^  z.  B.: 

/™(«-i)-r(«)-r(«-l). 

Wird  ein  beliebiger  Wert  des  Argumentes  x  mit  a  +  noo  bezeichnet^ 
wo  man  a  stets  so  wählen  kana,  dass  n  ein  echter  Bruch  wird;  so 
gehen  die  Formeln  (5),  (6),  (7)  in  folgende  Gestalt  über: 

(9)  f{a  +  n«,)  =  f{a)  +  nr(a  +  ^)  +  ^^^>  f^(a  + 1) 

(10)  /•(a  +  na,)=/^(a)4-nr(a+|)  +  *^^V°(«) 

(n-l-l)n(n-l)  ^m /„   i    M  4-  («-H  !)»(« -!)(*»- 2)  ..jv ,  . 

(n-^-^)(w-^l)n(n-l)(n-2)  ^y  /     ,     1  \    , 
"T  i'  2     3   4   5  '      r"'"2/"'  ' 

(11)     /•(« + »«.) = /•(«) + nr  («-■ I) + *^^  r  («) 

(n-Hl)n(n-l)   -m  /          1  \    ,    (n-f-2)(«-f- l)n(n-  1)   -jy ,  . 
-I TäTs '      r~TJ"l 12   3-4 '      W 

_L  (n-H2)(n-|-l)n(n-l)(w-2)  ^y  .  ■     , 

-i 12    846 '     («)  +  •••. 

von  denen  man  die  zweite  am  vortheilhaftesten  gebraucht,  wenn  n 
positiv  ist,  die  dritte,  wenn  n  negativ  ist.  Für  einen  kleinen  Wert 
von  n  kann  man  jede  der  beiden  Formeln  mit  nahe  gleicher  Genauig- 
keit anwenden,  oder  noch  besser  das  arithmetische  Mittel  aus  ihnen. 
Fährt  man  dann  die  neue  Bezeichnung  ein: 


7.  Die  frfih.  u.  einige  neae  Interpolationsf.  in  d.  Encke^schen  Bezeichnungsw.  809 

|(r(a+|)+r(«-4))-=m 


T  (/^(«)         +  r(«  +  1))  - /■°(»+  i) 
■i-(/-n(o  +  l)  +  /^n(o  +  2))  =r(a+4), 

die  zu  Verwechsluiigen  offenbar  keinen  Anlass  geben  kann^  so  kommt 
die  neae  Formel: 

(12)  /•(a  +  na,)  =  /-(o)  +  «r(a)+  j^/'n(a)  +  (=+i>5^/-ni(a) 

,   (n  +  l)nn(n— 1)  ^jy .  .    ,    (n  +  2)(n+ l)n(n— l)(n— 8)  ^y .  .    , 
"• 12. 8-4 1      W-l 1.2-3A6 '     W  +  '-'y 

die  nun  vöUig  symmetrisch  gebUdet  ist,  indem  sie  von  den  ungeraden 
Differenzen  die  arithmetischen  Mittel  jener  benutzt^  zwischen  denen 
der  durch  f{a)  gelegte  Horizontalstrich  hindurchgeht^  von  den  geraden 
die  direkt  getroffenen.  Diese  Formel  ist  bereits  in  einem  von  Newton  ^•) 
angegebenen  Satze  enthalten^  wurde  auch  von  Boger  Cotes  schon  be- 
nützt; wird  jedoch  gewöhnlich  die  S^tWingr^sche^*)  genannt;  sie  war 
lange  vei^essen^  bis  Lagra/nge'^^)  wieder  auf  sie  aufinerksam  machte. 
Oppolzer^^)  hat  die  Koeffizienten  der  Entwicklung  durch  Kombina- 
tionssummen der  Quadrate  der  ganzen  Zahlen  dargestellt. 

Verschiebt  man  (11)  um  ein  Intervall  nach  vorwärts  und  nimmt 
zwischen  der  so  entstehenden  Formel  und  (10)  das  arithmetische 
Mittel;  so  erhält  man  die  weitere  Formel,  die  symmetrisch  ist  in 
Bezug  auf  einen  zwischen  f(a)  und  f{a  -f-  1)  geführten  Horizontal- 
strich: 

(13)  /•(a  +  «a,)=/-(o)  +  n/-i(a+4-)+(-=f:i>?/-n(a  +  i-) 


+ 


^'3.!_J  fmU  +1)  +  (n-2)(n-l)n(n+l)  ^  /      .     tx 
1-23  '       V~2/'  1-2-8-4  '       \'2/ 


• 


+ 


(n-2)(n-l)n(n+l)(n-i.) 

r.  2T8Tr:6 r  («  +  y)  + 


13)  Newton^  Methodus  differentiahs,  Lond.  1711,  Prop.  ni  »  Opuscula  1, 
p.  271. 

14)  J.  Stirling,  Methodus  differentialis,  Lond.  1780. 

15)  Lagrcmge^  Sur  les  interpolations,  Oeuvres  7,  p.  636. 

16)  Th.  OppohseTy  Lehrb.  der  Bahnbestimmung  2,  Leipz.  1880,  erster  Abschn. 


> 
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ihre  beiden  ersten  Glieder  können  auch  geschrieben  werden: 

wenn  zur  Abkflming  gesetzt  wird: 

/•(«+ 4)  =  !(/•(«)  +  /"(»+ 1))  • 

Sie  findet  sich  ebenfialls  bereits  bei  Stvrling^*)  und  wird  in  der  Praxis 
am  häufigsten  angewendet. 

Aus  (13)  folgt  sofort  die  Formel  fär  die  Interpolation   in   die 

Mitte;  wenn  man  n  »=»  -r-  setzt: 

-iÄi /•"(«+ y)  + •••5 
hierin  ist  wiederum: 

Alle  diese  Formeln  lassen  sich  auch  nach  einem  Kunstgriff  von  Eukr 
ableiten,  wenn  man  für  f(a  -f-  tio)  eine  bestimmte  Funktion  annimmt^ 
deren  Differenzenschema  sehr  einfEich  ist,  und  deren  analytische  Ent- 
wicklung bekannt  ist;  durch  Vergleich  eines  Ansatzes  mit  unbe- 
stimmten Koeffizienten  mit  dieser  letzteren  werden  die  Koeffizienten, 
die  natürlich  für  jede  Funktion  identisch  herauskommen  müssen, 
sofort  ermittelt.  Als  solche  Funktion  empfiehlt  sich  besonders 
f{a  +  nco)  =  e«+»". 

8.    Meohanisohe  Differenziation  and  Qnadratnr.     Ordnet  man 
(12)  nach  Potenzen  von  n: 

(15)  /•(«  +  no.)  =  /•(«)  +  n  [ria)  — f /™(«)  +  ^r («)  -  äiö^'^(«)+-) 

+  i-«»(/-°i(a)-4-/v(a)+4/-vn(a)_...j 

+i»»*|/'^(«)-|r'(«)+--) 

+  5äö«1/'"^(«)  — •) 
+ , 
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und  vergleicht  diese  Entwicklung  mit  jener  nach  dem  Taylor'schen 
Lehrsatz: 

f(a  +  ncD)  =  f{a)  +  nm  -j^  +  -j-^  -^^  H , 

so  erhält  man  sofort  die  Formehi  der  mechcmischen  DifferemiaHon: 

(16)  '^^ = i {/•"(«)  -  Ä /•"(«) + ^ /""H«)  -  •  •  •) , 

und   für    die   Differenzialquotienten    an    einer    beliebigen   Stelle   der 
Funktion: 


Wird  (15)  zwischen  den  Grenzen  n  =  —  y  ^"^^  ^  =  *  +  "2"    (*   ®^® 

ganze  Zahl)  integriert^  so  erhalt  man  die  in  der  astronomischen  Praxis 
am  häufigsten  verwendete  Formel  für  mechanische  Quadratur: 

(18)     j/-(a  +  na>)dn=Y(a  +  i  +  |)  +  l/-i(a  +  i  +  |) 


1 


'  -6^/'"(«+*+4)+9S/^1«+»+4)--5 

hierin  sind  mit  ^/*  die  Glieder  der  ersten  Summenreihe  [I  E,  Nr.  8] 
bezeichnet,  d.  h.  jener  Reihe,  von  der  die  Funktionsreihe  die  erste 
Differenzreihe  ist;  das  offenbar  beliebig  anzusetzende  erste  Glied  der- 
selben ist  in  obiger  Formel  so  bestimmt  gedacht,  dass: 

-967680^    r-Y)+-- 

Integriert  man  (15)  zweimal  zwischen  den  Grenzen  —  1  und  +  i,  so 

ergiebt  sich  die  Formel  für  das  Doppelintegral: 

i 

(19)  fff(.a  +  nm)dn*  -  ^f(a  +  ia,)  +  ^fia  +  im) 

wobei  das  willkürUche  Glied  der  ersten  Sammenreihe  in  derselben 
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Weise  bestimmt  gedacht  ist  wie  oben^  das  der  zweiten  Summenreihe 
^f  aber  durch: 

n/-(a  -  (d)  =  1  f(a)  -  ^  (2f^(a)  +  r{a  -  m)) 


Diese  hier  mehr  nebenbei  angef&hrten^  aus  den  Interpolations- 
formebi  folgenden  Formeln  für  mechanische  Quadratur  sind  von  Cro/uss 
entwickelt  und  von  Encke^'^  veröflFentlicht  worden;  sie  sind  noch 
vieler  Modifikationen  fähig.  Über  mechanische  Quadratur  überhaupt 
sehe  man  11 A  2,  Nr.  60—56;  I  E,  Nr.  7. 

9.  Herstellung  mathematisoher  Tabellen.  Auf  dem  Satze  der 
Differenzenrechnung  [I  E,  Nr.  2]:  „Wird  von  einer  ganzen  Funktion 
m^"  Grades  für-aquidistante  Intervalle  des  Argumentes  eine  Reihe  von 
Werten  gebildet,  so  sind  die  m*^  Differenzen  derselben  konstant^' 
beruht  eine  Interpolationsmethode,  die  für  die  Herstellung  mathe- 
matischer Tafelwerke  von  grosser  Wichtigkeit  ist,  da  sie  die  Bildung 
neuer  Funktionswerte  durch  successive  Summation  gestattet;  sie  wird 
häufig  die  Mouion^eche  Methode  genannt ,  obwohl  sie  schon  von  Henry 
Briggs  ^^  und  Cqtes^^)  ebenso  wie  von  Gabriel  MotUon^)  auf  empi- 
rischem Wege  gefanden  xmd  bei  der  Berechnung  der  Logarithmen- 
tafeln im  grössten  Umfange  augewendet  worden  war.  Die  durch  In- 
duktion gefundenen  Resultate  hat  Lagrange  mittelst  eines  symbo- 
lischen Kalküls^')  streng  begründet*^). 

Sind  T^T^T^  ...  TnTn^i  ...  Glieder  einer  vorgelegten  Reihe 
und  D^D^D^  , . ,  die  Differenzen  erster,  zweiter,  etc.  Ordnung,  d.  h. 
ist  Do  =  To;  A  =  ^1  —  ^07  A  =  ^2  —  22\  +  To>  u.  s.  f.,  so  wird 
allgemein: 

Dm  =    Tm  mTfn—l 

_,m(fn  —  l)rp  tn(m—l)(m  —  2)rp  ,  /       i\mT 

i fT2 — ^"'-^ i'äTi im~8 -f- •  •  •(,— 1;  io? 


17)  Encke,  Über  mech.  Quadr.,  Berl.  Jahrb.  1837  u.  1862  =  Ges.  Abb.  1, 
p.  21,  61. 

18)  H.  Briggs  y   Arithmetica  logarithmica ,    Lond.  1620,    Kap.  XIII;    Trigo- 
nomctria  Brit.,  Lond.  1633,  Kap.  XII. 

19)  R.  Cotes^  Canonotechnia  sive  Constructio  Tabularum  per    differentias, 
Opera  misc.  Cambr.  1722. 

20)  Moxifton,  Observationes  diametrorum  Solls  et  Liinae.     Lugd.  1670. 

21)  Lagrange^  Sur  iine  nouvelle  esp^ce  de  calcul,   Berl.  N.  Mdm.  3,  ann^e 
1772  [74]  =  Oeuvres  3,  p.  441. 

22)  Lagrange,  M^m.  sur  la  m^thode  d'interpolation,  oeuvres  6,  p.  663. 
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und  umgekehrt  [I  E,  Nr.  4]: 

(20)  r.=  2)o  +  nA  +  ^i-^A  +  '^2^^A  +  ---- 

Ist  n  eine  ganze  Zahl  und  ist  die  Funktion^  welche  die  Werte  T 
darstellt^  eine  ganze  vom  Grade  Vj  sodass  Dr+i  =  0  wird,  so  kann 
die  Formel  (20)  (die  Newton'sche  Interpolationsformel  [Nr.  4])  durch 
successive  Addition  aus  den  Differenzen  gebildet  werden;  z.  B.  man  be- 
rechnet von  der  Funktion  \0^  —  \0\z^  —  lO^z  +  1799  die  Werte 
för  ier  =»  0;  1;  2;  3  direkt  und  bildet  das  Differenzenschema: 
e  f  fi  fu         fm 

0  + 1799 

1  +  1599  142 

2  +1257     -^     -   82     +60  (konstant). 

424 

3  +   833         ^^ 

Die  übrigen  Werte  folgen  dann  durch  folgende  Rechnung: 

0      Do         A        A        A 

0  +1799  —200  —142  +60 

1  +1599  —342  ^   82  +60 

2  +1257  —424  —   22  +60 

3  +  833  —446  +  38  +60 
4+387  —408  +  98  +60 
5—21  —310  +158  ... 

6  —   331     —152     .... 

7  —   483     .... 


Ist  nun  die  Aufgabe  gestellt,  zwischen  die  Glieder  der  Reihe 
T^f  Tif , . ,  andere  einzuschalten^  welche  dasselbe  Gesetz  befolgen^  also 
die  neue  Reihe  tQ,  t^, . , ,  mit  den  Differenzen  d^,  d^,  d^, , . ,  zu  bilden, 
fOr  welche  allgemein  im»  =^  Tg  sein  soll,  so  kommt  es  offenbar  nur  da- 
rauf an,  die  Differenzen  d^,  d^,  d^y . . .  durch  bekannte  Grössen  auszu- 
drücken, um  dann  durch  successive  Summation  die  eingeschalteten 
Glieder  herzustellen.     Lagrange  findet: 

d,  =  aA  +  6A4-1  +  cA+s  +  dA+3  H , 

1 

a  =  -, 

2«  (1  — w)(l  — 2w)       ,    «—1     1  — m, 
2  1-2. 3  m"  '        2        121»^ 
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, 8g(l— m)(l— 2m)(l  — 8m)  2g-~  1  (1— m)(l  — 2w),    .    s  — 2  1— m 

T  l~2.3^m»  ^"r        8  1    2    3"m«~       '        3      12m^' 

y 

womit  das  Mouton'sche  Problem  allgemein  gelöst  ist. 

Schliessen   die  Differenzen   der   Reihe    T  mit   Dr    ab,   so   dass 
2)r-f-i  =  0  wird,  so  wird: 

für  5  =  r  dr     =aDr:    »  =  — i, 

m 


r — 1    dr-i  =  aX)r-i  +  ^-Dr;  « 


_  (r-i)(i-f>i) 


,,    s  =  r  —  2    dr-.%  =  aDr-i  +  bDr^i  +  cDr'^ 

(r  — 2)(1  — m)(l  — 2m)    ,   (r  —  2)(r  — 8)(1  — m)* 
1-2. 3m''  8m'*  ' 

Wünscht  man  in  obigem  Beispiel  zwischen  je  2  Glieder  der 
Reihe  weitere  4  einzuschalten,  ako  jedes  Intervall  in  5  Unterteile  za 
teilen,  so  hat  man  zu  setzen  m  «=  5,  r  =«  3  und  findet  mit: 

2)i  =  — 200,  2),==  — 142,  1)3  = +  60 

die  Differenzen  der  vervollständigten  Reihe: 

d,  =  —   7,60 

d,  =  —  25,76, 

und  damit  durch  folgende  Rechnung  die  eingeschalteten  Glieder: 

e 
0,0    +1799,00    —25,76     —7,60    +0,48 

0,2  +1773,24  —33,36  —7,12  +0,48 

0,4  +1739,88  —40,48  —6,64  +0,48 

0,6  +1699,40  —47,12  —6,16  +0,48 

0,8  +1652,28  —53,28  —5,68  +0,48 

1,0  +1599,00  —58,96  —5,20  +0,48 

1,2  +1540,04  —64,16  —4,72  +0,48 

1,4  +1475,88  —68,88  —4,24  +0,48 

1,6  + 1407,00  —  73,12  —  3,76  •  •  •  • 

1,8  + 1333,88  —  76,88  •  •  •  • 

2,0  + 1257,00  ....  • 
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Betreffs  weiterer  Beispiele  und  Methoden  sehe  man  Ä,  A.  MarJco/fy 
Differenzenrechnnng^  Eap.  lY^  Herstellung  und  Benutzung  mathe- 
matischer Tabellen.  Der  Gegenstand  ist  auch  behandelt  von  Z7.  J.  Le- 
verrier,  Ann.  de  FObs.  de  Paris  1,  1855,  p.  125. 

Wertvolle  Winke  für  Berechnung  von  Tafeln  findet  man  in  der 
Encke'schen  Abhandlung  „Über  die  Dimensionen  des  Erdkörpers"  Berl. 
astr.  Jahrb.  für  1852. 

10.  Interpolation  duroh  periodisohe  Reihen.  Die  Interpolar 
tion  periodischer  Funktionen  durch  periodische  Beilien  von  der  Form: 

(21)  T  =  Y  +  *4  ^8  ^  +  ^«  ^^s  2^  +  •  •  •  +  a»  cos  n^ 

+  ßi  sin^  +  ßt  sin2^  + [-  /S«  sinw^ 

ist  schon  von  Lagrange  ^^)  an  mehreren  Stellen  behandelt  worden^  in 
abschliessender  Weise  hat  sich  Gauss  ^)  damit  beschäftigt.  Sind  die 
Werte  Ay  B,  . .  ,y  L  bekannt^  welche  T  für  die  2n  +  1  Werte  von  U 
a^hj  Cj  .,.jl  annimmt^  so  bietet  die  Li^ange'sche  Interpolationsformel 
[Nr.  3]  den  Ausdruck: 

.    t—h    .    t  —  c         .   t  —  l            .    i  —  a  .    t  —  c       .    t  —  l 
sin  — - —  am  — - —  •    •  sin  — 5—  sin  — - —  sin  — sin  — ^ — 

.    a  —  b  .    a  —  c  .    a — Z   '         .    b  —  a  .    5  —  c        .   &  —  Z  •     '*' 

Bin — - — sin—- —  •••sin — -—  am—- — sin—- sin — — — 

2  2  2  2  2  2 

der^  in  die  Form  (21)  übergeführt^  die  ^Koeffizienten  a  und  ß  kennen 
lehrt.  In  der  Praxis  tritt  dieser  allgemeine  Fall  kaum  auf;  man 
wählt  hier  für  a^  6,  c, ...  die  äquidistanten  Werte: 

worauf  die  a  und  ß  sich  durch  folgende  einfache  Formeln  bestimmen: 


(22) 


2 

«,-  =        ■     {A  cos f a  +  jB  cos i6  +  *  *  *  +  ^  cosiZ) , 
ßi  =        ■     (-4  sin ta  +  jB  sin i6  4"  '  *  *  +  L  siail). 


Oder  häufiger  und  mit  grösserem  VorteU,  man  teUt  den  Umkreis  2^ 
in  eine  gerade  Anzahl  von  Teilen;   man  kann  dann  in  der  Entwick- 


28)  Lctgrange,  Oeuvres  6,  p.  507  u.  7,  p.  641. 

24)  L.  Euler,  Opusc.  anal.  1,  Petrop.  1783,  p.  165;  W.  Bessel,  EOnigsb. 
Beob.  1  Abt.  1816,  p.  8  =  Ges.  Abb.  2,  p.  24;  Astron.  Nachr.  6  (1828),  p.  333  »= 
Ges.  Abb.  2,  p.  864;  Gauss,  Theoria  interpolationis  etc. «Werke  3,  Art.  10—41; 
man  sehe  auch  die  Darstellung  von  Leverrier,  Ann.  de  TObs.  de  Paris,  1,  1856, 
p.  108  und  von  F.  Tisserand,  Möc.  cäl.  4,  Par.  1896,  p.  16;  femer  J.  Haüd,  Sur 
le  d^veloppement  des  fonctions  en  s^ries  p^riodiques  au  moyen  de  Tinterpolation 
(Ann.  de  TObs.  de  Paris  8,  1866). 
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lung  (21)  nur  2n  Koeffizienten  bestimmen ,  d.  h.  ßn  bleibt  unbe- 
stimmt. Die  Formeln  werden  für  die  Rechnimg  am  bequemsten,  wie 
folgt,  gesehrieben.    Den  2n  Werten  von  t: 

0,  Ä,    2Ä,...(2n— 1)Ä,    wo    A  =  U, 

mögen  die  Werte  von  T: 

entsprechen;  femer  werde  zur  Abkürzung  gesetzt: 

Tr+Tn^r  =  {r,  n  +  t) 

^r  —  Tn-^r  =  \^-^)  j 

dann  wird: 

I.   t  gerade. 

y  (a,-  +  «,_,)  ==  (0,  n)  +  (2,  n  +  2)  cob  2tA  +  (4,  n  +  4)  cos  Uh  +  - 

+  (n  —  2,  2n  —  2)  cos  (n  —  2)f Ä 
■|(a<  — «,_.)  =  (l,n  +  l)+(3,  n+3)cos3iÄ+ (5,  n+5)co85tÄ+- 

+  (n  —  1,  2n  —  1)  cos  (tt  —  l)t A 
|(/S,  +  /S.-.)  =  (l,n+l)sintÄ  +  (3,n  +  3)8in3»Ä+.. 

+  (n— l,2n— l)8in(n  — l)tA 
Y  (/J,  — /},_,)  =  (2,  n  +  2)  sin  2tÄ  +  (4,  n  +  4)  sin  4»A  + .  •  • 

+  (n  —  2, 2n  —  2)  sin  (n  —  2)ih 
«(t +  «-)•=     (0,n)     +(2,n  +  2)  +  ...  +  (n-2,2n-2) 

»(?  -  «-)  =  (l,«+  1)  +  (3,  n  +  3)  +  •  •  •  +  (n  -  1,  2n  -  1). 
n.   i  imgerade. 
y  («,- + a,_,)  =  [l)  +  (;^)  cos  2ih  +  (;^)  cos  4iA  + .  • . 

I  (^,  +  /?,_,)  =  (^-^)  sin  ih  +  (4--)  sin  3a  + . .  . 
|(^,-^,_,)=(;^)sin2»A  +  (^,)sin4iÄ  +  -.. 
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Für  besondere  Werte  von  2n  treten  noch  einige  Yereinfachongen 
ein;  man  findet  die  Formeln  für  2n  =  12,  16,  24,  32  in  den  unten 
zitierten  Werken  ^^). 

Diese  Formeln  haben  den  Nachteil,  dass  man  sich  von  vorn- 
herein über  den  Wert  von  2w,  d.  h.  über  die  Anzahl  der  zu  ermit- 
telnden Koeffizienten  a  und  ß  entscheiden  ihuss;  zeigt  die  Erfahrung, 
dass  diese  Entwicklung  nicht  ausreicht,  so  muss  man  die  ganze  Rech- 
nung mit  einem  grosseren  Werte  von  2n  wiederholen.  Leverrier^^) 
hat  ein  Verfahren  angegeben,  wodurch  dies  vermieden  werden  kann; 
er  nimmt  nämlich  für  die  oben  auftretende  Grösse  hy  nach  deren  Viel- 
fachen entwickelt  wird,  einen  ganz  beUebigen  mit  2x  nicht  kommen- 
surabeln  Winkel;  dann  braucht  man  die  Rechnung  erst  abzubrechen, 
wenn  die  folgenden  Glieder  unmerklich  werden.  Die  etwas  weitläu- 
figen Formeln,  deren  Berechnung  auch  nicht  sehr  übersichtlich  ist, 
sollen  hier  wegen  ihrer  seltenen  Anwendung  nicht  angeführt  werden, 
sie  sind  neu  abgeleitet  imd  reproduziert  worden  von  Encke^, 

Die  Interpolation  in  die  Mitte  bei  periodischen  Funktionen  be- 
handelt G.  D.  E,  Weyer  in  Astr.  Nachr.  117,  1887,  p.  313. 

11.  Die  Oauohy*flOhe  InteTpolationsmethode.  CatAchy  hat  ein 
sehr  allgemeines  Ver&hren,  eine  Interpolationsformel  zu  erlangen,  an- 
gegeben^ das  sich  durch  einfache  Rechenvorschriften  auszeichnet  und 
ferner  dadurch,  dass  man  nicht  von  vornherein  an  eine  bestimmte 
Anyjibl  von  Gliedern  gebunden  ist,  sondern  die  Rechnung  beliebig 
lang  fortsetzen  kann^.  Die  Methode  zeigt,  wie  die  Koeffizienten 
a,  6,  c,  . . .  einer  allgemeinen  Entwicklung: 

(23)  y^aA  +  bB'{'cC-\ 

bestimmt  werden  können,  wenn  für  eine  ganze  Reihe  von  Werten  der 
Ä,  B,  , . .  die  entsprechenden  Funktionswerte  y  gegeben  sind.  Die 
Ä,  B, , , ,  sind  bekannte  Funktionen  beliebig  vieler  Variabein;   soll 


26)  P.  Ä.  Hansen^  Über  die  gegenseitigen  Störungen  des  Jupiters  und 
Satums,  Preisschrift  Berl.  1831,  p.  49;  Astr.  Nachr.  12  (1885),  col.  389  für  n  =  64; 
Leipz.  Abh.  6  (1867),  §  66,  p.  168;  J.  Leverrier,  Par.  Observ.  Ann.  1  (1866),  p.  137. 

26)  Par.  Observ.  Ann.  1  (1866),  p.  384. 

27)  Encke,  Über  die  Entwicklung  einer  Funktion  in  eine  periodische 
Reihe  nach  Leverrier'B  Vorschlag,  Berl.  Astr.  Jahrb.  f.  1860  »  Qea.  Abh.  1,  p.  188. 
Man  sehe  auch:  Haüely  Par.  Observ.  Ann.  8  (1866),  p.  83,  und  Sur  le  d^veloppe- 
ment  de  la  fonction  perturbatrice,  Bord.  M^m.  11,  auch  sep.  Paris  1876. 

28)  Cauchy,  M^m.  sur  Tinterpolation,  J.  de  math.  2  (1837),  p.  198  [autogr. 
1835].  Eine  sehr  einfache  Darstellung  mit  Formelschema  und  Beispiel  hat  die 
Methode  gefunden  durch  Yvon  ViUarceau,  Methode  d*interpolation  de  M.  Cauchy, 
Add.  ä  la  Conn.  des  Temps  1862,  p.  129. 

Bnoxklop.  d.  m«th.  WiMentoh.    I.  62 
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(23)  z.  B.  eine  nach  Potenzen  von  t  fortschreitende  Reihe  sein,  so 
ist  zu  setzen  B  ^=^ty  C  -=  t^, , , ,  Ist  der  Zusammenhang  von  y  und 
Ä,  B,.,.  nicht  von  vornherein  linear,  wie  in  (23)  angenommen,  so 
kann  ein  solcher  doch  durch  Einftthrung  von  Näherungswerten  der 
Unbekannten  a,  6, . . .  hergestellt  werden. 

Von  dem  Wesen  der  Methode  kann,  ohne  in  den  zwar  übersicht- 
lichen aber  weitläufigen  Formelapparat  einzugehen,  hier  nur  angeführt 
werden,  dass  es  in  der  successiven  Elimination  der  Unbekannten 
a,  6, . . .  aus  dem  linearen  Oleichungssystem  (23)  besteht,  was  rech- 
nerisch durch  Einführung  der  sogenannten  f,zugeordnden  Summen^ 
(sommes  subordonnees)  gelingt.  So  benennt  ViUarceau  die  Summe 
z.  B.  von  allen  gegebenen  Grössen  y,  nachdem  jede  einzelne  mit  +  1 
oder  —  1  multipliziert  ist,  je  nachdem  der  zugehörige  Argumentwert 
Ä  positiv  oder  n^^tiv  ist;  die  Reihe  der  Argumentwerte  Ä  heisst 
die  Dominante,  da  sie  durch  ihre  Zeichen  die  Summe  der  y  bestimmt. 

Über  den  Zusammenhang  der  Gauchy'schen  Methode  mit  dem 
allgemeinen  Eliminationsproblem,  mit  der  Ausgleichungsmethode  nach 
dem  Prinzip  der  kleinsten  Quadrate  und  mit  den  TschehyschefiTschen 
Ausgleichungsmethoden,  findet  man  die  reichhaltige  Litteratur  ange- 
geben und  referiert  in  Badm,  ^tudes  sur  les  formules  d'interpolation 
Kap.  II. 

12.  Interpolation  durch  die  Exponentialfanktion.  K  Prony  in- 
terpoliert gegebene  Grössen  durch  Verwendung  von  Exponentialfunk- 
tionen (J.  ^c.  polyt.  1795,  cah.  2,  p.  24). 

13.  Interpolation  bei  zwei  Variabein.  Handelt  es  sich  um 
die  interpolatorische  Darstellung  von  periodischen  Punktionen  zweier 
Variabeln,  so  kann  man  Reihen  verwenden,  die  nach  den  sin  und  cos 
der  Vielfachen  beider  Argumente  fortschreiten*^)  oder  aber  man  kann 
eine  Entwicklung  nach  Eugelfunktionen  wählen.  Wenn  man  über  die 
Argumente  nicht  &ei  verfügen  kann,  müssen  die  imbestimmten  Koef- 
fizienten dieser  Entwicklungen  durch  Auflösung  eines  linearen  Glei- 
chungssystemes  —  im  Falle  es  sich  um  Beobachtungen  handelt,  unter 
Zugrundel^e  eines  Ausgleichungsverfahrens  [I  D  2]  —  ermittelt  wer- 
den; können  für  die  Argumente  aber  ganz  bestimmte  Werte  an- 
genommen werden,  so  sind  die  Rechenvorschriften  einer  ausserordent- 
lichen Vereinfachung  fähig.     Für  die  Entwicklung  nach   Kugelfunk- 


29)  Siehe  u.  a.  Leverrier,  Par.   Observ.   Ann.   1,  1855,   p.  117.     Vgl.  noch 
W.  Bessel,  Berl.  Abh.  1820/21,  p.  56  =  Ges.  Abh.  2,  p.  362. 


12.  Interpol,  etc.    18*  Interpol,  bei  zwei  Var.    14.  TschebyscbeffVhe  Meth. '819 

tionen  hat  dies  Fr.  Neumann  ^)  gezeigt.  H.  Sediger^^)  hat  hierzu 
Tafeln  entworfen^  die  den  Rechenprozess  auf  ein  Minimum  bringen. 

14.  Die  Interpolationsmethoden  von  Tsohebysoheff.  Die  Tsche- 
htfscheff^ sehen  Interpolationsmethoden^^)  zeigen,  wie  die  Eonstanten  Ä 
in  der  parabolischen  Interpolationsformel: 

F(x)  =  ^  +  -^^a:  +  J,a?«  +  . . .  +  AnX- 

bestimmt  werden  können,  wenn  für  eine  Reihe  verschiedener  Werte 
von  Xy  deren  Zahl  n  weit  übersteigt,  der  numerische  Wert  der  ein- 
deutigen und  stetigen  Funktion  F{x)  gegeben  ist.  Dieselben  haben 
durch  0.  Beuikhmd^^)  und  P.  Ha/reer^)  Darstellungen  mit  Beispielen  und 
Hilfstafeln  gefunden.  Badau^)  giebt  gleichfalls  eine  vollsiandige 
Analyse  derselben.  Die  beste  Bestimmung  der  A  ist  natürlich  die 
nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate;  diese  wird  durch  ein  viel 
einfacheres  Rechnungs verfahren  ersetzt,  das  sich  wenigstens  mit  dem 
Tschebyscheff'schen  Apparat  in  Kürze  nicht  charakterisieren  lässt. 
H,  Bruns^)  hat  nachgewiesen,  wie  man  ausgehend  von  der  Fourier- 
schen  Entwicklung  auf  einem  geraden  Wege  zur  TschebyscheflF*schen 
Interpolationsformel  gelangen  kann.  — 

In  einer  weiteren  Abhandlung'')  setzt  Tschebyseheff  eine  Methode 
auseinander,  welche  die  Koeffizienten  der  Entwicklung: 

WO  ifx{x)  vom  Grade  A  in  a:  ist,  giebt,  und  zwar  die  im  Sinne  der 
Methode  der  kleinsten  Quadrate  wahrscheinlichsten  Koeffizienten.    In 


30)  Fr.  Neumann,  Astronom.  Nachr.  15  (1838),  p.  313,  abgedruckt  Math. 
Ann.  14,  p.  667.  Siehe  auch  die  ausführliche  Darstellung  in:  Vorl.  über  das 
Potential  etc.  von  Fr.  Neumann,  herausg.  von  C.  Neumann,  Leipz.  1887. 

31)  Seeliger,  Über  die  interpolatorische  Darstellung  einer  Funktion  durch 
eine  nach  Kugelfunktionen  fortschreitende  Reihe,  Münch.  Ber.  20  (1890),  p.  499. 

82)  Sur  rinterpolation  dans  le  cas  d'un  grand  nombre  de  donn^es  foumies 
par  les  observations,  St.  P^tersbourg  M^m.  (7)  1,  n^  6,  1869  =  Oeuvres  1,  p.  387. 

33)  Baeklund,  Über  die  Anwendung  einer  von  P.  Tschebyadieff  vorge- 
schlagenen Interpolationsmethode,  St.  P^tersbourg  M^l.  math.  tir^s  du  Bull,  de 
PAc.  6,  1884. 

34)  Harzer,  Über  eine  von  Tschebyseheff  angegebene  Interpolationsformel, 
Astr.  Nachr.  116  (1886),  p.  337. 

36)  Radau,  £tudes  sur  les  form.  d'Interpolation  Kap.  III. 

36)  Bruns,  Astr.  Nachr.  146,  p.  161 :  „Über  ein  Interpolationsverfahren  von 
Tschebyseheff",  1898. 

87)  Tschebyseheff,  Sur  les  fractions  continues,  J.  de  math.  (2)  3  (1868),  p.  289 
(traduit  du  Busse  par  J.  Bienajm^  =  Oeuvres  1,  p.  203.  Über  Tsehebyscheff^  ein- 
schlägige Leistungen  siehe  die  Biographie  von  A.  Wassilieffj  Turin  1898  [Ab- 
druck aus  Bull.  bibl.  1  (1898),  p.  33,  81,  113]. 
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der  Note:  Sur  une  nonvelle  formüle^  St.  P^tersb.  Md.  math.  et  astr.  2, 
1859^  giebt  er  eine  Methode  zur  leichten  Berechnung  dieser  Koeffi- 
zienten, wenn  die  Argumente  aquidistant  sind.  In  der  Abhandlung: 
„9xa  l'interpolation  par  la  mSÜL  des  moindres  carr^  (St.  P^rsbouig 
M&n.  1;  1869  «=  Oeuvres  1,  p.  473)  wird  die  Berechnung  der  Koeffi- 
zienten im  allgemeinen  Fall  durch  einen  bequemen  Kalkül  gezeigt 
Dass  die  Methode  der  kleinsten  Quadrate  den  einfachsten  gemein- 
samen G^ichtspunkt  fBr  eine  grosse  Klasse  von  Entwickelimgen  ab- 
giebt^  welche  die  Tschebyscheff'sche  Formel,  die  Fourier'schen  Reihen, 
die  Entwickelung  nach  Kugelfimktionen  und  ähnliche  Reihen  —  die 
w^en  ihres  interpolierenden  Charakters  ^^Interpolationsreihen^  genannt 
werden  —  umjhssen,  hat  J.  P.  Oram  ^  nachgewiesen. 

88)  Oram,  J.  f.  Math.  94  (1883),  p.  41   (zuYor  in   einer  dftnisch   geschrie- 
benen Dias,  EjOb.  1879). 
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I.  Allgemeine  Probleme. 

!•  IMiiffihmng  des  Walmoheinliohkeitsbegrifta  in  die  StaÜBtik. 
Den  ältesten  Vertretern  der  sogenannten  „Politischen  ArHhmetik'  ist 
der  Gedanke  geULufig^  dass  in  den  numerischen  Verhältnissen^  mit 
denen  sich  dieser  Wissenszweig  beschäftigt^  nur  unter  der  Bedingung 
einer  hinreichend  grossen  Zahl  von  Einzelbeobachtungen  (von  be- 
obachteten Individuen)  eine  gewisse  Regehnässigkeit  hervortritt^  wo- 
rauf sich  dann  das  methodologische  Prinzip  gründet^  den  statistischen 
Schlussfolgerungen  xmd  Vorausberechnungen  ein  möglichst  ausgedehn- 
tes Beobachtungsfeld  unterzulegen^)'). 

Für  eine  Verbindung  dieses  Standpunktes  mit  der  Wahrscheinlich- 
keitsrechnung wurde  indessen  erst  durch  Joe  I  Bemouüi  [I  D  1^  Nr.  8] 
die  Grundk^e  geschaffen,  weil  von  ihm  die  Betrachtung  der  Ergebnisse 
wiederholter  (zahhreicher)  Versuche  eingeleitet  und  die  Unterscheidung 
zwischen  der  Wahrscheinliehkeitsbestimmung  a  priori  xmd  a  posteriori 
zum  erstenmal  klar  formuliert  worden  ist').  Nach  Massgabe  des 
jfBemouUf Bchen  Theorems^  wurde  es  fortan  möglich,  die  empirisch 
festgestellte  Stabilität  verschiedener  statistischer  Quotienten  dadurch 
dem  Verständnis  im  allgemeinen  näher  zu  bringen,  dass  man  diesel- 
ben als  mehr  oder  weniger  genaue  Werte  bestinunter,  den  in  Frage 
stehenden  Massenerscheinungen  zu  Grunde  liegender  Wahrscheinlich- 
keiten auffasste^).  Hierin  besteht  der  Kernpunkt  der  Anwendung 
der  WahrscheinHchkeitsrechnung  auf  Statistik.  Die  Anwendung  geht 
aber  über  eine  lediglich  logische  hinaus  und  erhält  einen  fnathemaU- 
sehen  Inhalt    erst  wo  es  unternommen  wird,   den  Grad  der  Annähe- 


1)  Vgl.  z.  B.  über  Jöhan  dt  Witt  (1625—1672)  in  den  „Mämoires  pour  ser- 
vir  k  Fhistoire  des  assurances  sur  la  Tie  et  des  rentes  viagäres  auz  Pajs-Bas, 
publik  par  la  Soci^i^  gänärale  Näerlandaise  d'assurances  snr  la  vie**,  Amster- 
dam 1898,  p.  27  u.  41—42. 

2)  In  allgemeiner  Form  scheint  den  im  Text  erwähnten  Gedanken  zum 
erstenmal  G.  J.  *s  Crravesande  (1737)  ausgesprochen  zu  haben.  Siehe  F.  J(^m^ 
Geschichte  der  Statistik,  Stuttgart  1884,  p.  283. 

8)  E.  Ceüber,  Die  Entwicklung  der  Wahrscheinlichkeitstheorie  und  ihrer 
Anwendungen,  Deutsche  Math.-V.  7,  Leipz.  1899,  Nr.  31. 

4)  Es  giebt  Theoretiker  der  Statistik,  welche  eine  Heranziehung  der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung  zur  Erklärung  der  Regelmässigkeit;  die  sich  in 
den  statistischen  Ergebnissen  äussert,  bezw.  zur  Begründung  der  statistischen 
Methode  nicht  nur  für  überflüssig,  sondern  geradezu  für  verkehrt  halten,  wie 
z.  B.  Ä.  M,  Guerry,  Statistique  morale  de  TAngleterre  compar^e  avec  la  statis- 
tique  morale  de  la  France,  Paris  1864,  p.  XXXUI  fg.  und  G.  F.  Knapp^  mQ^®* 
telet  als  Theoretiker**  in  Hildebrand*s  Jahrb.  f.  Nat.-Oekonomie  u.  Stat.  18  (1872), 
p.  116—119. 
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rung  jener  empirisehen  Quotienten  an  die  betreffenden  abstrakten 
Wahrscheinlichkeiten  zu  bestimmen^  beziehungsweise  die  methodolo- 
gische Forderung  nach  einem  grossen  Beobachtungsfelde  numerisch 
zu  präzisieren. 

2.  Die  yon  Laplaoe  begründeten  Methoden  zur  Bestimmung 
des  (Genauigkeitsgrades  statistisoher  Ergebnisse,  Sohlussfolgerongen 
nnd  Konjekturalbereohnungen.  Eine  Anwendung  der  Wahrschein- 
lichkeitsrechnung auf  Statistik  in  dem  zuletzt  angedeuteten  Sinne  setzt 
eine  entsprechende  analytische  Formulierung  des  BemouUfBchen.  Theo- 
rems voraus y  welche  in  der  bekannten  bequemen  Form^  die  sich  seither 
eingebürgert  hat;  gegeben  zu  haben^  wie  man  weiss,  das  Verdienst 
von  S.  Laplace  ist  [I  D  1,  Nr.  12,  14].  Er  benutzte  auch  selbst  die 
Resultate  seiner  hierher  gehörenden  analytischen  Untersuchungen,  und 
zwar  zum  Teil  noch  ehe  es  ihm  gelimgen  war  denselben  die  erwähnte 
endgiltige  Form  zu  verleihen,  zur  Lösung  gewisser  statistischer  Fragen. 
Auf  ihren  allgemeinsten,  einfachsten  und  für  die  Statistik  massgeben- 
den Ausdruck  gebracht,  lauten  die  hierbei  in  Betracht  kommenden 
Sätze  wie  folgt: 

1.  Ist  in  m  bezw.  n  aus  s  Fällen  ein  bestimmtes  Ereignis  ein- 
getreten bezw.  ausgeblieben  und  bedeutet  p  die  Wahrscheinlichkeit 
dieses  Ereignisses  bei  jedem  einzelnen  Fall,  so  wird  die  Wahrschein- 

(SM 

lichkeit  dafür,  dass  der  Quotient  —  in  den  Ghrenzen  p^^  z  enthalten 
ist,  wenn  s  eine  grosse  Zahl  ist,  mit  hinlänglicher  Genauigkeit  durch: 


y«J 


P,  =  -4=      e-^dt 


ausgedrückt,  wobei: 


zu  setzen  ist  (I  D  1,  Nr.  14). 

2.  Liegen  zwei  analoge  Beobachtungsreihen  vor,  denen  die  Be- 
obachtungs-  und  Ereigniszahlen  Sy  m,  n  bezw.  s',  m\  W  und  die 
Wahrscheinlichkeiten  p  bezw.  p'  entsprechen,   und  hat  sich  bei  den 

Quotienten    —  und  —  eine  positive  Differenz   d  =^  -r  —       ergeben, 

SS  SS 

80  wird  durch  —  (1  -j-  Pt)  die  Wahrscheinlichkeit  ausgedrückt,  dass 
p'  grösser  sei  als  p,  wobei: 


t 


-,Y, 


«»«'» 


2(tnns**+mn's^ 
zu  setzen  ist*)*). 


6)  Laplace    Memoire  sur  les  probabüit^s,  Nr.  26  (Par.  Hist.  177S  [81]  — 
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3.  Sind  unter  bestimmten  Yerlialtinissen  Ereignisse  (Thatsachen) 
von  zwei  yerschiedenen  Arten  a  bezw.  b  male  beobachtet  worden  und 
ist  für  eine  andere  analoge  Beobachtungsgruppe  nur  die  eine  der 
betreffenden  Zahlen,  z.  B.  a'  gegeben ,  so  lasst  sich  die  unbekannte 

b'  aus  der  Formel  &'-«  —  a'  ermittebi,  wobei  die  Wahrscheinlichkeit 

für  die  Differei«  b'-^a',  in  den  Grenzen  +z  enthalten  zn  sein, 
wiederum  in  Pt  ihren  Ausdruck  findet  und  t  sich  aus  der  Gleichung 

bestimmt,  in  welcher  für  c  entweder  a  -{-b  oder  a  —  b  oder  b  —  a 

h  h' 

ZU  setzen  ist,  je  nachdem  man  die  Quotienten  —  und  -7  als  NShe- 

rungswerte  von  y~  ^®^  ^^°  P  ^^^^  ^^°  "~  betrachtet,  wo  p  die 
Wahrscheinlichkeit  eines  einfachen  Ereignisses  bedeutet^). 


OeuYTefl  9,  p.  8S3),  Suite  du  memoire  sor  les  approzimatioiis  des  formales  qui 
8ont  fonctions  de  trte  grands  nombres,  Nr.  88—40  (Par.  Hist.  1788  [86]  —  OeuTres 
10,  p.  296)  und  Th^rie  analytique  des  probabilit^  (Oeuvres  7),  Livre  11,  Nr.  29. 
Loplooe  wendet  die  betreffenden  Formehi  auf  die  Frage  des  ZaUenverhlÜtoisses 
an,  in  welchem  die  geborenen  Knaben  zu  den  geborenen  Mädchen  stehen. 

6)  Von  Poisson  (Becherches  sur  la  probabilit^  des  jogements,  Paris  1887, 
Nr.  88)  rührt  eine  Yerallgemeinenuig  dieses  Satzes  her,  welche  darin  besteht, 
nach  der  Wahrscheinlichkeit  sn  fragen,  dass  die  Wahrscheinlichkeit  p'  zum 
mindesten  um  den  positiven  Betrag  i  die  Wahrscheinlichkeit  p  übertreffe. 
Hierbei  muss  der  Faktor  d  in  dem  Ausdruck  für  t  durch  d  —  b  ersetzt  werden, 
wobei  die  Grösse  e  so  zu  wählen  ist,  dass  d'^i. 

7)  Laplace,  Sur  les  naissances,  les  mariages  et  les  morts  k  Paris  etc. 
(Par.  Eist.  1788  [86],  p.  693  fg.  —  Oeuvres  11,  p.  85).  Hier  bedeuten  a  und  h 
die  Zahlen  der  jährlichen  Geburten  bezw.  der  Einwohner  in  einer  bestimmten 
Anzahl  der  Gemeinden  Frankreichs  und  a*  und  b'  die  entsprechenden  Zahlen 
für  das  ganze  Königreich.  Dabei  wird  jedes  existierende  Individuum  einer  ge- 
zogenen weissen  und  jede  Geburt  einer  gezogenen  schwarzen  Kugel  gleich  ge- 

h  p 

achtet.    Der  Quotient  —  wird  also  als  Näherungswert  von  --^- —  behandelt. 

Dagegen  in  der  Theorie  anal.  d.  prob.,  livre  2,  Nr.  31,  wo  Lapkux  die  Frage 
der  Ermittlung  der  Bevölkerungszahl  Frankreichs  auf  Grund  einer  partiellen 
Volkszählung  und  der  Geburtenstatistik  von  neuem  untersucht,  vergleicht  er  die 
Bevölkerungszahl  mit  der  Zahl  der  überhaupt  gezogenen  Kugeln  und  die  Ge- 
burtenzahl mit  der  Zahl  der  gezogenen  weissen  Kugeln.  Dementsprechend  er- 
scheint —  als  Näherungswert  von  —  •   Schliesslich  bietet  Laplace  in  Nr.  30  der 

Theorie  etc.  ein  statistisches  Beispiel  für  den  Fall,  dass  —  annähernd  die 
Wahrscheinlichkeit  p  ausdrückt 
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Die  angeführten  drei  Sätze  werden  nun  entweder  in  direkter 
oder  in  indirekter  Weise  fÖr  die  Zwecke  der  Statistik  verwertet.  Im 
ersten  Fall  geht  man  auf  die  Berechnimg  von  Pt,  mit  anderen  Worten 
darauf  aus,  den  ^^Sicherheitsgrad^'  (die  „relative  Vertrauenswürdig- 
keifQ  gewisser  statistischer  Resultate  zu  bestimmen.  Im  zweiten 
Fall  wird  das  Argument  t  gleich  einem  Werte,  wie  z.  B.  2  {Poisson  *)) 
oder  3  (Lexis^)  gesetzt,  welchem  eine  Wahrscheinlichkeit  Pt  bezw. 

-_-(l  +  Pt)  entspricht,  die  praktisch  als  Gewissheit  betrachtet  werden 

kann,  wodurch  zweierlei  möglich  wird:  1)  die  äusserste  Abweichung 
des  gefundenen  empirischen  Wertes  irgend  eines  statistischen  Quo- 
tienten von  der  ihm  zu  Grunde  liegenden  mathematischen  Wahr- 
scheinlichkeit, oder  die  äusserste  Differenz  zwischen  zwei  empirischen 
Werten  eines  solchen  Quotienten,  welche  noch  dem  Zufall  zugeschrie- 
ben werden  kann,  oder  schliesslich  den  äussersten  Fehler,  mit  wel- 
chem eine  „Konjekturalberechnung^'  wie  die  oben  erwähnte  behaftet 
ist,  zu  bestimmen  und  2)  anzugeben,  wie  viele  Beobachtungen  ge- 
macht werden  müssen,  damit  die  betreffende  Abweichung  bezw.  die 
betreffende  Differenz  bezw.  der  betreffende  Fehler  eine  bestimmte 
Grenze  nicht  überschreitet  (hierbei  wird  die  angenäherte  Kenntnis 
der  in  Betracht  kommenden  Wahrscheinlichkeit  p  stets  vorausgesetzt). 

3.  Verbreitong  dieser  Methoden  snmal  unter  dem  Einflüsse 
Poisson*s.  Diese  verschiedenen  Modi  der  Anwendung  der  Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung auf  Statistik  haben  im  weiteren  Verlauf  der 
Entwicklung  der  statistischen  Forschung  eine  ungleiche  Verbreitung 
gefunden.  Am  seltensten  wurde  der  Genauigkeitsgrad  von  Eonjek- 
turalberechnungen  der  erwähnten  Art  ermittelt  und  zwar  aus  dem 
Ghrunde,  weil  mit  dem  entschiedenen  Fortschritt,  den  die  erschöpfende 
Massenbeobachtung  der  gesellschaftlichen  Erscheinungen  im  19.  Jahr- 
hundert gemacht  hat,  die  Statistik  von  jenen  Eonjekturalberechnungen, 
welche  sie  in  ihren  Anfängen  geradezu  beherrschten^^),  allmählich  ab- 
gekommen ist^^).  Relativ  häufig  wurde  dagegen  zu  einer  direkten 
Anwendung   des   zweiten   der    angeführten    Sätze   gegriffen,  nament- 


8)  Recherches  sur  la  prob.  d.  jug.,  p.  372  fg.  Vgl.  J.  Gavarret^  Principea 
g^närauz  de  statistique  mädicale,  Paris  1840,  p.  257. 

9)  Einleitung  in  d.  Th.  der  B.-S.  Nr.  80  fg. 

10)  Vgl.  J.  Chraunt^  Natural  and  political  observations  etc.,  London  1661, 
Kap.  Vn  fg.  und  W.  PeUy's  Essays  in  Political  Arithmetic,  London  1688,  z.  B. 
Of  the  Growth  of  the  city  of  London  etc. 

11)  Zu  vgl.  jedoch  A.  N,  Kiär,  Die  repräsentative  Untersuchungsmethode. 
AUg.  Statist.  Archiv  6  (1898),  p.  1  fg. 
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lieh  in  der  medizinischen  (therapeutischen)  Statistik  (zum  Zwecke 
der  Ergründung  der  Wirksamkeit  verschiedener  Heihnethoden),  weil 
auf  diesem  Gebiete  die  Eliminiemng  des  Zufedls  wegen  der  Ter- 
hältnismassigen  Kleinheit  der  Beobaditungszahlen^  über  die  man  in 
der  Regel  verfügt ,  von  besonderer  Wichtigkeit  ist^').  Überhaupt  hat 
es  aber  über  ein  halbes  Jahrhundert  gewahrt^  bis  die  von  La^pUtce 
aufgestellte  Forderung  nach  einer  numerischen  Präzisierung  des  Zu- 
verlassigkeitsgrades  statistischer  Ergebnisse  bezw.  nach  einer  metho- 
dischen Rücksichtnahme  auf  die  zufalligen  Abweichungen  auf  diesem 
Gebiete  eine  einigermassen  allgemeinere  Beachtung  fand.  Dazu  hat 
Poisscn  wesentlich  beigetragen,  indem  er  es  verstanden  hat,  dem 
JBemouSi'schen  Theorem  eine  Fassung  zu  geben,  welche  es  geeignet 
zu  machen  schien,  auf  samtliche  in  der  Statistik  vorkommenden 
I^e  angewendet  zu  werden^  ohne  dass  dabei  die  von  Laplace  be- 
gründeten Methoden  zur  Prilzisierung  der  relativen  Sicherheit  statisti* 
scher  Ergebnisse  eine  Änderung  zu  er&hren  hatten,  weil  in  dem- 
jenigen Schema,  welches  Paisson  für  eine  Verallgemeinerung  des 
JBSerfiouSf'schen  ausgab  und  als  „den  Fall  variabler  (Sumcen^'  bleich- 
nete,  die  Spielräume  für  die  Wirkung  der  zufälligen  Ursachen  die 
alten  (von  Laplace  gefundenen)  blieben^'). 


«« 


12}  Daüiae  und  Navier  in  Par.  C.  R.  1  (1885),  p.  167  fg.  und  p.  847%., 
Gwa/rrei,  die  in  Fussnote  8  genannte  Schrift,  C.  Liebermeister ^  Über  Wahrscheinlich- 
keitsrechnung in  Anwendung  auf  therap.  Stat.  1877  (Sammlung  klinischer  Yor- 
ti^e  Nr.  110)  und  J.  v.  Kries^  Prinzipien  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung,  Frei- 
barg i.  B.  1886,  Kap.  IX,  Nr.  10  und  11. 

13)  I D  1,  Nr.  18.  Oa/oarret  a.  a.  0.  vertaritt  die  Ansicht,  dass  erst  durch 
Poiseon'B  Untersuchungen  über  den  Fall  „variabler  Chancen'^  eine  Grundlage 
för  die  Anwendung  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  auf  medizinische  Statistik 
geschaffen  worden  ist.  Dem  entgegen  sind  J.  BienaynU  (L'Inst.  7,  1889,  p.  188) 
und  A,  Ckmmot  (Exposition  de  la  throne  des  chances  et  des  probabilit^,  Paris 
(1848),  Nr.  76)  der  Meinung,  dass  der  von  Poisson  construierte  Fall  „variabler 
Chancen*^  nichts  neues  bietet  gegenüber  dem  betreffenden  von  J.  Bemouüi  und 
nachher  von  Laplace  behandelten  Schema,  welch'  letzteres  Paisaan  als  den  Fall 
„konstanter  Chancen"  bezeichnet.  Man  vergleiche  dazu  meine  „Kritischen  Be- 
trachtungen zur  theoretischen  Statistik^S  1.  Art.  (Jahrb.  f.  Nat.-Ok.  u.  Stat., 
3.  Folge,  8.  [1894],  p.  658—665) ,  wo  u.  a.  betont  wird,  dass  es  Paisson  beson- 
ders darauf  ankam  nachzuweisen,  dass  in  beiden  genannten  Fällen  die  gesuchte 
Wahrscheinlichkeit  des  in  Betracht  kommenden  einfachen  Ereignisses  sich  in 
derselben  Weise  und  mit  dem  nämlichen  Präzisionsgrad  aus  der  Erfahrung  be- 
stimmen lässt  (Recherches  etc.,  p.  149 — 150).  Wohl  findet  sich  in  der  Vorrede 
(Pr^ambule)  zu  den  ,3^cherches*^  eine  Stelle  (p.  7),  worin  es  heisst,  dass  die 
relative  Stabilität  der  Quotienten,  welche  als  Näherungswerte  einer  bestimmten 
Wahrscheinlichkeit  erscheinen,  im  Fall^  variabler  Chancen  von  der  grösseren 
oder  kleineren  Amplitude  der  Variationen  abhängt,  denen  die  in  Betracht  kom- 
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4.  Bieiiayinö*8  und  Oonmot*8  Lehre  von  den  solidarisoh  wir- 
kenden sofSlligen  Ursachen.  Gegen  die  von  Poisson  aufgestellte 
Behauptung  von  der  Allgemeingiltigkeit  des  Schemas  ^^variabler 
Chancen^'  trat  J.  Bienayme  auf,  welcher  durch  den  Versuch,  die  Lor 
pZoce'schen  Formeln  an  den  Daten  der  Statistik  zu  verifizieren,  zu 
der  Erkenntnis  geführt  wurde,  dass  die  von  der  Theorie  fÖr  die 
Schwankungen  statistischer  Quotienten  vorgezeichneten  Grenzen  auch 
in  dem  Falle,  wo  die  betreffenden  Schwankimgen  noch  als  zufallige 
erscheinen,  gewöhnlich  nicht  unerheblich  überschritten  würden,  um 
ein  derartiges  Verhalten  der  statistischen  Zahlen  mit  der  Wahrschein- 
lichkeitsrechnung in  Einklang  zu  bringen,  modifizierte  Bienayme  das 
Pois^on'sche  Schema  durch  die  Einführung  der  „Hypothese  von  der 
Dauer  der  Ursachen". 

Es  sei  das  in  Betracht  kommende  Chancensystem,  welches  mit 
der  WahrscheinUchkeit  c^  ein  bestimmtes  Ereignis  hervorbringt, 
durch  die  Werte  g^,  g^, . .  .,öf»  und  c^,  (^g, . . .,  c^  charakterisiert,  von 
denen  die  ersteren  die  Wahrscheinlichkeiten  der  verschiedenen  Ursachen 
und  die  letzteren  die  Wahrscheinlichkeiten  des  betreffenden  Ereig- 
nisses unter  der  Voraussetzung  des  Wirksamwerdens  jener  verschie- 
denen Ursachen   angeben.    Sind  femer  s  und  m  die  entsprechenden 


menden  zufälligen  Ursachen  unterworfen  sind;  die  Erfahrung  selbst,  bemerkt 
P.,  wird  in  jeder  einzelnen  Frage  erkennen  lassen,  ob  die  betreffende  Reihe  von 
Beobachtungen  hinlänglich  fortgesetzt  worden  ist  (sc.  damit  bei  der  aposteriorischen 
Ermittelung  der  in  Frage  stehenden  Wahrscheinlichkeit  der  gewollte  Annähe- 
rungsgrad  erzielt  wird).  Die  citierte  Stelle  kann  aber  schon  aus  dem  Grunde 
nicht  als  massgebend  erachtet  werden,  weil  sie  der  ganzen  Darlegung  im  Text 
direkt  widerspricht.  Diese  Stelle  sowie  eine  ähnhch  lautende  auf  S.  12  der  ge- 
nannten Vorrede  sind  übrigens  einem  älteren  Memoire  von  Poisson  (Par.  C.  R. 
1  [1885],  p.  478—479  u.  481)  wörthch  entnommen^  wie  denn  überhaupt  die 
ganze  Vorrede  zu  den  „Recherches*^  nicht  viel  mehr  als  einen  Abdruck  dieses 
Memoire  darstellt  und  es  lässt  sich  vermuten,  dass  Poisson  im  Jahre  1835  jene 
völlige  Gleichheit  der  beiden  Fälle  konstanter  und  variabler  Chancen,  welche 
in  Bezug  auf  die  Spielräume  für  die  Wirkung  zufälliger  Ursachen  besteht,  noch 
nicht  festgestellt  hatte.  Es  ist  ausserdem  wichtig,  dass  in  dem  änonc^  des  Ge- 
setzes der  grossen  Zahlen,  welches  sich  in  den  Par.  C.  R.  2  (1886),  p.  604 — 606 
findet,  von  der  Amplitude  der  Variationen  der  suftlligen  Ursachen  als  einem 
Faktor,  der  die  erwähnten  Spieliilume  mit  bestimmen  sollte,  keine  Rede 
mehr  ist.  Die  in  obigem  besprochenen  Stellen  der  Vorrede  zu  den  „Recherches^* 
werden  es  wohl  geweßen  sein,  die  Ä.  Quetelet  (Lettres  sur  la  thäorie  des  pro- 
babilit^s,  Bruxelles  1846,  p.  213)  und  anscheinend  auch  Gavarret  (Op.  c.  p.  74) 
zu  der  irrigen  Meinung  verleitet  haben,  als  ob  im  Fall  variabler  Chancen  mehr 
Beobachtungen  als  im  Fall  konstanter  Chancen  nötig  wären,  um  mit  einem  ge- 
gebenen Präzisionsgrad  den  Wert  einer  bestimmten  Wahrscheinlichkeit  aus  der 
Erfahrung  zu  ermitteln. 


\ 
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Beobachtungs-   und  Ereigniszahlen ,   so  wird   die  Wahrscheinlichkeit 

für  die  Abweichung c^,  in  den  Grenzen  +  z  enthalten  zu  sein, 

nach  Toissxm  [ID  1,  Nr.  18]  durch  P/  ausgedrückt,  wobei: 


-,Y 


2Co(l-Cb) 


B 


und  c^  =  [ßi  Ci\.  (Wegen  der  Bedeutung  des  Klammerzeichens  s. 
I  D  2,  Nr.  8.)  Dies  gilt  jedoch  nur  für  den  Fall,  wo  die  einzelnen 
Beobachtungen  von  einander  voUständig  nnabhängig  sind  oder,  mit 
anderen  Worten,  wo  bei  jeder  einzelnen  Beobachtung  die  massgebende 
unter  den  v  verschiedenen  Ursachen  sich  von  neuem  durch  Zufall 
bestimmt. 

In  dem  anderen  Falle  aber,  wo  die  jedesmal  wirksam  werdende 
Ursache  während  der  Dauer  von  je  k  Beobachtungen  fortwirkt,  wird 


m 


nach  Bienayme  die   Wahrscheinlichkeit  einer  Abweichung c^ , 


8 


8 


welche  in  den  Grenzen  -f-  e  liegt,  unter  der  Voraussetzung,  dass  y 

eine  grosse  Zahl  ist,  auch  noch  durch  P<  ausgedrückt,  nur  dass  in 
diesem  Fall  die  neue  Beziehung: 

platzgreift. 

Aus  letzterer  Formel  ersieht  man,  dass  in  dem  von  Bienayme 
konstruierten  Schema  die  Spielräume  für  die  Wirkung  der  zufälligen 
Ursachen  sich  im  Vergleich  zu  dem  Poisson'schen  Schema  erweitem 
und  zwar  um  so  beträchtlicher,  je  grösser  auf  der  einen  Seite  die 
Zahl  h  und  auf  der  anderen  Seite  der  Faktor  [y,(c,-  —  CqY]  sind.  Aber 
gerade  diejenigen  Erscheinungen,  meint  Bienayme ,  deren  Umstände 
(circonstances)  uns  am  besten  bekannt  sind,  bieten  unzweifelhafte  Bei- 
spiele der  gekennzeichneten  „Dauer  der  Ursachen'^  dar.  Mithin  seien 
die  relativ  grossen  Schwankungen  der  statistischen  Quotienten  vom 
Standpunkte  des  neuen  Schemas  begreiflich  und  können  sich  also 
gegebenen  Falles  mit  der  Voraussetzung  eines  konstanten  Ohancen- 
systems  wohl  vertragen,  wenn  nur  die  in  Betracht  kommenden  Ur- 
sachen serienweise  variieren.  Hierbei  sei  lediglich  der  Einfachheit 
halber  angenommen  worden,  dass  die  betreffenden  Beobachtungsserien, 
innerhalb  deren  kein  Ursachenwechsel  stattfindet,  *  aus  je  Je  Beobach- 
tungen bestehen.  Nichts  hindere  aber  daran,  die  Zahl  h  selbst  in 
der  einen  oder  der  anderen  Weise  variieren  zu  lassen^*). 

U)  L'Instiijut  7  ^1839),  p.  187—189. 
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Der  in  obigem  wiedergegebenen  Auffassung  Bienaym^^s  ist 
A.  Coumot  beigeiareten,  welcher  seinerseits  auf  der  Notwendigkeit  be- 
steht^ auf  statistischem  Gebiet  zwischen  den  zufälligen  Einflüssen  zu 
unterscheiden,  welche  eine  jede  Beobachtung  unabhängig  von  den  mit 
ihr  zu  einer  gemeinsamen  Beihe  verbundenen  Beobachtungen  affizie- 
ren,  und  anders  gearteten  Einflüssen,  welche  auf  die  ganze  Beobach- 
tungsreihe oder  einen  Teil  derselben  solidarisch  einwirken  und  nichts- 
destoweniger noch  zufällige  in  dem  Sinne  sind,  dass  sie  unregel- 
mässig von  Serie  zu  Serie  variieren  und  dass  die  Wirkungen  ihrer 
Variationen  sich  bei  grossen  Zahlen  von  Serien,  mithin  bei  sehr 
grossen  Zahlen  von  Individualf allen  kompensieren^^).  Coumot  hat 
die  Gedanken  seines  Vorgängers  in  zutreffender  Weise  weiter  aus- 
geführt, ohne  im  übrigen  an  den  von  jenem  aufgestellten  Formeln 
etwas  zu  ändern  und  ohne  empirisch-statistische  Belege  für  den  neuen 
Standpunkt  beizubringen. 

5,  Die  LexiB*BOhe  Dispersionstheorie.  Viel  später  hat  es  TT.  Lexis 
unternommen  zu  prüfen,  inwiefern  verschiedene  statistische  Quotienten 
bei  den  zeitlichen  Schwankungen,  denen  sie  unterworfen  sind,  die 
Grenzen  einhalten,  welche  für  die  Wirkung  der  zufälligen  Ursachen 
nach  Laplcuie  und  Foisson  massgebend  seien.  Das  von  Lexis  zu 
diesem  Zweck  angewandte  Verfahren  bestand  darin,  zuzusehen,  wie 
die  Einzelwerte  p^'y  p^^  P^y-yPo  eines  bestimmten  statistischen 
Quotienten,  welche  aufeinanderfolgenden  Zeitabschnitten  entsprechen, 

sich   um   ihren  Mittelwert  l>o'=^— Lpl]   gruppieren.     Setzt   man   der 

Einfachheit  halber  voraus,  dass  einem  jeden  von  den  genannten  Einzel- 
werten 5  Individualbeobachtungen  (beobachtete  Individuen)  zu  Grunde 
liegen,  so  wäre  zu  erwarten,  falls  es  sich  um  Näherungswerte  einer 
bestimmten  Wahrscheinlichkeit  p  und  um  völlig  von  einander  unab- 
hängige Einzelbeobachtungen  handelte,  dass  sich  jene  Werte,  nach  ihrer 
Ghrösse  geordnet,  bei  hinreichend  grossem  s  und  nicht  allzukleinem  6,  an- 
nähernd nach  Massgabe  der  Funktion  Pt  um  p^  herum  verteilen  wer- 
den, wobei  zwischen  dem  Argument  t  und  der  Veränderlichen  ät, 
welche  die  positiv  genommene  Abweichung  eines  empirischen  Wertes 
Pi   von  der  abstrakten  Wahrscheinlichkeit  p  darstellt,   die  Beziehung 

bestehen  müsste:   t  =  z^^    ,/ — r-    Die  Konstante   —  =  ä    nennt 

V  2p(l— jp)  z 

Lexis  im  Anschluss  an  einen  in  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  ein- 
gebürgerten Sprachgebrauch  (I D  2,  Nrn.  2, 4, 8)  „Präzision^.   Demnach 


16)  Exposition  etc.  Nrn.  79  and  117. 


> 
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erscheint  — -=  ==  ft  als  der  mittlere  Fehler  von  pi.  Näherungswerte 
von  h  und  /i  werden  nun  auf  der  einen  Seite  durch  die  Ausdrücke 

r  2 — 71  — — ^  hezw.  1/^^-^ —  gelief ert^  welche  in  folgendem  mit 

h'  und  fi'  bezeichnet  werden  mögen.  Auf  der  anderen  Seite  kann 
aber  der  mittlere  Fehler  von  pl  unmittelbar  aus  den  beobachteten 
Abweichungen  pi — po    näherungsweise  bestimmt  werden;  und  führt 

man  die  Bezeichnungen  ft"  bezw.  ä"  für  1/   _    \{p{  —  l>o')^]    bezw. 

T/^jY-r^— TTri  ein,  SO  müsste  obige  Erwartung  bezüglich  des  Verhal- 
tens der  Werte  Pi'^ft', . .  .,l>a'  offenbar  darin  ihren  summarischen 
Ausdruck  finden,  dass  die  Gleichung  ä'=ä"  bezw.  /i'=|Lt"  wenig- 
stens annähernd  erf&llt  ist.  In  dem  Fall,  wo  dies  zutrifft,  spricht 
Lexis  von  normaler  Dispersion^  d.  h.  von  einer  derartigen  Verteilung 
der  Werte  p^',  p^,  -  *  *,  Pa  iini  p^,  welche  mit  der  Vorstellung  ver- 
einbar sei,  dass  diesen  Werten  eine  gemeinsame  Wahrscheinlichkeit  p 
zu  Grunde  liegt  und  auf  die  betreffende  statistische  Massenerscheinung 
das  Schema  eines  gewöhnlichen  Zufallsspieles  [I  D  1,  Nr.  18]  oder  auch 
das  Pois^on'sche  Schema  variabler  Chancen  anwendbar  ist.  Weichen 
aber  die  Grössen  V  und  Ä"  bezw.  ft'  und  /i"  beträchtlich  von  einander 
ab,  so  hat  man  es  entweder  mit  einer  ühernorrnalen  oder  untemomuüen 
Dispersion  zu  thun,  je  nachdem  die  Ungleichungen  h' >  h"  bezw. 
^'  <  f*"  oder  umgekehrt  V  <  ä"  bezw.  ft'  >  ft"  platzgreifen.  Doch 
wird  auch  in  diesen  beiden  Fällen  angenommen,  dass  sich  die  Werte 
P\}  P%} ' '  -yPa  nach  Massgabe  der  Funktion  Pt  um  p^  herum  grup- 
pieren, nur  dass  das  Argument  t  sich  nicht  mehr,  wie  in  dem  Fall 
der  normalen  Dispersion,  aus  einer  der  Gleichungen  t  =  zW  oder 
t  =  zh"y  sondern  ausschliesslich  aus  der  zweiten  dieser  Gleichungen 
bestimmen  lässt.  Einer  übemormalen  Dispersion  würde  die  Vorstel- 
lung entsprechen,  dass  die  betreffende  abstrakte  Wahrscheinlichkeit, 
als  deren  Näherungswerte  die  Grössen  JPi,  p^', . .  .,i><j'  erscheinen, 
nicht  mehr  konstant  bleibt,  sondern  ihrerseits  zufällige,  dem  Ex- 
ponentialgesetz  [I  D  2,  Nrn.  2,  4]  sich  fügende  Änderungen  erfährt. 
Dagegen  würde  eine  untemormale  Dispersion  auf  einen  besonderen 
inneren  Zusammenhang  der  Einzelereignisse,  aus  denen  sich  die  be- 
treffende Massenerscheinung  zusammensetzt,  hindeuten. 

Vom  Standpunkte  der  angeführten  theoretischen  Erörterungen 
untersuchte  Lexis  eine  Anzahl  statistischer  Quotienten  auf  den 
Grad  ihrer  Stabilität  hin  imd  fand,  dass  die  straffste  Formel,  in 
welche   sich  menschliche  Massenerscheinungen  erfahrungsmässig  ein- 
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fQgen  lassen^  die  der  normalen  Dispersion  sei.  Letztere  ist  namentlich 
bei  dem  Zahlenverhältnis,  in  welchem  die  geborenen  Mädchen  zu  den 
geborenen  Knaben  stehen^  (und  zum  Teil  auch  bei  dem  analogen  Ver- 
hältnis zwischen  den  Zahlen  der  Verstorbenen)  nachweisbar.  Hier 
zeigt  sich  für  verschiedene  Länder  und  Zeiträume  eine  bemerkens- 
werte Übereinstimmung  zwischen  den  von  der  Wahrscheinlichkeits- 
rechnung auf  Grund  der  ZopJace'schen  Formeln  für  die  Schwankimgen 
der  betreffenden  Zahlenwerte  vorgezeichneten  Grenzen  und  denjenigen 
Grenzen,  in  denen  sich  diese  Zahlenwerte  thatsächlich  bewegen.  Eine 
Gegenüberstellung  der  Werte  W  und  Ä"  ergiebt  zwischen  beiden  nur 
solche  Unterschiede,  deren  zufälliger  Ursprung  ausser  Zweifel  steht. 
Aber  für  verschiedene  andere,  dem  Gebiete  der  Bevölkerungs-  und 
der  Moralstatistik  entnommene  Quotienten  stellte  Lexis  fest,  dass  die 
aus  denselben  gebildeten  Reihen  durch  eine  stark  ausgesprochene  Un- 
gleichheit der  Grössen  h'  und  W  sämtlich  charakterisiert  sind,  wobei 
sich  stets  ergiebt,  dass  die  erste  dieser  Grössen  die  zweite  —  und  zwar 
oft  um  ein  vielfaches  —  übertriflFfc.  Zugleich  gestattet  die  Art,  wie 
sich  die  Einzelwerte  eines  bestimmten  Quotienten  um  den  entsprechen- 
den Mittelwert  gruppieren,  nur  ausnahmsweise  einen  einigermassen 
sicheren  Schluss  darauf,  dass  im  gegebenen  Fall  übemormale  Disper- 
sion vorläge,  weil  eine  Unterwerfung  der  Abweichungen  jener  Einzel- 
werte vom  Mittel  unter  das  Exponentialgesetz  in  den  meisten  Fällen 
nicht  zu  erwirken  ist.  Wenn  nun  aber  eine  statistische  Grösse,  ohne 
sich  bei  ihren  Variationen  nach  jenem  Gesetze  zu  richten,  dennoch 
eine  gewisse  Stabilität  aufweist,  so  hätte  man,  meint  LexiSy  „ein  rein 
empirisches  Gleichbleiben  der  beobachteten  Verhältniszahlen,  das  mit 
der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  keinen  bestimmten  Zusammenhang 
besitzt.  Insbesondere  ist  es  dann  auch  ein  rein  empirischer  Schluss, 
dass  die  Beobachtungen  des  nächsten  Jahres  wieder  ein  ungefähr 
gleiches  Verhältnis  ergeben  werden;  denn  wir  sind  nicht  berechtigt, 
nach  den  Regeln  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  Fehlergrenzen  fär 
das  Ergebnis  der  nächstjährigen  Beobachtungen  anzugeben,  wenn  in 
der  vorliegenden  längeren  Reihe  von  Jahren  die  Abweichungen  der 
Einzelresultate  vom  Mittel  sich  so  ganz  und  gar  abweichend  von  der 
Wahrscheinlichkeitstheorie  verteilen^' ^•). 


16)  Lexis,  Znr  Theorie  der  Massenerscheinungen,  Nr.  28.  Man  vgl.  auch: 
Das  GeschlechtsTcrhältnis  der  Geborenen  und  die  Wahrscheinlichkeitsrechnung 
in  den  Jahrbüchern  für  Nat.-Ok.  u.  Statistik  von  Htldebrand- Conrad,  27,  1876, 
p.  209  fg.  Über  die  Wahrscheinlichkeitsrechnung  und  deren  Anwendung  auf  die 
Statistik,  ebendaselbst,  Neue  Folge  18,  1886,  p.  438  fg.    Im  Handwörterbuch  der 
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In  den  Ergebnissen  seiner  Untersuchungen  begegnete  sieb  Lexis 
mit  E,  Dormoy^'^y  welcher  unabhängig  von  ihm  auf  den  G^anken  ge- 
kommen war^  in  ähnlicher  Weise  die  erwartungsmässigen  Schwankungen 
verschiedener  statistischer  Quotienten  mit  ihren  effektiven  Schwankungen 
zu  vergleichen.  Dabei  hielt  sich  aber  Dormoy  im  Gegensatz  zu 
Lexis  ^^)  nicht  an  den  mittleren,  sondern  an  den  durchschnittlichen 
Fehler  [I  D  2,  Nr.  8],  d.  h.  an  das  arithmetische  Mittel  aus  den  positiv 
genommenen  Abweichungen  der  Werte  p^,  jp/, . .  .y  pj  von  p^.    Der 

theoretische  Wert  dieses  durchschnittlichen  Fehlers  ist  «  =  — ;=,  wo 

Ä««l/-— — -r,  und  als  empirische  Werte  desselben  ergeben  sich 
auf  der  einen  Seite   «'==1/—  ^o  ^  -~  Po ;   ^j^j  ^^^  j^j.  anderen  Seite 

«"=  — [+(p/  —  Po')]-   Das  Verhältnis  —  nannte  Dormoy  „coefficient 

de  divergence"  und  fand,  dass  dasselbe  nur  in  dem  Beispiel  des  Ge- 
schlechtsverhältnisses der  Geborenen  von  der  Einheit  wenig  verschie- 
den ist,  in  den  sonstigen  Beispielen  aber  viel  grössere  Werte  an- 
nimmt. 

6,  Das  Sohema  einer  serienweise  variierenden  Wahrsohein- 
liohkeit  und  dessen  Anwendung  auf  die  Statistik.  Es  ist  das  Cha- 
rakteristische der  besprochenen  Untersuchungen,  aus  denen  sich  als 
allgemeine  Regel  eine  weitgehende  Discrepanz  zwischen  den  Erwar- 
tungen der  Theorie  und  den  Thatsachen  der  Statistik  ergeben  hatte, 
dass  den  betreffenden  Quotienten  stets  grosse  Beobachtungszahlen  ent- 
sprachen. Als  sich  aber  Lexis  statistischen  Reihen  mit  massigen 
Beobachtungszahlen  zuwandte,  konstatierte  er  im  allgemeinen  eine 
viel  grössere  Annäherung  an  die  Erfüllung  des  Kriteriums  einer  nor- 

malen  Dispersion,   indem  sich  für  die  Grösse  ^,  oder  ^,   die  man 

kurz  Fehlerrdation  nennen  und  mit  Q'  bezeichnen  mag^  Zahlen  werte 
herausstellten,  die  in  der  Regel  nicht  bedeutend  von  der  Einheit  ab- 
wichen**). Zur  Erklärung  dieses  auf  den  ersten  Blick  auffallenden 
Resultats   schlug    Lexis   das   Schema    einer   serienweise   variierenden 


■^ 


Staatswissenschaften,  1S90 — 94   die  Art.  Gesetz,   GescUechtsverhältnis   der  Ge- 
borenen und  der  Gestorbenen,  Moralstatistik,  Statistik. 

17)  Theorie  math^matique  des  assurances  sur  la  vie,   Paris  1878,  1,   Nr. 
39 — 56  und  Journal  des  actuaires  fran9ais  3  (1874),  p.  432  fg. 

18)  Vgl.  jedoch:  Zur  Theorie  der  Massenerscheinungeu,  Nr.  46. 

19)  Ober  die  Theorie  der  Stabilität  statistischer  Reihen,  in  den  Jahrbüchern 
f.  Nat.-Ök.  u.  Stat.  32,  1879,  p.  60fg. 
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Wahrscheinlichkeit  vor^  welches  darin  besteht,  dass  jedem  der  Einzel- 
werte pl  eine  besondere  abstrakte  Wahrscheinlichkeit  pi  zu  Grunde 
liegt,  wobei  innerhalb  einer  jeden  von  den  6  Beobachtungsserien,  aus 
denen  sich  die  betreffende  statistische  Reihe  zusammensetzt,  eine 
völlige  Unabhängigkeit  der  Einzelbeobachtimgen  stattfindet.  Es  lasst 
sich  nun  zeigen,  dass  in  diesem  Fall  der  erwartungsmässige  Wert 
von  Q'  nicht  mehr  gleich  1,  sondern  gleich  einer  Grösse  Q  ist, 
welche  sich  aus  der  Formel: 

bestimmt,    wo    Po  "^  ^  [pJ  •  ^)      Bedenkt    man ,    dass    der    Faktor 

[(|)<  — Po)*] 

TT— — r  von  der  Grösse  der  Beobachtungszahl  (5)  unabhängig  ist, 

so  wird  es  klar,  dass,  eine  bestimmte  Reihe  abstrakter  Wahrschein- 
lichkeiten Pi,  p%y ' '  ^yPo  vorausgesetzt,  die  entsprechende  empirische 
Reihe  p^,  p^\  >  -  -^Pa  einen  erwartungsmässig  um  so  kleineren  Wert 
von  Q'  liefern  wird,  je  weniger  zahlreich  die  Einzelbeobachtimgen 
sind,  auf  denen  ein  jeder  der  Werte  pl  beruht.  Damit  aber  die 
Grösse  Q  und  deren  Näherungswert  Q'  gegebenen  Falls  der  Einheit 
nahe  kommen,  muss  allerdings  noch  die  Bedingung  erfüllt  sein,  dass 
die  betreffende  abstrakte  Wahrscheinlichkeit  entsprechend  kleine  Va- 
riationen erfährt.  Dass  letzteres  bei  den  meisten  Erscheinungen,  die 
zur  Bevölkerungs-  und  Moralstatistik  gehören,  in  der  Regel  zutreffen 
dürfte,  ist  an  sich  sehr  wahrscheinlich  und  so  wird  es  möglich,  mit 
Hülfe  der  Vorstellung  von  einer  serienweise  variierenden  Wahrschein- 
lichkeit das  eigentümliche  Verhalten  der  Fehlerrelation  zu  erklaren, 
welche  erfahrungsgemäss  bei  verliältmssmässig  Weinen  Beobachtungs- 
zahlen  um  1  oscilliert,  während  sie  bei  grösseren  Beobachtungszahlen 
fttr  Erscheinungen  derselben  Art  erheblich  grösser  ausfällt  ^^).  Es 
lasst  sich  also  nicht  nur  für  den  Fall  des  Geschlechtsverhaltnisses 
der  Geborenen,  sondern,  wie  es  scheint,  ziemlich  allgemein  eine  ge- 
wisse, wenn  auch  etwas  verschieden  geartete,  Übereinstinmiung  zwischen 

20)  Der  angeführte  Ausdruck  fOr  Q  ist  in  meinem  „(besetz  der  kleinen 
Zahlen^,  Leipzig  1898^  §  14  abgeleitet.  In  der  entsprechenden  Formel  bei 
LexiSy  welche  auf  einer  nicht  ganz  strengen  BeweisfQhrong  beruht,  steht  8  an 
Stelle  von  «  —  1 . 

21)  Das  Schema  einer  serienweise  variierenden  Wahrscheinlichkeit  ist 
übrigens  nur  als  ein  mehr  oder  weniger  grober  Ausdruck  der  thatsächlichen 
G^estaltong  der  Chancensysteme  aufzufassen,  welche  dem  statistischen  Geschehen 
zu  Ghnnde  liegen.  Über  das  Verhältnis  dieses  Schemas  zu  denjenigen  Bien- 
aymfn  vgl.  mein  „G^etz  der  kleinen  Zahlen'%  Anlage  2. 

Knejrklop.  d.  mftth.  Wittenioh.    I.  53 
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Theorie  und  Erfahrung  bei  den  zeitlichen  Schwankungen  statistischer 
Quotienten  erzielen.  Aus  solch'  einer  Übereinstimmung  kann  aber, 
nach  Lexis,  überhaupt  erst  die  Berechtigung  dazu  entnommen  werden, 
statistische  Relatiyzahlen  ab  Näherungswerte  mathematischer  Wahr- 
scheinlichkeiten au£zu£Eissen,  mithin  die  Begriffe  ^^Chancensystem^  ,,zu- 
fallige  Ursachen^  und  dergleichen  mehr  in  die  Statistik  einzuführen. 
Durch  letzteres  wird  ein  richtigerer  Einblick  in  das  Wesen  der  sta- 
tistischen  Regebnässigkeiten  gewonnen  und  werden  namenüich  die 
Anschauungen  derer  hinfällig,  welche  zur  Erklärung  der  Stabilität 
statistischer  Zahlen  „einen  naturgesetzUchen,  auf  die  HersteUung  der 
Konstanz  gerichteten  inneren  Zusammenhang  der  Einzelerscheinungen 
annehmen^'  zu  müssen  glaubten").  Was  aber  den  mehr  praktischen 
Zweck  betriffb,  mit  den  Mitteln  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  die 
Fehlergrenzen  für  ein  unbekanntes  (zukünftiges)  statistisches  Ergeb- 
nis zu  bestimmen  —  worin  Laplace  die  eigentliche  Fimktion  der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung  auf  diesem  Gebiete  erblickte  —  so  er- 
weisen sich  (sofern  wenigstens  grosse  Beobachtungs-  und  Ereignis- 
zahlen in  Betracht  kommen)  jene  Mittel  als  untauglich  und  das 
ganze  Verfahren  als  ein  illusorisches  überall  dort,  wo  zu  dem  Schema 
einer  serienweise  yariierenden  Wahrscheinlichkeit  gegriffen  werden 
muss  (somit  in  der  Überaus  grossen  Mehrzahl  der  Fälle),  weil  die 
Variationen  der  betreffenden  Wahrscheinlichkeit  nicht  auch  ihrerseits 
auf  Ghancenkombinationen  (Wahrscheinlichkeitsgesetzen)  zu  beruhen 
brauchen. 

Die  Dispersionstheorie  von  Lexis  ist  nach  der  logischen  und  er- 
kenntnistheoretischen Seite  hin  von  J.  von  Kries*^)  weiter  ausgeführt 
worden.  Statistische  Untersuchungen  über  die  Dispersionsverhältnisse 
verschiedener  Quotienlen  sind  J.  Lehr  ^),  jff.  Westergaa/rd  ***)  und  F,  Y. 
Edgeworth^^  zu  verdanken.  Letzterer  ist,  obschon  in  immittelbarer 
Anlehnung  an  die  Lexis^ Bchen  Untersuchungen,  verschiedentlich  über 
die  Grenzen,  in  denen  sich  jene  bewegen,  hinausgegangen  und  hat 
auch  die  eigentliche  Theorie  der  Frage  bis  zu  einem  gewissen  Grade 


^ 


22)  Lexis f  im  Handwörterbuch  der  Staatswiss.  2.  Aufl.  Bd.  4,  p.  239. 

23)  Prinzipien  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung,  Freiburg  i.  B.  1886.  Kap. 
IV,  Nr.  9 ;  Kap.  VI  u.  IX. 

24)  Zur  Frage  der  Veränderlichkeit  statistischer  Reihen,  in  der  Viertel- 
jahrsschrift  f  Volkswirtschaft  u.  s.  w.,  101  (1888),  p.  3  fg. 

26)  Die  Grundzäge  der  Theorie  der  Statistik,  Jena  1890. 

26)  On  Methods  of  Statistics  in  Jubilee  Volume  of  the  Statistical  Society, 
London  1885,  und  zahlreiche  Artikel  in  Journal  of  the  Royal  Statistical  Society 
1886—1899,  sowie  in  Phil.  Mag.  1883—92. 
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gefordert.  In  jüngster  Zeit  ist  es  J,  H,  Peek  gelungen,  auf  dem  Ge- 
biet der  Sterblichkeitsstatistik  bei  einer  Anzahl  von  Beihen  mit 
relativ  kleinen  Beoachtungszahlen  eine  nahezu  normale  Dispersion 
festzusteUen»^)««). 

7.  WahrBoheinliohkeitstheoretiBOhe  Behandlnng  der  statisti- 
BOhen  Mittelwerte.  Die  Zahlenwerte,  mit  denen  sich  die  Statistik 
beschäftigt,  besitzen  nicht  immer  wie  in  den  vorhin  betrachteten 
Fällen  die  Form  von  Wahrscheinlichkeitsgrössen,  sondern  stellen  sich 
oft  als  Funktionen  solcher  dar,  sind  aber  auch  dann  nicht  minder 
einer  Behandlung  von  dem  oben  erörterten  Standpunkt  aus  unter  ent- 
sprechenden Modifikationen  der  einschlägigen  Formeln  zugängliche^). 
Letzteres  trifft  auch  bei  den  statistischen  Mittelwerten  zu,  welche 
unter  den  Begriff  der  mathematischen  Erwartung  [I  D  1,  Nr.  16]  sub- 
sumiert werden  können.  Laplace  hat  bereits  gezeigt,  in  welcher  Weise 
sich  bei  derartigen  Mittelwerten  und  speziell  in  den  Fällen  der  mitt- 
leren Lebens-  und  Ehedauer  die  zufälligen  Abweichungen  ihrer  empi- 
rischen Werte  von  den  massgebenden  theoretischen  Werten  berück- 
sichtigen lassen^). 

Was  nun  aber  die  Untersuchung  der  Dispersionsverhältnisse  sta- 
tistischer Grössen  dieser  Art  anlangt^  so  sind  die  von  Lexis  zunächst 
blos  f&r  den  Fall  von  Wahrscheinlichkeitsgrössen  empfohlenen  Metho- 
den auch  hier  anwendbar.  Man  habe  es  in  der  That  mit  einer  Grösse 
A  zu  thun,  deren  mathematische  Erwartung  |  durch: 


/ 


Xfp{x)dx 

dargestellt  wird,  wobei  tp{x)dx  für  einen  Einzelwert  von  A  die  Wahr- 
scheinlichkeit angiebt,  in  den  Grenzen  von  x  bis  x-{-dx  enthalten 
zu  sein,  und  a  bezw.  ß  den  Minimal-  bezw.  Maximalwert  von  A  be- 


27)  Das  Problem  vom  Risiko  in  der  Lebensversicherung  in  der  Zeitschr.  f. 
Ver8ich.-Recht  u.  -Wissenschaft  5  (1899),  p.  169  fg. 

28)  Der  neueste  Beitrag  zur  Dispersionstheorie  ist  W.  Katnmann^s  Disser- 
tation ,J)a8  Geschlechtsverhältnis  der  Überlebenden  in  den  Eindeijahren  als 
selbständige  massenphysiologische  Eonstante",  Göttingen  (1900)  (Auszug  in  den 
Jahrbüchern  f.  Nat.-Ok.  u.  Statistik  19  (1900),  p.  882  fg.). 

29)  So  h&lt  sich  z.  B:  Lexia  in  seinen  in  Fussnote  16  citierten  Untersuchungen 
Über  das  Geschlechtsverh&ltnis  der  Geborenen  an  das  Verhältnis  der  Zahl  der 
geborenen  Knaben  zu  der  Zahl  der  geborenen  Mädchen,  mithin  an  eine  Rela- 
tion zwischen  entgegengesetzten  Wahrscheinlichkeiten. 

30)  Theorie  anal,  des  prob.   Cihap.  YIU. 

6a* 
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zeichnen.  Es  seien  femer  68  Einzelwerte  a  von  Ä  ermittelt,  diesel- 
ben in  6  Serien  zu  je  s  Elementen  eingeteilt  und  fClr  jede  Serie  ein 

Mittelwert  |/=— [a]  berechnet.    Dann  wird,  unter   der  Bedingung, 

dass  s  eine  hinreichend  grosse  Zahl  ist,  die  Wahrscheinlichkeit  ftLr 
eine  Abweichung  |/  —  i,  m  den  Grenzen  ^  z  enthalten  zu  sein, 
durch  Pt  ausgedrückt,  wobei  t=^  eh  und  h  sich  aus  der  Gleichung: 


^^tA- 


iy^{x)dx 


bestimmt.  Für  die  Grosse  h  (die  Präzision  von  |/)  ergeben  sich 
nun  auch  in  diesem  Fall  zwei  Näherungswerte,  nämlich  h'  und  h", 
und  zwar  aus  den  Formeln: 


und: 


2V«  8         C8—\ 

1        [«/-«oOT 


in  denen  |^'  =  —  [gi'] .    Eine  Gegenüberstellung  der  Werte  h'  und 

h"  würde  hier  eben&lls  zu  einer  Unterscheidung  zwischen  den  ein- 
zebien  Dispersionsarten  und  zu  allen  weiteren  Eonsequenzen  führen, 
die  solch'  eine  Unterscheidung,  wie  oben  dargelegt,  mit  sich  bringt'^). 
In  Bezug  auf  die  statistischen  Mittelwerte  fällt  aber  der  Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung noch  eine  andere  Aufgabe  zu,  nämlich  die 
fehlertheoretische  Untersuchung  der  Funktion  ^{x)  [I  D  2,  Nr.  2  fg.]. 
A.  Quetdet  hat  für  verschiedene,  den  menschlichen  Körper  betreflFende, 
Massgrössen  den  Nachweis  erbracht,  dass  die  Einzelwerte  solcher 
Massgrössen,  von  denen  ein  jeder  einem  besonderen  Individuum  ent- 
spricht, sich  in  ihren  Abweichungen  von  den  betreffenden  Mittelwerten 
ziemlich  genau  dem  Exponentialgesetz  anpassen,  so  dass: 

WO  Ic  eine  jeweils  aus  der  Erfahrung  zu  ermittelnde  Eonstante  ist'^). 
In  seiner  Theorie  des  Normalalters  hat  später  Lexis  das  von  Quddet 
zur  Geltung  gebrachte  Prinzip  auf  die  Erscheinung  der  Lebensdauer 


31)  Vgl.  meine  Krit.  Betrachtungen  zur  theoret.  Statistik,  2.  Art.,  p.  832  fg. 
in  den  Jahrb.  f.  Nat.-Ök.  u.  Stat.,  3.  Folge  10  (1896). 

32)  Lettrefi  sur  la  l^^rie  des  probabilitäs,  Bruxelles  (1846),  p.  133  fg.  u. 
400  fg.  Sur  rhomme,  Paris  (1835).  Physique  sociale,  Bruxelles  (1869).  Anthro- 
pom^trie,  Bruxelles  (1870). 
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übertragen^).  Aber  in  einer  Anzahl  analoger  Fälle  lässt  sich  die 
thatsachliche  Verteilung  der  Einzelwerte  einer  statistischen  Grosse 
um  ihren  Mittelwert  mit  obiger  Formel  nicht  in  Einklang  bringen. 
Dadurch  wird  man  entweder  veranlasst,  dem  Fehlergesetz  eine  allge- 
meinere Fassung  zu  geben,  bei  welcher  jene  Formel  nur  als  Spezialfall 
erscheinen  würde,  oder  aber  man  betrachtet  die  Nichtübereinstim- 
mung der  empirischen  Zahlenreihen  mit  dem  (rati^s'schen  Fehler- 
gesetz als  eine  Anomalie,  welche  ihre  besonderen  Gründe  haben 
müsste.  Als  solche  kommen  namentlich  in  Betracht  die  Thatsachen 
bezw.  Hypothesen,  darin  bestehend,  dass  gegebenenfaUs  eine  Mischung 
mehrerer  Menschentypen  vorhanden  sei,  oder  dass  der  in  Frage  stehende 
Typus  in  der  Entartung  begriffen  sei,  oder  dass  die  untersuchte 
Massgrösse  die  Funktion  einer  anderen  sei,  welche  ihrerseits  das  Ex- 
ponentialgesetz  erfüllt,  u.  a.  m.  Jeder  der  erwähnten  Erklärungsver- 
suche giebt  zu  besonderen  theoretischen  Erörterungen  Anlass.  Am 
eingehendsten  sind  die  hierher  gehörenden  Fragen  von  G.  Th.  Fechner^) 
und  K.  Pearson^^)  behandelt  worden. 

II.    Spezielle  Probleme. 

8.  Die  innere  Struktur  der  Sterbliohkeitstafel.  Unter  den 
gesellschaftlichen  Massenerscheinungen  ist  die  Sterblichkeit  am  frühesten 
Gegenstand  mathematischer  Behandlung  geworden.  Hierbei  bildet 
seit  E,  JSalley^)  die  Aufstellung  einer  Absterbeordnung  auf  Grund  eines 
gegebenen  statistischen  Materials   das  Hauptziel   der  Forschung.     Es 

83)  Zur  Theorie  der  Massenersch.  Kap.  III.  Ähnliche  Untersuchungen  über 
die  Verteilung  der  Eheschliessenden  nach  dem  Alter  haben  geliefert:  L.  Perozzo, 
Neue  Anwendungen  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  in  der  Statistik  u.  s.  w., 
Dresden  (1883)  und  W.  KüUner,  Die  fiheschliessungen  im  Königreich  Sachsen, 
Dresden  (1886),  p.  37  fg. 

34)  Kollektivmasslehre,  hrsgb.  von  G.  F.  Lipps,  Leipzig  1897.  Vgl.  G.  F. 
Lipps,  Über  Fechner's  KoUektivmasslehre  und  die  Verteilungsgesetze  der  Kol- 
lektivgegenstände in  Philos.  Studien  13  (1897),  p.  579  fg. 

36)  Contributions  to  the  Mathematical  Theory  of  Evolution  in  Lond. 
Trans.  (A)  186,  p.  71;  186,  p.  343  u.  187,  p.  263  (1894—96).  Vgl.  über  Pearson 
Edgewofihy  in  Journal  of  the  B.  Statistical  Society  68  (1896),  p.  606  fg.,  sowie 
LexiSy  Art.  Anthropologie  u.  Anthropometrie  im  Handwörterbuch  der  Staatswiss. 
2.  Aufl.  Bd.  I,  p.  396—397.  In  diesem  Art.  finden  sich  weitere  Litteraturangaben. 
Dazu  noch :  E.  Blaschke^  Über  die  analytische  Darstellung  von  Begelmässigkeiten 
bei  unverbundenen  statistischen  Massenerscheinungen,  in  den  Mitteilungen  des 
Verbandes  der  österr.  u.  uugar.  Versicherungstechniker,  Heft  1,  1899,  p.  6  fg. 

86)  An  Estimate  of  the  Degrees  of  the  Mortality  of  Mankind  etc.,  Lond. 
Trans.  17,  1698,  p.  696  fg.  u.  664  fg. 
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handelt  sich  mit  anderen  Worten  darum,  eine  Reihe  der  Werte  2«  zu 
berechnen,  von  denen  ein  jeder  angiebt^  wie  viele  Individuen  aus 
einer    bestimmten    (willkürlich    gewählten)    Anzahl    von    Geborenen 

(OjBhrigen)  das  Alter  von  x  Jahren  lebend  erreichen.     Die  Grössen 

d 
lm—l»'\'i  ^=^  e^rbezw.  -—  stellen  die  Zahlen  bezw.  die  Bruchteile   der 

aus  einer  Anzahl  l^  bezw.  aus  einer  Einheit  Geborener  Verstorbenen 

dar  und  die  Quotienten  -j^  »-  p^  und  -p-  »=  g^  werden  kurzweg  als 

LAms-  und  SterbenswdkrscheinUckkeit  des  Alters  x  bezeichnet  [I D  4b, 
Nr.  2].  Wird  femer  angenommen,  dass  sich  lg  und  seine  Differentialquo- 
tienten mit  X  stetig  ändern,  so  entsteht  der  Begriff  der  StefUichkeibJoraß 
[SterbensintensiiSt,  I D  4b,  Nr.  6]  (fi^»),  worunter  der  Grenzwert  ver- 
standen wird,  dem  sich  die  Wahrscheinlichkeit  fOr  einen  :r  jährigen, 
innerhalb  eines  bestinunten  Zeitteilchens  Ao;  zu  sterben,  dividiert 
durch  letzteres,  bei  lim.  A^*nO,  nähert*^.     Hieraus  ergiebt  sich: 

X 

~..E.e   0         .    Nach  der  Formel: 
h 


^  dx 


/'. 


berechnet  sich  dann  die  mittlere  Sterblichkeitskraft,  auch  SterblicUceUs- 
korfjfUrient  genannt,  fftr  die  Altersstrecke  af  bis  sf\    Unter  die  Form: 


l^  — 1^„ 

<^—ir' — 

gebracht,  erscheint  der  Sterblichkeitskoeffizient  als  Verhältnis  der 
Zahl  der  in  den  Altersgrenzen  x'  bis  x"  Verstorbenen  zu  der  von 
den  Lebenden  in  denselben  Altersgrenzen  verlebten  Zeit     Führt  man 

CO 

noch  die  Bezeichnung  T»  für  jlgdx  ein,  wo  (o  das  höchste  Alter, 

welches  überhaupt  erreicht   werden   kann,   bedeutet,   so  erhält  man 

87)  Der  erste,  welcher  von  dem  GrösBenbegriff  (Lx  Gebrauch  gemacht  hat, 
ist  B.  Gompertz:  On  the  natnre  of  the  fnnction  expressive  of  the  law  of  human 
mortality  etc.,  Lond.  Trans.  1826,  p.  513.  Der  Ausdruck  „force  of  mortality*^ 
rührt  aber  von    W.  8.  Woolhouse  her.    VgL  I  D  4b,  Nr.  6. 
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Cx  =  -Tfi %i als  Ausdruck  des  Sterblichkeitskoeffizienten  för  das 

entsprechende  einjährige  AltersintervalL  Eine  weitere  aus  der  Ab* 
Sterbeordnung  ableitbare  statistische  Grosse  ist  die  mathematische  Er- 
wartung der  von  einem  o: jährigen  noch  zu  verlebienden  Zeit,  die  als 
fernere  mittlere  Lebensdauer  oder  kurz  als  Lebenserwartung  bezeichnet 
und  durch: 


Ol 


/dl 


dargestellt  wird^  welch'   letzterer  Ausdruck   sich   mittels   Integration 


^0 


1    /»  r  T 

durch  Teilung  in  j-  jlgdz  oder  -p  verwandelt.    Die  Grösse  £©  =  -— 

z  ^y  X  0 

X 

heisst  mittlere  Lebensdauer  schlechthin.  Unter  der  wahrscheinlichen 
Lä>ensda/uer  eines  a;jährigen  wird  aber  ein  Zahlenwert  Wx  ver- 
standen, welcher  der  Bedingung  genügt:  lx-\-w^'=^  -^^^   ^^^  ^*®  ^®" 

rechtigung  zu  seiner  Benennung  daraus  entnimmt^  dass  es  nach 
Massgabe  der  gegebenen  Absterbeordnung  fär  einen  a;jährigen  gleich 
wahrscheinlich  erscheint,  vor  wie  nach  Ablauf  von  Wx  Jahren  zu 
sterben^). 

Durch  Aneinanderreihung  der  Zahlenwerte,  welche  die  er- 
örterten sogenannten  hiotnetrischen  Funktionen,  wie  2«,  dxj  g«,  Ex, 
eyentuell  auch  j>,,  /i*,,  c,,  Wx,  Tx  —  ^«4-1  und  Tx  für  eine  Reihe  der 
successiven  (um  1  von  einander  abstehenden)  ganzzahligen  Werte 
des  Arguments  x  annehmen,  entsteht  eine  Sterblichkeiisiafel,  Bei  der 
Konstruktion  einer  solchen  handelt  es  sich  1)  darum,  auf  Grund 
eines  gegebenen  statistischen  Materials  die  Werte  einer  bestimmten 
biometrischen  Funktion  fftr  verschiedene  Werte  von  x  zu  ermitteln 
und  2)  darum,  aus  den  so  gewonnenen  Werten  dieser  Gnmdfunktian 
die  Werte  der  übrigen  biometrischen  Funktionen  abzuleiten. 

9.  Die  formale  Bevölkenuigstheorie.  Zur  Losung  der  unter  1) 
fallenden  Aufgaben  bedarf  es  einer  klaren  Einsicht  in  gewisse  for- 
male Beziehungen,  die  zwischen  den  in  Betracht  kommenden  statistischen 
Massen  bestehen  und  ihrer  rein  formalen  Natur  zufolge  lediglich 
darauf  beruhen,   nach   welchen   Bestimmungsmomenten  jene  Massen 


88)  Eine  klare  Unterscheidung  zwischen  der  mittleren  und  wahrscheinlichen 
Lebensdauer  ist  schon  in  einem  Briefe  von  Chr.  Huygem  aus  dem  Jahre  1669 
anzutreffen.    Siehe  das  in  Fussnote  1  genannte  Sammelwerk,  p.  68—69. 
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gebildet  (abgegrenzt)  sind.  Die  letzteren  stellen  sich  als  ^^Oesamt- 
heiten^  von  Geborenen,  von  Lebenden  und  von  Verstorbenen  und 
eyentuell  noch  von  solchen  dar,  die  einem  irgendwie  definirten  Per-* 
sonenbestand  beigetreten  bezw.  aus  einem  solchen  bei  Lebzeiten  aus- 
geschieden sind.  Als  nähere  Bestimmungsmomente  treten  absolute 
und  relative  Zeitangaben  (wie  z.  B.  das  Datum  der  Geburt,  des 
Todes,  oder  das  Lebensalter,  die  Aufenthaltsdauer)  hinzu. 

Ansätze  zu  einer  Lehre  von  den  in  Frage  stehenden  Beziehungen 
(„Formale  Bevolkerungslehre^^  finden  sich  schon  ziemlich  früh  bei 
denjenigen  Autoren,  welche  sich  mit  der  Berechnung  von  Sterblichkeits- 
tafeln auf  Orund  der  Erfahrungen  von  Lebensversicherungsanstalten 
besclwfldgt  haben,  so  namentlich  bei  J.  FMaiscn^^  und  W.  8.  Woolr 
houae^f  dann  aber  auch  bei  J.  Faurier^^),  L.  Moser^^,  Ph.  Fischer^. 

Eine  systematische  Entwickelung  der  einschlagigen  Lehrsatze 
brachten  jedoch  erst  die  Arbeiten  K.  JBecker^s^),  O.  F.  Knaifp\ 
Q.  Zeuner's  und  W.  Lexis'.  Becker  gab  eine  durchaus  elementare 
Darlegung  der  praktisch  wichtigsten  Beziehungen,  während  Knagp's 
analytische  Behandlungsweise  aus  dem  Jahre  1868^^)  den  Vorzug 
einer  grösseren  Vollsiändigkeit  und  Allgemeinheit  bietet,  zugleich 
aber  insofern  einen  Bückschritt  bedeutet,  ab  sie  auf  die  einschrimkende 
Annahme  von  einer  imveränderlichen  (keinem  Wechsel  in  der  Zeit 
unterliegenden)  Absterbeordnung  gegründet  ist.  An  Knapp  an- 
knüpfend hat  es  dann  Zeuner  verstanden,  den  von  jenem  aufgestellten 
Sätzen  eine  imbedingte,  weil  von  der  erwähnten  Annahme  unab- 
lumgige^  Geltung  zu  verschaffen.  Er  hat  sich  hierbei  einer  stereo- 
metrischen Konstruktion   bedient^  in   welcher  die   verschiedenartigen 

89)  Beport  on  the  evidence  and  elementary  facta  on  which  the  tables  of 
life  annnitieB  are  founded,  London  (1S29);  siehe  E.  Rogh6,  Geschichte  und  Kritik 
der  Sterblichkeitsmessung  bei  Yenicheningsanstalten,  Jena  (1891),  p.  26—29. 

40)  Investigations  of  mortality  in  the  Indian  army  (1889)  (citiert  nach  B.  v. 
Malessewski,  Fnssnote  78)),  sowie  Tables  ezhibiting  the  law  of  mortality  deduced 
from  the  combined  ezperience  of  17  Life  Assoranoe  Offices,  London  (1843);  vgl. 
BogM,  a.  a.  0.  p.  67—60. 

41)  Notions  g^^rales  sur  la  popolation,  in  Recherches  statistiques  sur  la 
ville  de  Paris  1821,  p.  IX— LXXTTT. 

42)  Die  Oesetxe  der  Lebensdaner,  Berlin  (1839). 

48)  Gnmdsfige  des  anfmenschliche  Sterblichkeit  gegründeten  VersicherungB- 
Wesens,  Oppenheim  a.  Rh.  (1860). 

44)  Zur  Theorie  der  Sterbetafeln  für  ganze  Bevölkerungen  in  den  Statist. 
Naehf.  Qber  das  Grossherzogtum  Oldenburg  9  (1867),  1.  Teil,  und  Zur  Berech- 
nnng  von  Sterbetafeln  an  die  Bevdlkerungsstatistik  zu  stellende  Anforderungen, 
Berlin  (1874). 

^6)  Siehe  Litteratur^ 


^ 
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Gesamtheiten  von  Lebenden  und  Verstorbenen  durch  Projektionen 
von  Schnittflächen  auf  die  Koordinatenebenen  versinnlicht  werden 
und  auf  diese  Weise  die  Beziehungen^  welche  zwischen  jenen  Ge- 
samtheiten stattfinden^  sich  aus  unmittelbarer  Anschauung  ergeben. 
Diese  Konstruktion  findet  bei  Zeuner  ihr  Gegenstück  in  einer  analyti- 
schen Darstellung^  deren  Grundlagen  im  wesentlichen  die  folgenden 
sind. 

Man   fasst   die   Anzahl   derjenigen^   welche^  in   der  Zeit   von  0 

(Anfangspunkt    der   Beobachtungszeit)    bis   t   geboren  ^    das   Alter  x 

/'bebend  erreichen^  als  eine  stetige  Funktion   der  zwei  Veränderlichen 

t  und  X  auf  und  bezeichnet  diese  Funktion  mit  V{x,  t).    Der  DifiPe- 

rentialquotient: 

stellt  alsdann  die  sogenannte  UberlebensdicMigkeit  dar,  welche  dem 
Alter  X  und  der  Geburtszeit  t  entspricht.  Bezeichnet  man  nun  mit  t' 
irgend  einen  früheren  und  mit  i"  einen  beliebigen  späteren  Zeitpunkt, 
so  wird  durch  das  Integral: 


i 

/ 


U{x,  t)  dt  =  Pi 


die  Anzahl  derer  ausgedrückt,  welche  aus  dem  Zeitraum  t'  bis  t" 
stammend  das  Alter  x  lebend  erreichen.  Das  ist  die  sogenannte  erste 
Hauptgesamtheit  von  Lebenden.  Ihr  Charakteristikum  besteht  darin, 
dass,  bei  einem  konstanten  Wert  von  Xj  sich  t  in  den  Grenzen  von 
t'  bis  t" y  mithin  die  ^rfüUungszeit'^  t  =  t  -{•  x  sich  in  den  Grenzen 
von  t'  -}-  X  bis  t"  -f*  ^  bewegt.  Setzt  man  aber  in  dem  angefElhrten 
Integral  x  =^  t  —  t  und  lässt,  bei  einem  konstanten  Wert  von  t,  x 
die  Werte  von  x'  bis  x"  durchlaufen  (wobei  x"  >  x'),  so  ergiebt  sich: 

fU(t  —  t,  t)  dt  =  fU{xy  t  —  x)dx  =  P^ 

als  Ausdruck  der  sogenannten  zweiten  HcmptgesamÜieU  von  Lebenden. 
Die  Personen,  welche  eine  so  charakterisierte  Gesamtheit  bilden, 
sind  alle  aus  der  Geburtszeit  r  —  x''  bis  t  —  x'  hervorgegangen 
bezw.  stehen  im  Alter  von  x'  bis  x''  u^d  befinden  sich  in  dem  Zeit- 
punkt r  am  Leben. 

Eine   Gesamtheit  von   Geborenen    erscheint   als    ein   Spezialfall 
der  ersten  Hauptgesamtheit  von  Lebenden.    Setzt  man  nämlich  x  »>  0, 
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80  giebt  /  U(Oyt)dt  die   Anzahl  der  von  t'  bis  t"   Geborenen   an. 

f 

Die  Funktion  U(0,  f)  wird  seit  Änopp  (s.  ,^miittlung  1868"  p.  12) 
als   GebfiftendicMigJceit  beEeichnet. 

Um  aber  fOx  die  Gesamtheiten  von  Verstorbenen  entsprechende 
analytische  Ausdrücke  zu  gewinnen ,  muss  man  von  dem  Differential 

U{x,  t)dt—U{x  +  dx,  t)dt ^^^  dx  dt 

ausgehen;  welches  die  Anzahl  derer  liefert ^  die,  in  der  Zeit  von  t  bis 
t'\'  dt  geboren,  im  Alter  von  x  bis  x  -^  dx  gestorben  sind.  Je 
nachdem  nun  zur  näheren  Bestimmung  einer  Gesamtheit  von  Ver- 
storbenen eine  gegebene  Geburtszeit-  und  eine  gegebene  Altersstrecke, 
oder  eine  gegebene  Geburts-  und  eine  gegebene  ErfOllungszeitstrecke, 
oder  eine  gegebene  Alters-  und  eine  g^ebene  Erfüllungszeitstrecke 
dienen,  lassen  sich  drei  besondere  Hcuiptgesamtheiten  von  Verstor- 
benen unterscheiden,  nämlich: 


cx 


und: 

X"    t"-'X 


^'  -  -ff-^  ''''■ 


r  —  X 


Mit  Hülfe  der  vorgeführten  analytischen  Darstellungsmittel  lässt 
sich  dann  die  ganze  formale  Bevölkerungslehre  systematisch  ent- 
wickeki.  Jene  Darstellungsmittel  entsprechen  aber  der  Annahme  von 
der  Stetigkeit  der  einschlagigen  Funktionen.  Gerade  durch  die  Er- 
wägung, dass  man  den  Thatsachen  einen  gewissen  Zwang  anthut, 
wenn  man  sich  dieser  Annahme  bedient,  fand  sich  Knapp  bewogen, 
in  einer  späteren  Schrift*«)  den  Gegenstand  unter  Anwendung  veraU- 
gemeinerter,  auf  die  ünstetigkeit  der  Funktionen  Rücksicht  nehmender 
Methoden  neu  durchzuarbeiten.  Der  analytischen  Behandlung  schloss 
sich  in  dieser  Schrift  eine  entsprechende  planimetrische  Konstruktion 
an,  deren  sich  der  Verfasser  bereits  früher  bedient  hatte*'). 


46)  Theorie  des  Bevölkenings wechsele,  Braonschweig  1S74. 

47)  Sterblichkeit  in  Sachsen,  Leipzig  1869. 
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Eine  von  der  Knaj^^schen  abweichende^  aber  dem  nämlichen 
Zweck  dienende  geometrische  Darstellung  in  der  Ebene  hat  dann 
Lexis  vorgeschlagen.  Er  erweiterte  zugleich  die  formale  Bevölkerungs- 
lehre  über  die  ihr  von  seinen  Vorgängern  auf  diesem  Gebiete  ge- 
steckten Grenzen  hinaus ,  indem  er  besondere  Betrachtungen  über 
solche  Gesamtheiten  anstellte^  bei  deren  Abgrenzung  gegen  analoge 
Gesamtheiten  neben  den  vorhin  erörterten  Bestinmiungsmomenten  noch 
der  Civilstand  (ob  ledig,  verheiratet  oder  verwitwet)  berücksichtigt 
wird.  Offenbar  erfährt  eine  unter  diesem  Gesichtspunkt  gebildete 
Gesamtheit  von  Lebenden  im  zeitlichen  Verlauf  Aenderungen  in 
ihrem  Bestand  sowohl  in  Folge  von  Todesfällen  als  in  Folge  von 
Eheschliesstmgen  und  Ehelösungen.  Die  grössere  Kompliziertheit  der 
sich  hieraus  Ergebenden  Beziehimgen  hat  Lexis  naturgemäss  dazu 
veranlasst,  fQr  diesen  Fall  zu  stereometrischen  Konstruktionen  über- 
zugehen. Die  betreffende!}  Untersuchungen,  welche  zunächst  eine 
Grundlage  t^r  eine  rationelle  Ehestatistik  zu  bieten  imstande  sind, 
haben  zugleich  eine  viel  allgemeinere  Bedeutung,  weil  die  gewonnenen 
theoretischen  Resultate  eine  unmittelbare  Anwendung  auf  andere,  in 
formaler  Beziehung  analoge  Gebiete  (Ein-  und  Auswanderungen,  In- 
validität, Kriminalität  u.  dgl.  m.)  zulassen^- 

10.  Methoden  zur  Ermittelung  der  Sterbenswahnoheinllohkeit 
und  des  Bterbliohkeitskoefflsienten  (vgl.  I  D  4  b,  Nr.  3).  Sieht  man 
von  den  ältesten  Sterblichkeitstafeln  ab,  so  wird  bei  der  Konstruktion 
solcher  Tafeln  als  Grundfunktion  am  häufigsten  die  Sterbenswahrscheinlich- 

keit  (qx)  benutzt.    Dieselbe  kann  zunächst  nach  der  Formel:  j'«  =»  p^ 

berechnet  werden,  wobei  üf^  und  P^  in  Bezug  auf  die  Geburtszeitgrenzen 
übereinstinmien  müssen  und  x'  =*x  und  x"  =  x-^-l  zu  setzen  ist.    So- 

dann  ergiebt  sich  ein  Näherungswert  von  qx  aus  der  Formel:  qx^=  -fi^} 

wobei  die  in  dem  Nr.  9  angeführten  Ausdruck  für  M^  vorkommenden 
Werte  t\  (\  x*  und  r"  mit  den  in  dem  entsprechenden  Ausdruck  für 
P,  auftretenden  Werten  r,  x  und  x"  in  der  Weise  zusammenhängen 
müssen,  dass  ^  =  r  —  rc",  T  =  ir  —  x\  ir'  =  ir  und  t"  =  r  -f-  1.  (Als 
Zeiteinheit  gilt  hier  das  Jahr.)  Wenn  dabei  der  Abstand  zwischen 
x'  und  x'  bezw.  i  und  f  klein  ist  (z.  B.  von  einjahl-iger  Dauer),  so 

darf  mit  hinreichender    Genauigkeit  x  in  j,  gleich  — y —   gesetzt 


48)  Einleitung  u.  s.  w.  (siehe  Litteratur)  und  Handwörterbuch  der  Staats- 
wiflsenschaften  2.  Aufl.  2,  p.  689—696.    Cf.  TT.  K'mMf,  Fussnote  88). 
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werden  ^^.  Durch  die  Beschaffenheit  des  vorliegenden  statistischen 
Materials  wird  man  bei  der  Wahl  der  Gh-undfiinktion  in  einigen 
Fällen  veranlasst^  dem  Sterblichkeitskoeffizienten  (c)  vor  der  Sterbens- 
wahrscheinlichkeit (;«)  den  Vorzug  zu  geben  und  findet  man  c  aus  der 

Gleichsetzung:  c  =  -^,  wo: 

Q-ffü{x,t-x)dxdr 


t'x' 


die  innerhalb  der  Zeitstrecke  t  bis  t'  von  den  in  den  Altersgrenzen 
x'  bis  x"  gestanden  habenden  Personen  insgesamt  verUbte  Zeit  dar- 
stellt. Eine  genaue  numerische  Auswertung  von  Q  ist  namentlich 
bei  sogenannten  ^ganzen''  Bevölkerungen ,  d.  h.  bei  solchen  Be- 
völkerungen, die  durch  Angabe  von  Territorialgrenzen  definiert  sind, 
ausgeschlossen.  Meistens  wird  Q  ausgedrückt  durch  das  Produkt  aus 
der  Lange  der  Zeitstrecke  t  bis  t"  und  der  Zahl  der  Lebenden  des 
entsprechenden  Alters  in  der  Mitte  jener  Zeitstrecke  oder  der  halben 


49)   Als  Hanptvertreter   der    ersten   Methode   (^^  «*  -p^)  erscheinen  K, 

Becker  (Fussn.  44),  sowie  in  „Deutsche  Sterbetafel  u.  s.  w/*,  Monatshefte  zur  Sta- 
tistik des  Deutschen  Reichs  1887,  2.  Th.),  Zetmer  (siehe  Litteratur  und  „Neue 
Sterblichkeitstafeln  für  die  Gtesamtbevölkerung  des  Königreichs  Sachsen*^  Zeit- 
schrift des  Sachs.  Stat  Bur.  1894,  p.  18  fg.)  und  W.  Lcaarus  (Deutsche  Sterblich- 
keitstafeln  aus  den  Erfahrungen  von  23  Lebensversicherungsgesellschafben,  Berlin 
1888).  Dem  Prinzip  nach  hat  sich  der  nämlichen  Methode  z.  B.  schon  Th.  GaUaway 
bedient  [Tables  of  mortality  deduced  from  the  experience  of  the  Amicable 
Society,  London  (1841)].  Die  zweite  von  den  im  Text  genannten  Methoden,  und  zwar 

in  der  Form :  qx «:  ——^  9  ^^  ^®  Summierung  nach  t   erfolgt^   findet  sich   im 

L-^f  J 
wesentlichen  bei  Finlaison,  Fussn.  39),  femer  in  den  bekannten  Arbeiten  A.  Wie- 

g€md^B^  G.  Behm^B,  A.  Ziümer's  und  H.  Zimmermann' b  über  Sterblichkeit  und 

Dienstunfähigkeit  der  Eisenbahnbeamten  (vergl.  Nr.  12)  und  ist  neuerdings  von 

A.  J.  van  Pesch  [Tables  de  mortalitä  pour  le  royaume  des  Pays-Bas,  Bijdragen 

tot  de  Statistiek  van  Nederland  5  (1897)]   angewandt  worden,  jedoch   in   der 

Form  g«  SS  —  -^  ,  wo  n  die  Zahl  der  betreffenden  Summanden  bezw.  Jahr- 
gänge angiebt.  —  In  den  Formeln,  die  zur  Bestimmung  Ton  q^  dienen,  werden 
in  der  Regel  gewisse  Korrektionen  wegen  der  innerhalb  der  betreffenden  Alters- 
bezw.  Zeitstrecke  Eintretenden  und  bei  Lebzeiten  Ausscheidenden  angebracht. 
Dies  ist  namentlich  in  dem  Fall  unumgänglich,  wo  sich  die  Berechnung  auf 
das  Material  von  Versicherungsgesellschaften  gründet.  In  diesem  Fall  ergeben 
sich  weitere  Komplikationen,  wenn  auf  die  Dauer  der  Zugehörigkeit  des  Ver- 
sicherten zur  Gesellschaft  Bücksicht  genommen  wird.  Vergl.  E.  Blaschke^  Ober 
die  Konstruktion  von  Mortalitätstafeln,  in  der  Statist.  Monatschrift,  Wien  1894, 
p.  278—284. 
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Summe   der  Zahlen   der  Lebenden   des   nämlichen  Alters   im  Anfang 

und  am  Schluss  der  genannten  Zeitstrecke.  Die  Gleichsetzung:  c  »=  -J 

ist  ausserdem  nur  unter  der  Bedingung  statthaft^  dass  die  Alters- 
grenzen x'  und  x"  nicht  weit  auseinanderliegen.  Sonst  kann  sich 
zwischen  c,  dem  sogenannten  ^^Sterblichkeitskoeffizienten  im  Sinne  der 

SterblichkeitstafeP'  und  dem  „effektiven  Sterblichkeitskoeffizienten^^  \o) 

unter  umstanden  ein  betiuchtlicher  numerischer  unterschied  er- 
geben ^). 

Die  Verwendung  einer  anderen  statistischen  Grösse^  wie  z.  B. 
dx  oder  l^  als  Grundfunktion  wird  aus  praktischen  Gründen  meistens 
vermieden. 

11.      Weiteres    zur    Konstmktion    von    SterbliohkeitBtaflBln. 

Wenn  eine  Reihe  der  Werte  qx  für  a;  =  0, 1  u.  s.  w.  bis  (o  —  1  er- 
mittelt ist;  so  erhält  die  am  Schluss  von  Nr.  8  unter  2)  erwähnte  Auf- 
gabe in  der  Weise  ihre  Lösung,  dass  zuerst  die  Reihe  der  Werte  lg 

nach  der  Formel:  Ix  =  l^  TI  (1  —  Ö'«)  berechnet  wird.     (Dabei  ist  \y 

0 

die  „Basis''  der  Sterblichkeitstafel,  willkürlich.)  Von  den  übrig 
bleibenden  biometrischen  Funktionen  gestatten  dann,  je  nach  ihrer 
Beschaffenheit,  die  einen  eine  exakte,  die  anderen  eine  nur  ange- 
näherte numerische  Auswertung  auf  Grund  der  Werte  Z,,  wobei  im 
letzteren  Fall  die  aus  der  Interpolationstheorie  bekannten  Methoden 
zur  Anwendung  kommen  [I D  3;  I  D  4b,  Nr.  6].  Ist  aber  c  als  Grund- 
fonktion    benutzt    worden,    so    findet    man   erst   die   entsprechenden 

Werte  g«  und  zwar  nach  der  Formel:  g«  =  ^  ,     ,  wobei  x  in  g,  mit 

tS  und  x"  in  c  so  zusammenhängt,  dass  2a;  =  a:'  +  x!'  —  1.**)  Dar- 
aufhin verfährt  man  wie  in  dem  Fall,  wo  unmittelbar  von  g«  aus- 
gegangen wird. 

Die  Absterbeordnung,  welche  durch  die  so  gewonnene  Reihe  Ix 
dargestellt  wird,  bezieht  sich  entweder  auf  eine  reelfe  oder  auf  eine 
iäeäle  (fiktive)  Generation,  je  nachdem  die  verschiedenen  Gesamtheiten 


60)  Die  Methode   der  Konstruktion  einer  Sterblichkeitstafel,  welche  von 

der  Gleichung  c  ^=  -q-  ausgeht,  wird  namentlich  in  der  englischen  Bevölkerungs- 
statistik befolgt.     Vergl.   W,  Farr,  On  the  Gonstruction  of  Life-Tables,  Lond. 

♦Vi  ^M 

Trans.  149,  1869,  p.  887  fg.    über  die  Ungleichungen,  welche  -^  mit  e  verbinden, 

s.  meine  Mittlere  Lebensdauer,  Jena  1898,  §  21. 

61)  Farr,  a.  a.  0. 
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von  Lebenden  und  Verstorbenen,  die  zur  Berechnung  der  Einzel- 
werte der  örundfiinktion  gedient  haben^  in  bezug  auf  die  Oeburts- 
zeitgrenzen  {t  und  f)  oder  aber  in  bezug  auf  die  ErfiLllungs-  bezw. 
Sterbezeitgrenzen  {%   und  r")  übereinstimmen**). 

Die  Konstruktion  einer  Sterblichkeitstafel  wird  öfters  dadurch 
erschwert,  dass  das  gegebene  statistische  Material  nach  ungeeigneten 
Gesichtspunkten  tabellarisch  geordnet  ist.  Für  solche  Fälle  giebt  die 
Theorie  gewisse  Näherungsmethoden  an,  welche  dazu  dienen,  auf 
Grund  von  Gesamtheiten  der  einen  Art  Gesamtheiten  einer  anderen 
Art  zu  bestimmen^).  Femer  kommen  verschiedene  Interpolations- 
methoden in  Betracht,  wenn  die  Altersstatistik  der  Lebenden  imd 
Verstorbenen  nicht  hinreichend  detailliert  ist.  Durch  die  Unzuverlässig- 
keit  dieser  Altersstatistik,  welche  nicht  selten  ist,  wird  man  aber 
veranlasst,  zu  irgend  einem  Ausgleichungsverfahl-en  zu  greifen  [I  D  4b, 
Nr.  6].  Eine  Ausgleichung  der  gefundenen  Werte  der  Grundfunktion 
oder  der  aus  diesen  Werten  abgeleiteten  Werte  Ix  lässt  sich  auch 
durch  die  Annahme  motivieren,  dass  dieselben  mit  zufälligen,  aus 
der  Beschränktheit  des  Beobachtungsfeldes  entspringenden,  Fehlem 
behaftet  erscheinen^).  Schliesslich  erblicken  einige  Autoren  eine  be- 
sondere Aufgabe  bei  der  Konstruktion  von  Sterblichkeitstafeln  darin, 
die  eine  oder  die  andere  der  biometrischen  Funktionen  in  eine 
mathematische  Formel  zu  fassen,  welche  dem  thatsächlichen  Verlauf 
jener  Funktion  nach  Möglichkeit  angepasst  wäre.  Dabei  geht  das 
Bestreben  dahin,  eine  Formel  von  allgemeiner  Gültigkeit  zu  finden, 
und  die  Unterschiede  der  Sterblichkeit,  welche  zwischen  den  einzelnen 
Bevölkerungen  bezw.  Personenkreisen  statthaben,  durch  entsprechende 
Unterschiede  der  Konstanten,  die  in  der  Formel  vorkommen,  zum 
Ausdruck  zu  bringen^*). 

12.  Elonstiiiktion  von  Invaliditätstafeln.  Einen  besonderen 
Gegenstand  mathematischer  Behandlung  neben  der  Sterblichkeit  und 
in  Verbindung  mit  derselben  bildet  die  Invalidität.  Eine  Invaliditäts- 
tafel unterscheidet  sich  von  einer  Sterblichkeitstafel  dadurch,  dass  die 
Überlebenden  der  aufeinander  folgenden  Altersjahre  (Ix)  zerlegt  werden 


\ 


o2)  K.  Becker  (s.  Fussnote  44). 

53)  Zeuner,  Abhandlungen,  p.  58 — 73;  Lexis,  Einleitung,  §§  31—41. 

54)  E.  Blaschke,  Die  Methoden  der  Ausgleichung  von  Massenerscheinungen 
mit  besonderer  Berücksichtigung  der  Ausgleichung  von  Absterbe-  und  Invaliden- 
ordnungen, Wien  1893. 

55)  E.  Czuher,  Die  Entwickelung  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung,  Nr.  74 
und  I  D  4  b,  Nr.  «. 
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in  Aktive  (4*^)  und  Invalide  (Z^?),  wobei  die  Tafel,  anstatt  mit  dem 
Alter  0,  mit  einem  späteren  Alter  a  beginnt,  von  welchem  an  Inva- 
liditätsfälle überhaupt  erst  möglich  werden. 

Man  bezeichne  nun  mit  p^*>,  p^''^  p^^^  die  Wahrscheinlichkeiten 
für  einen  Aktiven  vom  Alter  x,  das  Alter  a;  -|-  1  überhaupt  bezw. 
als  Aktiver  bezw.  als  Invalider  lebend  zu  erreichen  und  mit  q^'^\ 
q^^'^^f  Si^*^  die  Wahrscheinlichkeiten  für  denselben,  vor  der  Erreichung 
jenes  Alters  überhaupt  bezw.  im  Zustande  der  Aktivität  bezw.  im 
Zustande  der  Invalidität  zu  sterben.  Es  bedeute  femer  Wx  die 
Wahrscheinlichkeit  für  einen  Aktiven  vom  Alter  x  vor  der  Erreichung 
des  Alters  a:  -f~  1  invalid  zu  werden  und  p^^  bezw.  gW  die  Lebens - 
bezw.  Sterbenswahrscheinlichkeit  eines  Invaliden  vom  Alter  x. 

Alsdann    ergeben    sich    die    Beziehungen:    p^"*^  +  p^***^  =l4''^, 

und  ausserdem  t^^  =  laÜp^r^  und  t^  =  \tf^ p^^^  fl p^^\i^oh^i  sich 

a  L  ,-1-1         J 

in  letzterem  Ausdruck  die  Summierung  auf  die  Werte  von  e  =  a, 
a  +  1  u.  s.  w.  bis  a;  —  1  erstreckt. 

Was  zunächst  die  Bestimmung  der  Grössen  pW  bezw.  g^")  anlangt, 
so  dienen  dazu  die  üblichen  Methoden  der  Sterblichkeitsberechnung, 
welche  hier  auf  eine  aus  Invaliden  bestehende  Personengruppe  zur 
Anwendung  kommen.  Hingegen  bietet  die  numerische  Auswertung 
der  Grössen  p^*^  und  p^^^  ein  neues  Problem,  weil  diese  Grössen 
unter  dem  doppelten  Einfluss  der  Sterblichkeit  und  der  Invaliditöt 
stehen.  Die  ersten  Autoren,  welche  sich  mit  diesem  Problem  be- 
schäftigt haben  (s.  die  Fussnoten  zu  Nr.  1  von  I  D  4b),  unterschieden 
nicht  zwischen  der  Sterblichkeit  der  Aktiven  und  der  Sterblichkeit 
der  Invaliden  und  setzten  demnach  jp^*)  =  p^^  =  p^  bezw.  gjj»)  =  g^) 
=  q^'  Dabei  stellten  A.  Wiegand^^  und  K  Heym^'^)  die  Formeln:  jp^«) 
=  p^  (1  —  w^  und  p^^^  =  p^  w^  auf,  welche  auf  einer  unzulässigen  An- 
wendung des  Satzes  von  der  Multiplikation  von  Wahrscheinlichkeiten 
[I  D  1,  Nr.  4]  zum  Zweck  der  Ermittelung  der  Wahrscheinlichkeit  eines 
zusammengesetzten  Ereignisses  beruhen.  Daraufhin  leitete  Zewner^\ 
von  gewissen  Annahmen  über  den  Verlauf  der  Absterbeordnung  und 
die  Verteilung  der  Invaliditätsfälle  innerhalb  der  betreffenden  Alters- 

strecke  ausgehend,  in  korrekter  Weise  die  Formel:  jpj^*^  ""  JP«  —  TjT — 

66)  Mathematische  Grundlagen  der  Eisenbahnpensionskassen,  Halle  a/S.  1869. 

67)  Die  Kranken-  und  Invalidenversicherung,  Leipzig  1868. 

68)  Abhandlungen  u.  s.  w.,  2.  Abhandlung. 


> 
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ab.  Im  G^eusatz  zu  Zeu^er  führte  G,  Behm^^)^)  zwei  besondere 
Absterbeordnungen  f{x)  für  die  Aktiven  und  if{x)  ftir  die  Invaliden 
ein*^)  und  erhielt  unter  der  Annahme  ^  dass  sich  die  in  der  Alters^ 
strecke  x  hv&  x  -^^  1  vorkommenden  Invaliditatsfalle  gleichmässig  über 

dieselbe   verteilen^   und   einer  weiteren    Annahme    über    die    Gestalt 

w  p' 
von  f(x)  und  tl;(x)  die  Formeln:  j>^**»>  —  p]^  -| ^  log  nat.  p^,  wo 

Px J^  ™^  ffx  =  l-P„  undplf^^ ^^  log  nat.  p^^  wo 

p»  s»  ^^"^  ^    Die  angeführten  Ausdrücke  für  p^***)  und  p^f*'^  ergeben 

TT    \k/ 

sich  unmittelbar  aus: 

1  1 

^'  ^'         J      nX  +  Z)  ^'  J      ^{X  +  M)  ' 

0  0 

wenn  gesetzt  wird:     ^^  "*"     =  const.  und        ^         =  const.      Für 

die  Praxis  empfahl  Behm  die  Formeln:  |!^««)=  p^ ^ — ^ und 

P^O  =  ^^^  -r^g^^  welche  aus  den  obigen  mit  Hülfe  der  Reihen- 
entwicklung: log  nat.  €  =  —  (1  —  b)  —  ^"2" "s ^^^ 

unter  Vernachlässigung  aller  Glieder^  in  denen  q'^  bezw.  g^  in  der 
zweiten  oder  einer  höheren  Potenz  auftritt,  gewonnen  werden  können. 
Später  hat  W.  Küttner^^   darauf  aufmerksam   gemacht,   dass  Behm, 

wenn   er  die  stärker  konvergente  Reihe:   log  nat.  £  ==  —  2  ^x 

69)  Statistik  der  Mortalitftts-,  Invaliditäts-  und  Morbiditfttsyerhältnisse 
bei  dem  Beamtenpersonal  der  deutschen  Eisenbahnyerwaltongen,  Berlin  1876, 
p.  29—46. 

60)  Vgl.  M.  KawMT^  Allgemeine  Probleme  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung 
und  ihre  Anwendung  auf  Fragen  der  Statistik,  im  Journal  des  CoUegiums  fOLr 
Lebensversicherungswissenschaft  %  1870,  p.  83 — 53. 

61)  f{pi)  und  ^(x)  stellen  die  Zahlen  derjenigen  dar,  welche  aus  einer  ur- 
sprünglich gegebenen  Anzahl  f(d)  bezw.  '^(a)  von  Aktiven  bezw.  von  Invaliden 
des  Alters  a  ein  späteres  Alter  x  lebend  erreichen.  Wie  '^{p^  lediglich  von 
der  Sterblichkeit  unter  den  Invaliden,  so  hängt  f{p^  lediglich  von  der  Sterb- 
lichkeit unter  den  Aktiven  ab.  Bei  einer  numerischen  Auswertung  von  f{^ 
müssen  demnach  diejenigen,  welche  invalid  werden,  als  solche  behandelt  werden, 
welche  aus  der  Beobachtung  ausscheiden.  Solch  eine  Betrachtungsweise  rührt 
von  Th.  W%Xt9tein  her.  Siehe  Archiv  f.  Math.  39  (1862),  p.  267:  „Die  Mortalität 
in  Oesellschaften  mit  successiv  eintretenden   und   ausscheidenden  Mitgliedem'\ 

62)  Zur  mathematischen  Statistik,  in  Zeitschr.  Math.  Phjs.  25  (1880), 
p.  18—19. 
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Y  f    ]7  )   —  "5"  (^  T  j   —  •  •  •  benutzt  und  dabei  nur  das  erste  Glied 
derselben    berücksichtigt  hatte ^    auf  die   Formeln  gekommen   wäre: 

piaa) «_.  p'  —      ^  f  und  ü^**")  =  — ^-^,  welche  bei  p  =  i)<*^  =  «    in 

die  Zetmer'schen  Formeln  übergehen. 

Eine  besondere  Methode  zur  Bestimmung  von  jp^**)  besteht  darin, 
eine  sogenannte  ^^unabhängige^^  Invaliditätswahrscheinlichkeit  wie  zu 
statuieren^  ^^welche  zum  Ausdruck  gelangen  würde^  wenn  die  Sterblich- 
keit für  den  gegebenen  Zeitraum  nicht  vorhanden  wäre^^  Mit  anderen 
Worten^  es  wird  die  Grösse  w'x  der  Grösse  q'x  nachgebildet^  indem  bei 
der  Ermittelung  von  w'x  die  Sterbenden,  ganz  ähnlich  wie  bei  der 
Ermittelung  von  q^  die  invalid  Werdenden,  als  Ausscheidende  be- 
trachtet werden**).  Bezeichnet  man  mit  ft^"i__,  die  Sterblichkeits- 
kraft für  einen  Aktiven  vom  Alter  x  -}-  js  und  in  analoger 
Weise  mit  Vx+»  die  „Invaliditätskraft"  (wobei  also  Vx+tdz  die 
Wahrscheinlichkeit  bedeutet,  innerhalb   der  Altersstrecke  dg   invalid 

zu  werden),  so  erhält  man:  jpi  =  c  ®  und:  1  — Wx=e  ® 

Es  ist  femer:  d^x\-»  =  — (f*jHh«  +  v«+a)  dz,  woraus: 


^±i  =  C    « 


oder  auch  ^^)  =  p^  (1 — w'J  folgt.  Gerade  in  der  Möglichkeit, 
mittels  des  Grössenbegnffs  w'^  die  Wahrscheinlichkeit  p^^^^  als  Produkt 
aus  zwei  Wahrscheinlichkeiten  darzustellen,  mithin  den  Satz  von  der 
Multiplikation  von  Wahrscheinlichkeiten  im  gegebenen  Fall  zur  An- 
wendung zu  bringen,  soll  der  Vorzug  der  Konstruktion  einer  „unab- 
hangigen«  InyaliditatBwahrflchemUchkeit  liegen.  Diese  Konstruktion, 
welche  J.  Kamp  ^)  zugeschrieben  wird,  stiess  sofort  auf  lebhaften  Wider- 
spruch, namentlich  bei  Behm^),  J. Dienger ^y  K.  Heym^'^),  H. Zimmer- 


68)  Vgl.  Fussnote  61. 

64)  Gutachten  der  Gothaer  LebensverBichemiigsbank  über  Inyaliden-  und 
WitwenpensionsverhältniBse,  verfasst  im  Auftrage  der  Reichsverwaltung;  siehe 
H.  Zimmermann,  Über  Dienstunf&higkeits-  und  SterbensverhiÜtnisse,  Berlin 
(1886),  p.  7. 

66)  a.  a.  0.  p.  47—60. 

66)  Bundschau  der  Versicherungen  1876,  p.  46—47,  109  —  111;  1878, 
p.  161  fg. 

67)  Deutsche  Versicherungszeitung  1876,  Nr.  Ol. 

Enojklop.  d.  nuitb.  Wiaieosoh.    I.  64 
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mann^),  welche  dem  in  Frage  stehenden  Grossenbegriff  ti^^  als  einem 
künstlieh  gebildeten  und  überflüssigen  das  Bürgerrecht  zu  versagen 
sich  veranlasst  sahen^  zumal  da  die  Beziehungen  g^*»«)  =  q'^  (1  — f(7^), 
-p^aO  =  jp^k;^,  g(j»0  =  j^m;^^  wclche  die  vorgeschlagene  Begriffsbildung 

sowie  die  Bezeichnung  ^^unabhängige  Invaliditatswahrscheinlichkeit^^ 
rechtfertigen  würden,  nicht  statthaben.  J,  Karup^^  und  W.KüU^ 
ner''^)  haben  dann  gesucht,  die  Angriffe  der  genannten  Autoren 
zurückzuweisen,  wobei  Küttner  in  verallgemeinerter  Form  das  Pro- 
blem erörterte  und  die  Bedeutung  der  Infinitesimalrechnung  für  die 
Behandlung  von  Fällen,  wo  wie  im  vorli^enden  mehrere  Faktoren 
(Sterblichkeit,  Invalidität)  im  Spiel  sind,  klarlegte^*).  Von  dem  In- 
einandergreifen der  verschiedenen  Faktoren  kann  nämlich  nur  unter 
der  Bedingung  abgesehen  werden,  dass  ein  unendlich  kleines  Zeit- 
bezw.  Altersintervall  ins  Auge  gefasst  wird,  wie  dies  z.  B.  in  obiger 
Differentialgleichung  geschehen  ist.  Letztere  führt  aber  unmittelbar 
auf  die  Grössenbegriffe  px  und  w'x.  Übrigens  halt  Küttner  selbst  die 
Bezeichnung  der  Grosse  Wx  als  „unabhängige^^  Invaliditätswahrschein- 
lichkeit für  unpassend,  weil  diese  Bezeichnimg  einem  in  der  Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung eingebürgerten  Sprachgebrauch  [I  D  1,  Nr.  4; 
I  D  4  b,  Nr.  2,  Axiom  V]  nicht  entspricht  und  deswegen  irreleitend 
werden  kann. 

Bei  der  Konstruktion  einer  Invaliditätstafel  werden  als  Grund- 
funktionen ausser  g<p  noch  entweder  g^")  und  w^  {Zimmermann) ^  oder 
qx  und  Wx  (Behm),  oder  q'x  und  w'x  {Karup,  Küttner)  verwendet  und 
es  lassen  sich  dann  aus  den  Werten  dieser  Grössen  die  Werte  der 
übrigen  in  Betracht  kommenden  Grossen  unter  Bezugnahme  auf  obige 
Erörterungen  teils  exakt,  teils  näherungsweise  ableiten.  Die  Ermitte- 
lung von  g^"*»),  g^,  w^  und  w'^  geschieht  aber  in  folgender  Weise. 
Sind  aus  einer  Anzahl  P^^)  von  Aktiven  des  entsprechenden  Alters 
innerhalb  einer  einjährigen  Alters-  bezw.  Zeitstrecke  W^^  Personen 
im  Zustande  der  Aktivität  verstorben  und  J  Personen  invalid  ge- 
worden, so  ergeben  sich,  wenn  man  hier,  ähnlich  wie  es  in  Nr.  10 
geschehen  ist,  von  den  als  Aktive  Eintretenden  und  Ausscheidenden 


68)  a.  a.  0.  p.  7  fg.,  sowie  Beiträge  zur  Theorie  der  DienstunfUhigkeits- 
und  Sterbensstatistik,  Berlin  (1887),  p.  44 — 53.  Zimmermann  lässt  übrigens  den 
Grössenbegriff  p'^  ebensowenig  gelten. 

69)  Rundschau  der  Versicherungen  1876,  p.  21  fg.;  1877,  p.  17  fg.;  1878, 
p.  219  fg. 

70)  Zeitschr.  Math.  Phys.  25  (1880),  p.  11—24  und  31  (1886),  p.  246—261. 

71)  S.  auch  die  unter  Fussnote  60  angeführte  Abhandlung  Kanmr's, 


12.   Konstruktion  von  Invaliditätstafeln.  851 

absieht,  die  Formeln:  fl^<»")=  — r-r,  g  =  — r-r ,  Wx  =  — rr»  w?l.  = 

— j^j ^,  wo  0  und  -ö»  >  0  und  <  1  sind  und  gewöhnlich  durch  den 

Näherungswert  y  ausgedrückt  werden  ^^).     Bei  der  Berechnung  einer 

jeden  von  jenen  vier  Wahrscheinlichkeiten  lässt  sich  wie  bei  der  Be- 
stimmung von  qx  (Nr.  10)  zwischen  zwei  Methoden  unterscheiden^ 
je  nachdem  die  Gesamtheiten  F^^\  M^"^  und  J  von  derselben  Art 
wie  P|  und  M^y  oder  wie  P,  und  M^  sind.    Um  aber  ein  Analogon 

zu  der  Methode:  c  =  -^  zu  gewinnen,  müsste  man  neben  einem  Sterb- 

lichkeitskoeflGzienten  fQr  Aktive,  welcher  sich  als  ein  Durchschnitt 
aus  den  Werten  f(^^\^  darstellen  würde,  einen  InvcUidüätsIcorffisiienten 
einführen,  welch'  letzterer  als  ein  Durchschnitt  aus  den  Werten  Vx+g 
erscheinen  würde.  Zu  einer  numerischen  Auswertung  dieser  Koeffi- 
zienten wäre  es  erforderlich,  über  Gesamtheiten  JM* ^"^  und  J  von  der- 
selben Art  wie  üfj  zu  verfügen  und  ausserdem  die  von  den  Aktiven 
innerhalb  der  betreffenden  Zeitstrecke  verlebte  Zeit  bestimmen  zu 
können.  Der  Übergang  von  den  Werten  der  beiden  Koeffizienten 
zu  den  Werten  dieser  oder  jener  Sterbens-  und  Invaliditätswahrschein- 
keiten  würde  sich  dann  unter  verschiedenen  Modalitäten  vollziehen 
lassen '*). 

72)  Vgl.  Behtn,  Nachtrag  pro  1878  zur  Statistik  der  Mortalit&ts-,  Invalidi- 
tftts-  und  MorbiditötsverhSItnisse  u.  s.  w.,  Berlin  (1879),  p.  9—11  und  Zimmer- 
mann, die  unter  Fuesnote  64  genannte  Schrift,  p.  21 — 22. 

73)  Eine  ziemlich  erschöpfende  Darstellung  dieser  Modalitäten  sowie  über- 
haupt der  Methoden,  welche  zur  Konstruktion  von  Invaliditätstafeln  bisher  an- 
gewandt bezw.  vorgeschlagen  worden  sind,  bietet  B.  v.  Mcdeszewski,  Theorie 
und  Praxis  der  Pensionskassen  (russisch),  St.  Petersburg  (1890),  2^,  Kap.  8.  Da- 
selbst weitere  Litteraturangaben. 


(Abgeschlossen  im  April  1901.) 
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Liitteratur  0. 

I.    SZataloge«    Encyklopädien. 

Catalogue,  Biblioth^ue  de  TUtrecht.  1.  Ausg.   Utrecht  1886.   4.  Ausg.  1898. 
Catalogue  of  the  library  of  the  Institute  of  actuaries,  London.   Edinburgh  1894. 
Insurance   and   actuarial  society  of  Glasgow.     Catalogue  of  books  in  library. 

Glasgow  1896. 
Catalogue  of  the  library  of  the  faculty  of  actuaries  in  Scotland.  Edinburgh  1899. 
C.  WcUford,  The  insurance  cyclopaedia.  1—6;  6,  Heftl;  A  —  hereditary.  London 

1871—80. 

n.   Sterbliohkeitstafeln'). 

Tables  exhibiting  the  law  of  mortality  deduced  from  the  combined  experience 
of  17  life  assurance  ofßces,  London  1848  [17  E.  G.]. 

The  mortality  experience  of  life  assurance  companies,  collected  by  the  institute 
of  actuaries^  London  1869  [20  E.  G.]. 

Combined  experience  of  assured  lives  (1868—1893),  collected  by  the  institute 
of  actuaries  and  the  faculty  of  actuaries  in  Scotland,  London  1900.  [Assured 
lives].  —  Bd.  1.  Whole-life  assurances,  males;  Bd.  2.  Whole-life  assurances, 
females;  Bd.  3.  Endowment  assurances  and  minor  classes  of  assurance,  male 
and  female. 


1)  Die  Yersicherungslitteratur  ist  auf  den  meisten  Bibliotheken  nur  sehr  wenig 
yertreten.  Viele  Werke  sind  im  Buchhandel  yollstöndig  vergriffen.  Referent  wurde 
durch  das  Entgegenkommen  der  Bibliothek  der  Lebensversicherungsgesellschaft 
„Utrecht**  in  Utrecht  und  der  Kommerzbibliothek  in  Hamburg  in  dankenswertester 
Weise  unterstützt.  Das  hier  gegebene,  so  kurz  wie  möglich  gefasste,  Litteratur- 
verzeichnis  berücksichtigt  nur  die  mathematischen  Interessen;  rein  statistische 
Werke  sind ,  soweit  sie  für  den  Mathematiker  in  Betracht  kommen,  in  der  Regel 
in  den  Anmerkungen  an  den  einschlägigen  Stellen  angeführt.  Vollständigere 
LitteraturzusammensteUungen  geben  die  angefShrten  Kataloge  und  diejenigen 
der  Kommerzbibliothek  in  Hamburg,  deren  Hauptkatalog  von  1864  bis  in  die 
neueste  Zeit  fortgesetzt  ist.  Im  Besonderen  enthält  der  Katalog  von  1900  auf 
p.  2532—2634  und  p.  2641—2542  Bereicherungen. 

2)  Die  den  Titeln  nachgesetzten  eckigen  Klammem  kürzen  die  in  der 
Praxis  üblichen  Benennungen  für  die  einzelnen  Tafeln  ab.    Es  bedeutet: 

17  E.  G.  Tafeln  der  17  englischen  (JeseUschaften, 

20  E.G.       „        „    20 

A.  St.      Amerikanische  Sterbetafel, 

30  A.  G.  Tafeln  der  30  amerikanischen  Gesellschaften, 

23  D.  G.       „        „    23  deutschen  „ 

4  F.  G.       „        „      4  französischen  „ 

Die  deutschen  Lebensversicherungsgesellschaften  legen  ihrem  normaleii 
Todesfallgeschäft  heutzutage  die  Tafeln  der  17  E.  G.,  die  Tafeln  M  I  der  28  D.  G. 
oder  andere  hier  nicht  aufgeführte  Tafeln  zu  Grunde.  Vgl.  J.  Neumafm^  Jahr- 
buch für  das  deutsche  Versicherungswesen,  Berlin  1900,  p.  487.  Wegen  Beur- 
teilung der  Tafeln  vgl.  Artikel  I  D  4  a,  Nr.  8—11  und  E.  Bcghi,  Jahrbücher 
für  Nationalökonomie  und  Statistik,  Neue  Folge.   Supplementheft  18  (1891). 
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Sh.  HamanSf  Report  exhibiting  the  experience  of  the  Mutual  Life  Insurance 
Company  of  New  York.    New  York  (frühere  Ausg.  1869).  1868  [A.  St.]. 

Später: 

W.  Bartlett,  On  the  mortality  experience  of  the  Mutual  Life  Lisurance  Company 
of  New  York.    New  York  1876. 

L.  W.  Meechy  System  and  tables  of  life  insurance,  Norwich,  Conn.  1881. 
[30  A.  G.] 

Ä.  Emminghaus^  Mitteilungen  aus  der  Geschäfts-  und  Sterblichkeitsstatistik  der 
Lebensyersicherungsbank  fär  Deutschland  zu  Gotha.  Gotha  1878.  [Gothaer 
Sterbetafel.] 

Deutsche  Sterblichkeitstafeln  aus  den  Erfahrungen  von  23  Lebensversicherungs- 
gesellschaften, veröffentlicht  im  Auftrage  des  Kollegiums  für  Lebensversiche- 
rungs-Wissenschaft zu  Berlin.    Berlin  1883  [23  D.  G.]. 

Tables  de  mortalitä  du  comit^  des  compagnies  d'assurances  ä  primes  fixes  sur 
la  vie.    Paris  1896  [4  F.  G.]. 

Weitere  Litteratur  s.  C.  Land/ri^  Mathem.  techn.  Kap.  (s.  Litt.-Verz.  IV), 
p.  70,  wo  man  auch  Sterblichkeitstafeln  für  ganze  Bevölkerungen  angegeben 
findet.  Die  hier  gregebene  Zusammenstellung  beschränkt  sich  auf  normale 
Risiken  einer  Lebensversicherungsgesellschafb.  Wegen  Extrarisiken,  im  Beson- 
dem  Bentnersterbetafeln  vergleiche  Nr.  5  dieses  Berichtes. 

nL   VersiolieningBteolmisolie  Hülfstafeln. 

Zu  17  E.  O.  The  principles  and  practice  of  life  insurance.  1.  Ausg.  v.  N,  Wiüey^ 
New  York  and  Chicago  1872.    6.  Aufl.  1892.  —  1%, 

Zu  20  E.  G,  Tables  deduced  from  the  mortality  experience  of  life  assurance 
companies,  collected  by  the  institute  of  actuaries.  London  1872.  —  3,  3*/,, 
4,4%,  6,  67o. 

T.  B.  Sprague,  Select  life  tables,  London  1896.-2%,  3,  3%,  4%. 
B,  P.  Hardy,  Valuation  tables,  London  1873.  —  3,  Z%,  4,  4%%- 

F.  J.  C.  Taylor,  Tables  of  annuities  and  premiums.   London  1884.  —  sy^  %. 
Schlusstabellen  in:   Institute  of  actuaries  textbook,  part  II  (siehe  unter  IV). 

-3,  3%,  4,  4%,  6,  67,. 

G.  King  and  W.  J.  H.  WhittaU,  Valuation  and  other  tables.    London  1894. 
-  2%,  3,  3%,  47o. 

TT.  A.  BotBser,  Valuation  tables.    London  1896.  —  3%  y,. 

E,  CoUfuhoun,  Valuation  and  other  tables.   London  1899.  —  2^^%,  ^ViVo- 
Zu  Ä.  St,    The  principles  (s.  o.)   —  3,  3%,  4,  4%7o. 
Zu  30  Ä.  G.    L.  W.  Meech,  System  and  tables  of  life  insurance.  —  3,  3*/,,  4, 

4%,  6,  6,  7,8,  9,  10%. 

Zu  4  F.  G.  Tables  de  mortality  (s.  o.).  — 2%,  3,  3'/^,  3%,  47,.  (Leider  nicht 
nach  Geschlechtem  getrennt.) 

Zu  23  D.  G.  J.  Biem,  Nettorechnungen  auf  Grund  von  Dr.  Zillmer's  aus- 
geglichener Sterbetafel  der  23  deutschen  Lebensversicherungs-Gesellschaften 
für  normal  versicherte  Männer  und  Frauen,  Basel  1898  (Preis  332  Mark!). 

Für  jede  Sterbetafel:   W,  Orchard,  Single  and  annual  premiums.    London  1860, 

1866;  Jamea  Chüholm,  Tables  for  finding  the  values  of  policies.   London  1886. 

Weitere  Litteratur  findet  man  in  den  Anmerkungen  zu  den  Nrn.  4,  5,  18. 
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rv.  Lehrbücher. 

Ä.  Zülmer,  Die  mathematischen  Rechnungen  bei  Lebens-  und  BentenTersiche- 

•rungen.    Berlin  1861.    2.  verm.  Aufl.    1887. 
W.  Karup,   Theoretisches  Handbuch    der   Lebensyersichenmg.     Leipzig   1871, 

1874,  1885. 
E.  Dormoy,  Theorie  mathdmatique  des  assurances  sur  la  yie.    2.  Paris  1878. 
Institute  of  actuaries'  textbook,  pari  n,  life  contingencies,  by  G.  King.  London 

1887,  neue  Ausgabe  in  Vorbereitung;  dasselbe  französisch: 
Textbook  de  Tinstitut  des  actuaires  de  Londres,  2idme  partie,  Operations  viagäres. 

Brüssel,  Paris,  London  1894. 
C.  Landri^  Wiskundige  hoofdstukken   voor  leTensverzekering.    Utrecht  1893. 

Dasselbe  deutsch  mit  Verbesserungen  und  Zusätzen: 
(7.  LandrS,  Mathematisch-technische  Kapitel  zur  Lebensversicherung.   Jena  1895. 
H.  Laurent,  Theorie  et  pratique  des  assurances  sur  la  vie,  Paris  1896. 
M.  CantOTy  Politische  Arithmetik.    Leipzig  1898. 
H.  Poterin  du  Motel,  Theorie  des  assiurances  sur  la  vie.    Paris  1899. 

V.  Aufgabenfiammliingen. 

1%.  G.  Äckland  and  G.  F,  Hardy,  Graduated  ezercises,  with  Solutions.    Part.  U, 

London  1889. 
J.  Thanndbaur,  Berechnungen  yon  Renten  und  Lebensversicherungen.  Wien  1893. 

VI.  Monographien. 

C.  Bremiker,  Das  Risiko  bei  Lebensversicherungen.    Berlin  1859. 

A.  Zülmery  Beiträge  zur  Theorie  der  PiUmienreserve.    Stettin  1863. 

W.  8.  B,  WooVwuse,  On  interpolation,  summation  and  the  a^justment  of  nume- 
rical  tables.    London  1865. 

Th,  Wittstein,  Mathematische  Statistik.    Hannover  1867. 

W.  Lazarus,  Über  Mortalitätsverhältnisse  und  ihre  Ursachen.  Hambiurg  1867. 

T.  B.  Spraguej  A  treatise  on  life  Insurance  accounts.     London  1874. 

Th.  WiUstein,  Das  mathematische  Risiko  der  Versicherungsgesellschaften.  Han- 
nover 1886. 

J.  P.  Janse^  Over  de  constructie  en  afronding  van  sterftetafels.  Diss.  Amster- 
dam 1885. 

C.  KihiUy  Die  Gewinnsysteme  mit  steigenden  Dividenden.    Zürich  188&. 

L.  Lindelöfj  Statistik  undersökmng  af  tillständet  i  folkskoUärarenes  i  Finland 
enke — och  pupillkassa.    Helsingfors  1890,  1893. 

L,  Lindelöf,  Statistisk  undersOkning  af  ställningen  i  finska  skolstatens  pensions- 
kassa.    Helsingfors  1892. 

E.  Blaschke,  Die  Methoden  der  Ausgleichung  von  Massenerscheinnngen.  Wien  1893. 

J.  Karup,  Die  Finanzlage  der  Gothaischen  Staatsdiener  -  Wittwen  -  Societät. 
Dresden  1893. 

E.  Blaschke,  Denkschrift  zur  Lösung  des  Problems  der  Versicherung  minderwer- 
tiger Leben.    Wien  1895. 

L.  Lindelöf,  Ställningen  i  finska  civilstatens  enke — och  pupillkassa.  Helsing- 
fors 1896. 

H.  Onnen,  Het  maximum  van  verzekerd  bedrag.   Diss.  Utrecht  1896. 

3f.  Kehm,  Über  die  Versicherung  minderwertiger  Leben.    Jena  1897. 
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J.  U.  Peek,  Toepassing  der  Waarsch^jnl^kheids-Bekening  op  Levensverzekering 
en  Sterfte-Statistiek,  Diss.  Utrecht  1898. 

M^moires  pour  servir  k  rhistoire  des  assurances  sur  la  yie  et  des  rentes  yia- 
g^res  aox  Pays-Bas  pnbli^s  par  la  soci^t^  gdn^rale  N^erlandaise  d'assuran- 
ces  sur  la  yie.    Amsterdam  1898. 

K,  Wagner,  Das  Problem  vom  Risiko  in  der  Lebensversichernng.    Jena  1898. 

J.  Karup,  Die  Beform  des  Beamtenpensionsinstituts  der  Mitglieder   des  Asse- 
kuranzvereins von  Zuckerfabriken.  Prag  1898. 
Weitere  Litteratur  an  den  einschlägigen  Stellen  dieses  Referates,  deutsche 

speziell  bei  K.  Wagner  a.  a.  0.,  schwedische  besonders  in  den  Fortschritten  der 

Mathematik. 

Nur  selbstöndig  erschienene  Schriften  sind  hier  angefahrt 

VIL  Zeitsohriften. 

The  assurance  magazine  Bd.  1—2.    London  1860 — 62;    fortgesetzt  unter  den 

Titeln:   The  assurance  magazine  and  Journal  of  the  institute  of  actuaries. 

Bd.  8—12,  London  1863 — 1866.  Journal  of  the  institute  of  actuaries.  Bd.  13. 

London   1866 — 67.    Journal    of   the  institute    of   actuaries    and    assurance 

magazine.   Bd.  14 — 24,  London  1867—1884,  Journal  of  the  institute  of  actuaries. 

Bd.  25  ff.,  London  1884  ff.    [Lond.  Journal  inst.  act.]. 
Journal  des  Kollegiums  für  Lebensversicherungswissenschafb  1.  2.    Berlin  1870. 

71.     [Berl.  Journal  Kolleg.  Lebensv.]. 
Journal  des  actuaires  firan9ais.   1 — 9.   Paris  1872 — 80.    [Par.  Journal  act.  fran9.] 
Assecuranz-Jahrbuch,  her.  v.  Ä.  EhrenBtoeig,  Wien  1880  ff.    [Ehrenzweig]. 
Edinburgh,  Transactions  of  the  actuarial  society,  Edinburgh  (1859  ff.),  new  series 

1886  ff.    [Edinburgh  act.  soc.]. 
Archief  Toor  politieke  en  sociale  rekenkunde,  her.  y.  D.  Samoi,  s'Grayenhage 

1886—88.    [Archief  polit  rek.]. 
Bulletin    trimestriel   de  Tinstitut    des  actuaires  fran9ais,  Paris  1891  ff.    [Par. 

.  Bulletin,  inst.  act]. 
New- York,  Papers  and  transactions  of  the  actuarial  society  of  America.    New- 

York  1889  ff.   [N.  Y.  Am,  act.  soc.]. 
Archief  voor   de  verzekeringswetenschap,   uitgegeven  door  de  vereeniging  van 

wiskundige-adviseurs.    *s  Gravenhage  1895  ff.    [Archief  verzekeringswet.]. 
Verhandlungen   der  internationalen  Kongresse   der  Actuare:    Premier  cougres 

international  d^actuaires.  Documents.  Bruxelles  1896.    [Brüssel,  Intern.  Kongr.]. 
Transactions    of  the    second   international    actuarial   congress,    London   1899. 

[London,  Intern.  Kongr.]. 
Die  Verhandlungen  des  dritten  Kongresses  in  Paris  1900  befinden  sich  im  Druck. 
Mitteilungen  des  Verbandes  der  österreichischen  und  ungarischen  Versicherungs- 
techniker, Heft  I  ff.    Teschen,  Wien  1899  ff. 
Andere  Fachzeitschriften,  die  vorwiegend  den  nichtmathematischen  Inter- 
essen gewidmet  sind,  findet  man  in  den  angeführten  Katalogen.    Neugegründet 
ist  die  Zeitschrift: 
Zeitschrift   für    die  gesamte  Versicherungs -Wissenschaft,   herausgegeben   vom 

Deutschen  Verein  für  Versicherungswissenschaft.  1,  Heft  1  u.  2.   Berlin  1901. 

[Berl.  Zeitschrift  vom  Deutsch.  Verein  f.  Versicherungswissensch.]. 
Zeitschriften  allgemein  mathematischen  Charakters,  die  öfter  versicheruugs- 
mathematische  Arbeiten  enthalten,  sind:  Zeitschrift  f^  Mathematik  und  Physik, 
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Leipzig  1856  ff.;  Hamburg,  Mitteilungen  der  mathematischen  Gesellschaft  1878 ff.; 
Acta  mathematica,  Berlin-Paris-Stockholm  1882 ff.;  Paris,  Comptes  rendus  de 
Vacad^mie  des  sciences  1836 ff.;  Tidskrifb  for  Matematik  og  Fysik,  3  Baekke, 
EjGbenhavn  1871  ff.;  Acta  societatis  scient.  fennicae,  Helsingfors  1870 ff.;  Ofyer- 
sigt  af  Finska  Vet.-Soc.  Förhandlingar,  Helsingfors  1888 ff.;  öfversigt  af  kongl. 
Vetenskaps-Akademiens  Förhandlingar,   Stockholm  1845  ff. 


I.   Onmdlagen. 

1.  VerMLtnis  der  Lebensversicherung  zu  anderen  Versiohe- 
rungen.  Es  giebt  keine  mathematische  Theorie  des  Versicherungs- 
wesens im  allgemeinen.  Von  den  vielen  verschiedenen  Versicherungs- 
arten,  die  heutzutage  betrieben  werden,  besitzt  nur  die  Lebensversicherung 
eine  ziemlich  durchgearbeitete,  in  langjähriger  Praxis  erprobte,  mathe- 
matische Grundlage.  Bei  der  Invaliditäts-,  Unfall-  und  Krankenver- 
sicherung')   sind    die    Anfänge    zu    einer    solchen    vorhanden.     Im 

3)  Invdliditätsversicherung : 

Deutschland:  Ä.  Wiegand,  Die  Sterblichkeits-,  hiTaliditäts-  und  Erank- 
heitsrerhältnisse  bei  Eisenbahnbeamten  in  den  Jahren  1868 — 69.  Berl.  Journal 
Eoll. Lebensvers.  2  (1871),  p.  67.  Vgl.  auch  ID4a,  Fussnote  66.  Fortsetzung 
davon:  G,  Behm^  Statistik  der  Mortalitäts-,  Invaliditäts-  u.  Morbiditätsverh&lt- 
nisse,  Berlin  1876 — 1885.  Fortsetzung  davon:  H.  Zimmermann,  Über  Dienst- 
unfähigkeits-  und  Sterbens  Verhältnisse^  Berlin  1886 — 1889.  Fortsetzung  davon: 
Ä.  Zülmer,  Beiträge  zur  Theorie  der  Dienstunföhigkeits-  und  Sterbensstatistik, 
Berlin  1890.  Stenographische  Berichte  über  die  Verhandlungen  des  Reichs- 
tags, 7.  Legisl.-Per.  IV.  Session,  Berlin  1888/89,  Nr.  141,  Beilage  1,  p.  1094, 
Nr.  230,  p.  1436.  —  9.  Legisl.-Per.  IV.  Session,  Berlin  1895/97.  Zu  Nr.  696  p.  265 
(nicht  veröffentlicht).  —  10.  Legisl.-Per.  L  Session,  Berlin  1898/1900,  Anlage  Bd.  I 
Nr.  93,  p.  769;  0.  Dietrichkeit,  Fundamentalzahlen.  Elberfeld  1894.  S%%; 
G.  Friedrich,  Mathematische  Theorie  der  reichsgesetzlichen  Invaliditäts-  und 
Altersversicherung,  Leipzig  1896;  L,  von  BartkiewicZy  Zeitschrift  für  Versiche- 
rungsrecht und  -Wissenschaft  ö  (1899),  p.  663;  M.  Gerecke,  Berl.  Zeitschrift 
vom   deutschen  Verein  für  Versicherongswissensch.  1  (1901),   p.  67. 

Österreich:  Ä.  Caron,  Die  Berechnung  der  Beiträge  bei  der  obligatorischen 
Arbeiterversicherung,  Berlin  1881 ;  Ä.  Caron,  Die  Reform  des  Enappschaftswesens 
und  die  allgemeine  Arbeiterversicherung,  Berlin  1882;  J.  Kaan,  Anleitung  zur 
Berechnung  der  einmaligen  und  terminlichen  Prämien,  Wien  1888;  Ph.  FaXkowicz, 
Der  Pensionsfonds,  Prag  1892. 

Schweden:  ArbetarefÖrsäkringskomit^ns  betänkande,  I.  II.  lU.,  Stockholm 
1888—1889;  Nya  arbetareförsäkringskomit^ns  betänkande  I— IV,  Stockholm  1892 
—1893;  Eongl.  Maj:t8  nädiga  proposition  tili  Biksdagen  No:  22,  Bih.  tili  Riksd. 
Prot.,  Stockholm  1895,  1  Saml.,  1  Afd.,  16  Häfb;  Eongl.  Maj:t8  nädiga  pro- 
position tili  Biksdagen  No :  56,  Bih.  tili  Biksd.  Prot.,  Stockholm  1898,  1  Saml. 
1  Afd.,  35  Haft. 

Norwegen:  Statistiske  Oplysninger  om  Alders — og  Indtaegtsforholde,  Social- 
statistik.  Bind  n,  Bilag  til  den  parlamentariske  Arbeiderkommissions  Indstilling, 
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übrigen*)  herrscht  in  den  Ej^isen  der  Praktiker  vielfach  die  Ansicht, 
dass  für  die  meisten  anderen  Yersicherungszweige  eine  mathematische 
Theorie  nicht  nur  entbehrlich ,  sondern  auch  geradezu  unmöglich  ist 
Zugegeben  kann  werden:  1)  Abgesehen  Top  den  eben  genannten  Ver- 
sicherungen hat  es  für  den  Theoretiker  grosse  Schwierigkeiten,  sich 
das  für  ihn  erforderliche  Material  zu  beschaffen.  2)  Ohne  eingehende 
statistische  ünterlt^en  eine  mathematische  Behandlung  des  Versiehe- 
niiHmneiniiM  oder  einzelner  Gebiete  desselben  auf  Grund  eines  uni- 
Wabirscheinlichkeitsschemas  zu  yersuchen,  wäre  ein  Unter- 


18i7{    JS,  Hanssen,  Statistiske  Oplysninger   om  Invaliditetsforholde. 
Bind  IV*,  Kristiania  1900. 
*  ^«SF        ^^  '         ürnfM-  und  Krankenversicherung:  K.  Heym,  Die  Kranken-  nnd  Invaliden- 
ferneherong,  Leipzig  186S;   G.  Zewner,  Abhandlungen  aus  der  mathematischen 
^.     y  Statistik.    IH  ünfallyersichernng,  Leipzig  1869;   K,  Heym,  Anzahl  und  Dauer 

der  Krankheiten,  Leipzig  1878;  G.  Behm^  Denkschrift  betr.  die  Gefahrenklassen, 
Anlage  zur  Begründung  eines  Gesetzentwurfes  betr.  die  UnfaUyersicherung. 
Stenogr.  Berichte  über  die  Verhandlungen  des  Reichstages.  5.  Legisl.-Per. 
IL  Session  1882/83.  Bd.  V,  Nr.  19  Anlagen,  p.  214;  Ä.  Hazeland,  Stati- 
stiske Unders0gelser  angaaende  Ulykkestilfaelde  under  Arbeide  i  Aarene  1885 
og  1886,  Bilag  til  ArbeiderkonmuBsionens  Lidstilling  UI,  Kristiania  1889; 
G.  Friedrich,  Die  bemfsgenossenschafblichen  Gefahrentarife  und  ihr  Genauig- 
keitsgrad. Ehrenzweig  12  (1891),  Teil  2,  p.  69;  Ä.  Hazeland,  Forslag  til  Loy 
om  Arbeideres  Sygeforsikring,  Arbeiderkommissionens  Indstilling  11,  Kristiania 
1892;  C.  Moser,  Denkschrift  Aber  die  Höhe-  der  finanziellen  Belastung  betr. 
die  Krankenversicherung,  Bern  1898.  Zweite  Aufl.  1895;  C.  Moser,  Yersicherungs- 
technische  Untersuchungen  über  die  eidgenOss.  Unfallversicherung,  Bern  1895; 
W.  Sutton,  Sickness  and  mortality  ezperience  made  by  friendly  societies,  for 
the  years  1856 — 1880,  ordered  by  the  House  of  Commons  to  be  printed,  London 
1896.  2%,  2%,  3,  sy^,  3%,  S»/^,  47o ;  F.  G.  Hardy,  A  treatise  on  friendly 
Society  valuations  with  tables,  London.  2%,  2«/^,  8,  3%,  3»/,,  3%,  4%  (im 
Druck);  W.Ä.Bowser,  Friendly  societies'  valuation  and  other  tables,  London 
1896.  Kapitaldeckung  und  Umlage  bei  der  Arbeiter-ünfallTersicherung  in  Oster- 
reich, herausgegeben  vom  Vorstände  der  Arbeiter -ünfallyersichemngsanstalt  ffir 
NiederOsterreich,  Wien  1899. 

Im  übrigen  sei  auf  die  Referate  des  3.  internationalen  Kongresses  der 
Aktuare  in  Paris  (Litt.-Verz.  YII),  die  Fortschritte  der  Mathematik  und  die 
Publikationen  verwiesen: 

Deutsdkkmd,  Amtliche  Nachrichten  des  Beichsversicherungsamtes,  Berlin  1885  ff. 
Schweden,  Begistrerade  q'ukkassors  verksamhet,  Stockholm  1892  ff. 
Österreich,  Amtliche  Nachrichten  des  k.  k.  Ministeriums  des  Innern,   betr.  die 

Unfall-  und  Krankenvers,  der  Arbeiter,  Wien  1888  ff. 
Nortoegen,  Beretning  fra  Rigsforsikringsanstalten,  Kristiania  1897  ff. 

4)  Eine  Übersicht  über  das  gesamte  Versicherungswesen  geben:  Ä.  Chauf- 
ton,  Les  assurances,  2.  Paris  1884/86;  H.  u.  K.  Brämer,  Das  Versicherungs- 
wesen, Leipzig  1894.  Eine  Geschichte  des  Versicherungswesens  zu  geben  sucht: 
G.  Hamon,  Histoire  g^^rale  de  Tassurance.    Paris,  ohne  Jahr. 
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nehmen ;  das  weder  bei  den  Theoretikern,  noch  bei  den  Praktikern 
jetzt  noch  auf  Interesse  rechnen  konnte.  Das  Referat  beschrankt 
sich  daher  auf  die  Lebensversicherung  und  verweist  den  Leser  im 
übrigen  auf  die  in  den  Fussnoten  dieser  Nummer  genannten 
Werke.  Nur  ausnahmsweise  werden  zum  Vergleiche  auch  andere  Ver- 
sicherungsarten herangezogen. 

2.  Hypothesen,  auf  denen  die  Theorie  beroht.  Die  mathema- 
tische Grundlage  der  Lebensversicherungsmathematik  bildet  die  Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung^). Die  zum  Aufbau  der  Theorie  erforderlichen 
Definitionen^  Sätze  und  Axiome  zerfallen  in  2  Gruppen^  allgemeine 
und  spezielle.     Sie  lauten: 

a.  Axiome  etc.  aus  der  allgemeinen  Wahrscheinlichkeits- 
rechnung [I D  1,  Nr.  2,  3,  4]. 

Definition  L  Die  Wahrscheinlichkeit  dafür^  dass  ein  Ereignis  E 
eintritt,  ist  ein  positiver  echter  Bruch  p,  der  E  zugeordnet  ist. 

Axiom  I.  Ist  E  gewiss,  so  ist  jp  =  1.  Ist  E  unmöglich,  so  ist 
i)  =  0. 

Definition  IL  Zwei  Ereignisse  schliessen  sich  aus,  wenn  die 
Wahrscheinlichkeit  dafür,  dass  sowohl  E^  als  E^  eintritt,  gleich  0  ist^. 

Axiom  IL  Sei  p^  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  E^^  p^  die,  dass 
E^y  p  die,  dass  eines  der  beiden  Ereignisse  E^  oder  E^  eintritt;  als- 
dann ist:  , 

P=Pi+Pfi> 

falls  El  und  E^  sich  ausschliessen. 

Axiom  LLL,  Sei  p^  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  E^  eintritt,  p^' 
die,  dass  E^  eintritt,  wenn  man  weiss,  dass  E^  eingetreten  ist,  p  die 
Wahrscheinlichkeit,  dass  sowohl  E^  als  E^  eintritt.     Alsdann  ist: 

P=PiPi'' 
Definition  LIL    Sei  unter  sonst  gleichen  Bezeichnungen  wie  in 
Axiom  ni  P2  die  Wahrscheinlichkeit,   dass  E^   eintritt.    Man   sagt, 
dass  E^  und  E^  von  einander  unabhängig  sind,  wenn 

P^  P1P2 
ist^. 

6)  Dagegen  K.  Wagner  a.  a.  0.  (Litt.-Verz.  VI),  p.  164  nnten :  „Wahrschein- 
lichkeitsrechnung und  Versicherung  haben  innerlich  nichts  miteinander  zu 
schaffen/*     Zu  den  Axiomen  vgl.  H.  Poi/ncari,  Calcul  prob.,  Paris  1896,  p.  12  ff. 

6)  Diese  Definition  erscheint  zweckmässig,  im  gewöhnlichen  Sinne  brauchen 
sich  die  Ereignisse  darum  noch  nicht  auszuschliessen. 

7)  Mehrere  Lebensversicherungsmathematiker  bedienen  sich  auch  ^exBayts- 
sehen  Regel  (I D 1,  Nr.  15),  so  namentlich  W.  Lazarus^  Berl.  Journal  EoU.  Lebensvers. 
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b.    Spezielle  Axiome  etc.  für  die  Sterbenswahrscheinlich- 
keiten   [s.  a.  I  D  4a,  Nr.  8—11]. 

Axiom  IV.  Sei  (x)  ein  Individuum  einer  Gesamtheit,  das  beim 
Alter  X  lebt;  alsdann  wird  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  (x)  beim 
Alter  X  '\-  m  lebt,  durch  eine  bestimmte  Funktion  von  x  und  X'\-n^ 
p{x^  X  '\'  w),  gemessen,  für  alle  positiven  Werte  x  und  m,  die  ein 
gewisses  Gbrenzalter  o,  das  niemand  überlebt,  nicht  überschreiten. 

Axiom  V.  Sei  p(x,  x  -^  m)  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  (x) 
beim  Alter  x  -}-  m,  p'(fff  y-^-n)  die,  dass  (y)  beim  Alter  y  +  w  noch 
lebt.  Alsdann  sind  diese  beiden  Wahrscheinlichkeiten  von  einander 
unabhängig  für  alle  positiven  Zahlen  x,  y,  m,  n,  falls  sie  sich  auf 
zwei  verschiedene  Individuen  beziehen. 

Hieraus  folgt  die  Unabhängigkeit  beliebig  vieler  Sterbens-  und 
Ueberlebenswahrscheinlichkeiten,  wenn  diese  sich  auf  lauter  verschie- 
dene Individuen  beziehen. 

Definition  IV.    Eine  Gesamtheit  F  von  Individuen  besteht  aus 

lauter  gleichartigen  Risiken,  wenn  für  irgend  zwei  Individuen  dieser 

Gesamtheit!  /  ,      ^         ,,  ,     v 

p{XyX  +  m)=-p{i/,y  +  n) 

ist,  sobald  x^=y,  m=^n  ist. 

Satz  I.  Jede  Gesamtheit  F  von  gleichartigen  Risiken  besitzt 
eine  (fingierte)  Absterbeordnung,  d.  h.  zu  ihr  gehört  eine  Funktion  Is 
der  kontinuierlichen  Veränderlichen  x,  genannt  die  Zahl  der  LAenden 
des  AUers  x,  mit  folgenden  Eigenschaften^): 

1)  Iz  ist  nur  bis  auf  einen  konstanten  Faktor  bestimmt, 

2)  Zx  nimmt  mit  wachsendem  x  nicht  zu, 

3)  Ix  ist  nie  negativ,  , 

4)  es   ist  jp  (o;,  a:  +  w)  =  -^^i^  • 

3.  Prinsipien,  nach  denen  die  Theorie  auf  die  Erfahrung  an- 
gewendet wird.  Die  Methoden,  nach  denen  man  die  Axiome  etc. 
der  vorigen  Nummer  auf  die  Erfahrung  anwendet,  sind  für  den  spe- 
ziellen Fall  der  Sterblichkeitsmessung  in  Artikel  I D  4a  11  ausein- 
andergesetzt worden.    Sie  beruhen  ebenso  wie  die  Methoden  der  eigent- 

1  (1870),  p.  78.  Ihre  Einfdhning  würde  ein  neues  Axiom  erforderlich  machen.  Dies 
wird  hier  y ermieden  durch  das  Prinzip  11  und  das  Postulat  der  Nr.  8  dieses  Artikels. 
8)  Ursprünglich  rechnete  man  mit  der  Funktion  1^  ganz  naiv,  indem  man 
—  ohne  das  Bedürfnis  einer  Begründung  zu  fühlen  —  mit  ihr  wie  mit  den 
Zahlen  der  Lebenden  einer  wirklichen  Generation  operierte.  Schon  HaUey^B 
Sterbetafel  (1693)  schilderte  die  Sterblichkeit  durch  die  Dekremententafel  der 
Lebenden  (ID4a,Nr.8). 
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liehen  LebensTersicherongsmathematik  auf  folgenden  allgemeinen  Prin- 
zipien: 

Prinzip  L  Man  greift  eine  gewisse  Gesamtheit  F  von  Indivi- 
duen heraus^  deren  Risiken  man  als  gleichartig  postuliert. 

Schreibt  man  für  jedes  Individuum  der  Gesamtheit  zwei  Zeitpunkte 
vor;  zwischen  denen  es  sterben  soll,  so  ist  die  Wahrscheinlichkeit^ 
die  dieser  Gruppierung  von  Todesfallen  zukommt;  durch  die  bisherigen 
Axiome  bestimmt;  daher  auch  der  wahrscheinliche  Wert  p  irgend 
einer  Funktion  f  dieser  Zeitpunkte  und  ihre  mittlere  Abweichung 
M{f)  von  ihrem  wahrscheinlichen  Werte®).    Man  gebraucht  nun  das 

Prinzip  IL  In  erster  Annäherung  kann  man  den  Wert  von  f, 
der  der  beobachteten  Gruppierung  der  Todesfälle  entspricht;  mit  sei- 
nem wahrscheinlichen  Werte  /^  identificieren*®). 

Hierauf  berücksichtigt  maU;  dass  der  beobachtete  Wert  f  von 
seinem  wahrscheinlichen  Werte  p  im  allgemeinen  abweicht;  schliesst 
aber  Abweichungen  von  sehr  geringer  WahrscheinUchkeit  aus  durch  das: 

Postulat,  Beobachtet  man  einen  einzelnen  Wert  von  f,  so  weicht 
dieser  von  seinem  wahrscheinlichen  Werte  f^  um  nicht  mehr  als  das 
V -fache  von  M(f)  ab. 

Wie  gross  man  v  wählt;  ist  willkürlich^^).  Wählt  man  v  =  3; 
so  identificiert  man  die  praktische  Gewissheit  mit  einer  Wahrschein- 
lichkeit;  die   jedenfalls   grösser  als    1 1  =  y  ist  ^^    und   gleich 

©/^~:\=0;9973  ist^»),  wenn  das  Gauss'Bche  Fehlergesetz  gilt^*). 

9)  Wahrscheinlicher  Wert  =  mathematische  Hoffiiung  I D 1,  Nr.  16.  Mitt- 
lere Abweichung  =  mittlerer  Fehler  I D  2,  Nr.  8. 

10)  Alle  Lebensversicherungsmathematiker  ausser  dem  Referenten,  so 
W.  Lazarus  a.  a.  0.,  p.  79  bei  der  Sterblichkeitsmessung,  E,  Blaschke^  (die 
Methoden  der  Ausgl.  Litt.-yerz.  VI)  bei  den  Ausgleichungsproblemen,  gehen  von 
dem  wahrscheinlichsten  Werte  aus. 

11)  H.  Lattrent  nennt  v  den  Sicherheitskoeffizienten  (coefficient  de  säcurit^ 
Par.  Journal  act.  fran9.  2  (1873),  p.  162. 

12)  Theorem  von  Tschebycheff,  Joum.  de  math.  (2)  12  (1867),  p.  183,  Zeile 
1 — 6.  pD  1,  Nr.  16,  Fussn.  166».]  Im  Wesentlichen  dasselbe  Theorem  wurde 
sp&ter  von  P.  Pizzetti,  Genova  Atti  1892,  in  einfacherer  Form  ausgesprochen: 
Vgl.  E,  Cztiber,  Die  Entwickelung  der  Wahrscheinlichkeitstheorie,  p.  164. 

18)  ©(«)  =  —=  fe^'^dx  ist  in  ID4a,  Nr.  2  mit  P,  bezeichnet,   das 

Integral  Ce'-'^dx  in  ID  2,  Nr.  4  mit  V{x). 

14)  Referent  gestattet  sich  die  Bezeichnung  „Qauss^sches**  Fehlergesetz,  in- 
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Säte  IV.  Uon  berechne  tüi  jedes  Mitglied  der  za  einer  einzelnen 
Yerstcherang  gebSrigen  fingierten  QesellBcliaft  die  DiffereBz  des  that- 
sächlicli  zu  dem  betreffenden  Zeitpunkte  fHr  seine  Versichernng  er- 
forderlichen Decknngskapitals  nnd  der  zu  dem  betreffenden  Zeitpunkte 
SüT  ihn  TOrhandenen  PrämienreBerre.  Die  Summe  der  Quadrate  dieser 
Differenzen  ist  das  Z'-fache  des  Quadrates  des  mittleren  Risikos  der 
betreffenden  Yersicherung  zum  Zeitpunkte  der  Berechnung.  Das 
Quadrat  des  mittleren  Risikos  einer  Gesamtheit  ist  gleich  der  Summe 
der  Quadrate  der  mittleren  Risiken  der  einzelnen  Versicherungen. 

4c.  Kozmole  Bialken.  Sinnliche  Personen,  die  nach  vollständiger 
ärztlicher  TJntersnchui^  za  normalen  Bedingungen  auf  den  Todesfall 
versichert  sind,  bilden  die  normaim  Risiken  einer  Lebensversiche- 
rungsgesellschafl.  Alle  Obrigen  heissen  Extrarisiken  oder  anomale 
BisUcen^'),  Erfahrungen  Über  normale  Risiken  enthalten  sämtliche 
Tafelwerke,  die  im  Litteraturveizeichnis  unter  II  angefUrt  sind;  ge* 
nannt  seien  die  Tafeln  H.  M.  (=  healtJi;  male)  der  20  E.  Q. ,  die  M I 
(_•  männlich  I)  der  23  D.  G.,  und  die  Orundzahlen  A.  F.  H.  (^  assur^ 
franfais,  hommes)  auf  p.  XXIV  der  4  F.  G. 
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Die  Sterblichkeitser&hmngen  fehlen  bei  normalen  Risiken  in  der 
Regel  für  die  £indeijahre.    Die  auf  den  Erfahrungen  der  20E.  6.H.M. 


16)  Diese  Definitioii  findet  sich  nioht  explicite  in  der  Litteratur,   dfirfte 
aber  dem  herrBchenden  Spraobgebranche  annäbentd  eutsprecfaen. 
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basierende  Textbookt&fel*')  ergänzt  diese  durdi  die  ErfahruDgen  ^orr's 
über  die  Sterblicbkeit  in  den  gesunden  Distrikten  Et^lands'*).  Die 
resiiltirende  Kurve  der  Sterbenswahrscheinlicbkeiten  y  =  q^  ist  fOr 
Demonstrationszwecke  seht  geeignet  and  daher  hier  bis  zum  Alter 
82  in  Figur  1  wiedergegeben. 

Die  Figur  stellt  jedoch  nicht  die  direkten  Beobachtungen  dar, 
sondern  ausgeglichene  und  durch  Interpolation  ergänzte  Werte  der 
Sterbenswahrscheinlichkeiten  (I  D  4  a,  Nr.  1 1 ;  dieser  Artikel  Nr.  6), 
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Das  Verhältnis  der  wirklich  beobachteten  za  den  au^glichenen 
Werten  Teranschaulicht  an  dem  Material  23  D,  Q.  M,  I ")  fflr  die  Alter 
15 — 60  die  Figur  2.  Jene  sind  durch  die  diskontinuierliche  Funkt- 
reihe,  diese  durch  den  kontinnierlichen  Enrrenzi^  g^ben.  Die 
durch  das  dreifache  des  mittleren  Fehlers"^  eines  jeden  q  begrenzte 
und    in    der   Figur    durch    die    beiden    gezackten    Linien    markierte 

17)  &.  a.  0.  p.  494. 

18)  W.  Farr,  Lood.  Phil.  Trans.  149  (1859),  p.  837.  BesnlUt«  in  W.  Farr, 
EngliBh  life  Üble,  London  1S64.    Vgl.  ID4a,  Nr.  11,  Fasenote  &0. 

19)  a.  a.  0.  p.  108.  Die  aiugegliclieae  Eurre  iit  die  von  W.  Laxarv»  be- 
rechnete (Ehreuzweig  B,  1886,  Teil  I,  p.  12). 

20)  Iit,  fOi  irgend  ein  Alter  x,  B  die  Zahl  der  beobacht«ten  Personen  unter 
Bisiko,  3'  da«  Verhältnis  der  für  das  x  -f- 1"  Leben^abi  beobachteten  Todesf&lle 
BOT  Zahl  R,  q  die  gesuchte  Sterbenswahrgcheinliclikeit  des  xj&hrigen,  ji  ->  1  —  g, 

Bo  bat  man  die  quadratische  Ungleichung  \q'  —  9  I  <  ^  r  ^  "^'^  ^^  ^^' 
bekaaut«]!  q  anfzulOxeii.  Der  grOBsle  und  der  kleinste  dieser  Werte  q  geben  die 
beiden  zxa  Absoisse  x  gehörigen  Oidinaten  der  Feblenone. 

EnojFUop.  d.  raalb.  WiiHii*ob.    I.  66 
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^ehlerzone'^  schliesst  die  ausgeglichene  Kurve  hier  vollständig  ein. 
Hingegen  weichen  die  ausgeglichenen  SterbenswahrscheinUchkeiten  von 
den  beobachteten  in  der  Regel  schon  in  der  dritten  oder  vierten  Dezi- 
male ab.  Trotzdem  muss  man  den  Rechnungen  der  Praxis  die  fünf- 
stelligen ausgegUchenen  Werte  zu  Grunde  legen,  um  hinreichend  em- 
pfindliche und  geglättete  Prämientarife  und  Reservetabellen  zu  erzielen  ^^). 
Während  die  gewöhnlichen  Sterbetafeln  alle  normalen  Risiken 
als  gleichartig  (vergl.  Prinzip  I  der  Nr.  3)  postulieren,  hängt  in 
Wirklichkeit  die  Sterblichkeit  auch  noch  von  sehr  vielen  anderen 
umständen  als  dem  Alter  ab:  so  von  der  Höhe**)  imd  Art*')  der 
Versicherung,  dem  Berufe  des  Versicherten**),  der  Todesursache*^) 
und  vor  allen  Dingen  auch  von  der  Versicherungsdauer*®).  Die  ärzt- 
liche Untersuchung  bringt  es  mit  sich,  dass  die  Sterbenswahrschein- 
keiten  eines  bestimmten  Alters  in  den  ersten  3 — 5  Versicherungsjahren 
stark  wachsen*^.     Man  nennt  diese  Erscheinung,   die  sich  in  ihren 

21)  Ausführliche  Anweisung  zur  Berechnung  von  Tabellen  giebt  das  Textbook 
(Litt-Yerz.  IV),  p.  379.  Wegen  numerischen  Rechnens  überhaupt  vgl.  die  ein- 
schlägigen Artikel  der  Encyklopädie  sowie  die  Lehrbücher:  J,  lAiroth,  Vor- 
lesungen über  numerisches  Rechnen,  Leipzig  1900  und  C  Runge,  Praxis  der 
Gleichungen,  Leipzig  1900. 

22)  A.  Emminghatts,  Mitteilungen  aus  der  Geschäfts-  und  Sterblichkeits- 
Statistik  der  LebensversicherungsbankfElr  Deutschland  zu  Gotha.  Weimar  1880,  p.  71. 

23)  G.  H.  Ryan,  Lond.  Journal  inst.  act.  28  (1890),  p.  225,  vermutet  eine 
niedrige  Sterblichkeit  bei  gemischter  Versicherung.  Vergl.  E.  McClintock,  N.  Y. 
Am.  Act.  Soc.  3  (1893/94),  p.  71.  Dass  dem  in  der  That  so  ist,  beweisen 
schlagend  die  Tafeln  „Assured  lives"  (1900)  (siehe  Litt.-Verz.  II). 

24)  Ä.  Emminghaua,  a.  a.  0.  p.  7,  13. 

25)  Ä.  EmminghauSy  a.  a.  0.  p.  70.  Erfahrungen  der  Stettiner  Germania, 
Vereinsblatt  für  deutsches  Versicherungswesen  25,  ßerlin  1897,  p.  156.  Levi 
W.  Meech,  System  and  tables  (Litt.-Verz.  ü),  p.  182. 

26)  Schon  J.  A.  Higham'B  Untersuchungen  bei  dem  Material  der  17  E  G. 
(Lond.  Journal  inst.  act.  1,  Heft  3  (1851),  p.  179)  Hessen  darauf  schliessen,  dass 
die  Sterbenswahrscheinlichkeiten  eines  festen  Alters  mit  der  Versicherungsdauer 
zunehmen. 

27)  Genauer  untersuchte  das  Material  der  17  E.  G.  und  das  der  20  E.  G. 
H.  M.  T.  B.  Sprague  im  Jahre  1870^  indem  er  für  alle  5jährigen  Altersklassen 
die  Sterbens  Wahrscheinlichkeiten  der  einzelnen  Versicherungsjahre  in  Prozenten 
der  nicht  nach  der  Versicherungsdauer  trennenden  SterbenswahrscheinUchkeiten 
der  betreffenden  Altersklasse  berechnete  (Lond.  Journal  inst.  act.  15,  p.  328). 
Er  fand  z.  B.  für  die  Altersklasse  36—40  bei  dem  H.  M.-Material  in  den  Ver- 
sicherungsjahren  0,  1,  2,  3,  4 — 5  die  Sterbenswahrscheinlichkeiten  bezw.  40%, 
63%,  85  7o,  100  7o,  106%  des  normalen  H.  M.- Wertes  und  för  die  weiteren  Ver- 
sicherungijjahre  beständig  eine  übemormale  Sterblichkeit.  Die  Tafeln  der 
20  E.  G.  unterscheideh  daher  von  den  gewöhnlichen  Sterbenswahrscheinlich- 
keiten der  H.  M.  Leben,  die  nicht  nach  der  Versicherungsdauer  getrennt  sind, 
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Grundzügen  bei  dem  verschiedensten  Material  wiederholt,  die  Selektion, 
Die  Vermutung,  dass  das  vorzeitige  Aufgeben  der  Police  von  Seiten 
des  Versicherten  die  Sterblichkeit  erhöhe,  begleitete  diese  Unter- 
suchungen^). Sie  wurde  später  vielfach  wiederholt;  ein  Nachweis  für 
ihre  Richtigkeit  konnte  bisher  nicht  erbracht  werden**).  Dem  ge- 
wöhnlichen Brauche  entsprechend  sehen  wir  im  folgenden  von  dem 
Einflüsse  der  Selektion,  so  lange  nicht  das  Gegenteil  bemerkt  ist,  ab. 

5.  Extrarisiken.  In  der  Definition  der  Extrarisiken  (Nr.  4)  liegt, 
dass  sie  eine  sehr  verzweigte  Klasse  bilden.  Im  allgemeinen  gilt  der 
Satz,  dass  die  Sterblichkeit  der  Extrarisiken  für  die  Gesellschaften 
imgünstiger  ist  als  die  der  normalen  Risiken.  Eine  verhältnismässig 
geringe  Rolle  spielen  in  der  Praxis  bis  jetzt  noch  die  Gefahren  be- 
sonderer Berufe '^),  des  Klimas'^)  und  der  minderwertigen  (d.  h.  erblich 
oder  durch  Krankheit  belastete)  Leben  ^*).    Man  sucht  sich  gegen  sie 

die  H.  M.(ß)  solcher  Personen,  die  bereits  6  oder  mehr  Jahre  versichert  sind 
(Tables  deduced  (Litt-Yerz.  ni)  p.  6  u.  114).  In  Ergänzung  hierzu  geben  T.  B.  Spra- 
gue'B  select  mortality  tables  (Lond.  Journal  inst.  act.  21  1879,  p.  229,  22  1881, 
p.  391,  vgl.  auch  Litt.-Verz.  III)  für  alle  ganzzahligen  Alter  die  Sterbenswahr- 
scheinlichkeiten der  H.  M.  in  den  Yersicherungsjahren  0,  1,  2,  8,  4.  Infolge  der 
bei  der  Konstruktion  der  17  E.  G.  und  20  E.  G.  eingefdhrten  Altersfiktionen 
handelt  es  sich  hier  ebenso  wenig  wie  bei  den  anderen  Untersuchungen  über 
Selektion  um  scharfe  Yersicherungsjahre,  sondern  um  entsprechende  Differenzen 
fingierter  Alter  (E.  Roghi,  Jahrbücher  für  Nationalökonomie  und  Statistik,  Neue 
Folge,  Supplementheft  18  (1891),  p.  102).  Analoge  Untersuchungen  för  die  23  D.  G. 
M  I  stellte  W.  Lazarus  an  (Ehrenzweig  11  (1890),  Teil  2,  p.  3).  Yergl.  auch 
EmminghaM  a.  a.  0.  p.  30  und  die  Erfahrungen  der  Stettiner  Germania  a.  a.  0. 
p.  145.  Eine  zusammenfassende  Darstellung  der  bisher  über  Selektion  gemachten 
Erfahrungen  und  eine  Yervollständigung  derselben  geben  die  Preisarbeiten  von 
J.  Chatham  (Lond.  Journal  inst.  act.  29  (1891),  p.  81)  und  E.  McClintock  (N.  Y. 
am.  act.  soc.  3  (1893/94),  p.  61). 

28)  Ygl.  J.  Ä.  Higham,  a.  a.  0.  p.  190;  T.  B.  Sprague,  Lond.  Journal  inst, 
act.  15,  p.  331—332. 

29)  Ygl.  J.  Chaiham,  a.  a.  0.  p.  172,  173  und  E.  McClintock  a.  a.  0.  p.  97. 

30)  Yerschiedene  Aufsätze  im  Lond.  Journal  inst.  act.  (s.  Index  to  toI.  1 — 20, 
London  1883,  p.  50,  51;  index  21—30,  1896,  p.  32,  88;  Lond.  Journal  inst.  act.  33 
[1897],  p.  245;  James  J.  M'LaucMan,  Edinb.  act.  soc.  4  [1899],  p.  339).  Zu- 
sammenfassende Keferate  wurden  auf  dem  Pariser  Eongress  1900  erstattet. 

31)  Levi  W.  Meech,  a.  a.  0.  p.  43;  Sterblichkeitstafel  der  New- York  life 
Insurance  Company  New- York  für  die  amerikanischen  Tropen  bei  C.  N.  Jones,  Am. 
Act.  Soc.  3  (93/94),  p.  316,  317;  vgl.  auch  die  Indices  des  Lond.  Journal  inst.  act. 
und  N.  Y.  Am.  Act.  Soc,  sowie  A.  E.  Sprague,  Lond.  Journal  inst.  act.  38  (1897), 
p.  285;  A.  L.  1898,  p.  516.  Zusammenfassende  Referate  wurden  auf  dem  Pariser 
KoDgress  erstattet. 

32)  E.  BlascMe^  Denkschrift  (s.  Litt.-Yerz.  YI)  bildet,  gestützt  auf  eine 
Klassification  der  Todesursachen,  3  Gefahrenklassen  und  stellt  für  jede  von  diesen 
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durch  reichlich  hohe  Extrapramien^  Karenzzeit^  Ablehnung  der  Ver- 
sicherung überhaupt  oder  doch  gewisser  Versicherungsarten  zu  schützen. 
Bei  Auswanderung  in  die  Tropen  nimmt  die  Sterblichkeit  mit  der 
Dauer  des  Aufenthaltes  nach  den  ersten  Jahren  meist  ab^).  Analog 
fallt  die  Sterblichkeit  der  Reichsinyalidenrentner  rapid  in  den  ersten 
Jahren  des  Rentengenusses ^). 

Von  besonderer  Wichtigkeit  sind  die  Extrarisiken,  die  durch  die 
sogenannte  Begrabnisgeldversicherung  (Todesfallversicherung  ohne  voll- 
ständige ärztliche  Untersuchung  auf  kleine  Summen)^),  die  Leibrentner 
und  durch  die  Versicherung  von  Frauen  entstehen.  Jede  bessere 
Sterbetafel  trennt  jetzt  die  Geschlechter  (so  die  20  E.  G.  in  H.  M.  und 
H.  F.,  die  23  D.  G.  in  M.  und  W.,  die  Grundzahlen  der  4  F.  G.  in 
H.  und  F).  Nach  den  Erfahrungen  MI  und  W  I  der  23  D.  G.  ist 
die  Sterblichkeit  der  Frauen  bis  zum  Alter  41  höher,  dann  niedriger 
als  die  der  Männer^.  Die  Sterblichkeit  der  Leibrentner.  ist  im  all- 
gemeinen niedriger  als  die  von  normal  auf  den  Todesfall  versicherten 
Personen'^   und   zwar  scheint  der  Unterschied  erheblicher  bei   den 


f"''^^ 


(a.  a.  0.  p.  46)  eine  nach  Makeham  ausgeglichene  Sterbetafel  her.  ~  Die  Tafehi 
n  der  28  D.  G.  (a.  a.  0.  p.  793)  geben  die  Sterbenswahrscheinlichkeiten  von  nach 
vollständiger  ärztlicher  Untersuchung  zu  erhöhter  Prämie  versicherten  Personen. 
Vgl.  auch  die  4.  Gmppe  der  Erfahrungen  der  20  £.  G.  (Litt.-Verz.  II),  die  In- 
dices  des  Lond.  Journal  inst.  act.  und  H.  Westergciard^  Lond.  Journal  inst.  act.  31 
(1894),  p.  876. 

33)  A.  E.  Spragutj  Lond.  Journal  inst.  act.  33  (1897),  p.  293,  294. 

34)  Denkschrift  betreffend  die  Höhe  und  Verteilung  der  finanziellen  Be- 
lastung aus  der  Invaliditätsversicherung.  Deutscher  Reichstag,  10.  Legislatur- 
Periode,  I.  Session  1898/99,  Nr.  93,  Anlage  p.  104. 

86)  Sterbetafel  lU  der  23  D.  G.  a.  a.  0.  p.  799.  Über  Sterbekassen  existiert 
eine  kolossale  Litteratur,  die  hier  ganz  unberücksichtigt  bleiben  muss.  Vgl. 
jedoch  Fussn.  132. 

86)  a.  a.  0.  p.  787,  789.  —  Dagegen  hat  die  L.-V.-G.  Germania,  Stettin, 
mit  der  Versicherung  von  Frauen  auf  den  Todesfall  günstigere  Erfahrungen  ge- 
macht. Vereinsblatt  für  deutsches  Versicherungswesen  26  (1897),  p.  142.  Zwischen 
Frauen-  und  Witwen -Sterblichkeit  unterscheidet  J.  Karup,  Finanzlage  (Litt.- 
Verz.  VI). 

37)  Die  wichtigsten  Rentner-Sterbetafeln  sind:  M.  Deparcieux,  Essai  sur 
les  probabilites  de  la  dur^e  de  la  vie  humainc.  Paris  1746;  John  Fin- 
laisan^  Report  on  the  eridence  and  elementary  facts  on  which  the  tables  of 
ILfe  annuities  are  founded.  Ordered  bj  the  House  of  Commons  to  be  printed 
1829  (vgl.  jedoch  E.  Roghi  a.  a.  0.  p.  23 ff.);  A.  G,  Finlaison,  Report  and  ob- 
seryations  relating  to  tontines.  Ordered  bj  the  house  of  Commons  to  be  prin- 
ted 1860;  A.  J.  Finlaison,  Report  to  the  govemment  annuities  act  1882,  London 
1884.  Lond.  institute  of  actuaries'  and  Edinb.  faculty  of  actuaries'  Joint  morta- 
investigation,  combined  experience  of  life  annuitants  (1863—1893),  London 
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Frauen  als  bei  den  Männern  zu  sein^).  Der  ärztlichen  Untersuchung 
bei  der  Todesfallyersicherung  entspricht  hier  die  SeCbsiauswaTü  der 
Versicherten.  Daher  ist  die  Erscheinung  der  Selektion  auch  im  Leib- 
rentengeschäft zu  konstatieren^^). 

6.  AuBgleichiing  und  Interpolation.  Die  Ausgleichungsmethoden 
der  Lebensversicherung^)  suchen  entweder  die  auszugleichenden  Werte 
durch  diejenigen  einer  einfachen  analytischen  Funktion  zu  approxi- 
mieren oder  sie  operieren  ohne  eine  solche.  Diese  unterscheiden  sich 
nicht  wesentlich  Yon  den  allgemein  üblichen  Methoden:  Man  bedient 
sich  mechanischer  Hülfsmittel*^),   des  graphischen  Verfahrens**),  der 


1899.  Die  Tafehi  IV  der  28  D.  G.  (a.  a.  0.  p.  618,  617,  787,  761)  betreffen  Ver- 
sicherungen auf  den  Erlebensfall  überhaupt.  Speziell  auf  Renten  bezieht  sich 
die  Deutsche  Rentner-Sterbetafel,  Vereinsblatt  fClr  Deutsches  Versicherungs- 
wesen 19  (1891),  p.  149.  Femer  sind  zu  nennen:  Die  Tafeln  der  F.  G.;  R.  F., 
Grundzahlen  a.  a.  0.  p.  Xviil;  Erfahrungen  amer.  Gesellschaften:  Rufus  W. 
Weeks,  Am.  act.  bog.  2  (1891/92),  p.  233.  Alle  diese  Tafeln  trennen  nach  Ge- 
schlechtem. Eine  kritische  Übersicht  Ober  die  wichtigsten  damals  erschienenen 
Rentner-Sterbetafeln  nebst  Tabellen  giebt:  B.  Schmerler,  Die  Sterblichkeits- 
Erfahrungen  unter  den  Renten -Versicherten,  Berlin  1893;  Thomcts  B.  Macaulay, 
Am.  act.  soc.  4  (95/96),  p.  410.  Weitere  Litteratur  bei  Landr4,  Schmerkr  und 
in  Newnann's  Jahrbuch. 

88)  B.  Schmerler,  a.  a.  0.  p.  24. 

89)  James  Chaiham,  Edinb.  act.  soc.  2  (1891),  p.  27,  berechnet  die  q^  für 
die  einzelnen  Versicherungsjahre;  Tgl.  auch  Schmerler,  a.  a.  0.  p.  12;  zu  A.  J. 
Finlaison  1884  select  tables  bei  George  King  and  William  Whittall  (Litt.-Verz.  III), 
2%%  und  8%. 

40)  Die  wichtigsten  Ausgleichungsmethoden  (I D  2)  unter  einem  einheitlichen 
logischen  Gesichtspunkte  zusammenzufusen  versucht  die  Monographie  von 
E.  Blaschke^  Die  Ausgleichungsmethoden  der  Lebensyersicherung  (Litt.-Verz.  VI). 
Man  vgl.  auch  E.  Blaschke,  Wien.  Denkschr.  math.-naturw.  El.,  Bd.  64  (1888)^  p.  106, 
und  H.  Brtms,  Ausgleichung  statistischer  Zählungen  in  der  Psychophysik,  Phil. 
Studien  9  (1893),  p.  1.  Ausserdem  existieren  zahlreiche  Arbeiten,  speziell  aus 
der  Lebensversicherung,  welche  mehr  die  Praxis  der  Ausgleichung  interessiert, 
die  aber  gleichwohl  eine  Übersicht  über  die  verschiedenen  Methoden  geben. 
Gfenannt  seien  die  Monographie  von  Woolhottse,  L.  Lindelöf,  Mortaliteten  i  Fin- 
land,  Helsingfors  1889,  die  Dissertation  von  /.  P.  Janse  und  besonders  die  histo- 
rische Arbeit  von  Ä.  Quiguet,  Par.  Bull.  inst.  act.  4  (1898),  p.  161,  femer  C.  L. 
Landri,  Math,  techn.  Kap.  (Litt.-Verz.  IV),  p.  60,  ders..  Ehrenzweig  16  (1894), 
Teil  2,  p.  80,  sowie  aus  dem  Lond.  Journal  inst.  act.  die  Arbeit  von  W.Sutton 
a.  a.  0.  20  (1877),  p.  170,  192,  die  auch  den  Einfluss  der  Ausgleichung  auf 
die  Werte  der  PriUnien  und  Reserven  untersucht,  und  J.  Sorley,  a.  a.  0.  22 
(1880),  p.  809. 

41)  G.  F,  Sauer,  N.  Y.  Am.  act.  soc.  3  (1898/94),  p.  442. 

42)  In  Verbindung  mit  rechnerischen  Korrektionen  verwendet  dieses  nament- 
lich T.  B.  Sprague  (Lond.  Journal  inst.  act.  21  [1879],  p.  446,  26  [1886],  p.  77). 
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Bildung  von  Mitteln^')  und  Differenzen^^),  man  setzt  die  ausgeglichene 
Funktion  aus  einzelnen  Parabelstücken  zusammen^^)  oder  man  benutzt 
die  Methode  der  kleinsten  Quadrate^^)^  endlich  kombiniert  man  auch 
die  verschiedenen  Methoden  (TToo^Aomä^'s  Methode  der  Superposition)**). 
Die  Rechtfertigung  für  die  Zulässigkeit  eines  Verfahrens  erblickt  man 
meist  in  seinem  Erfolg  im  einzelnen  Fall. 

Der  Lebensversicherung  eigentümlich  sind  hingegen  einige  ana- 
lytische Ausdrücke  (sogenannte  Sterblichkeitsgesetze,  vgl.  ID  4a,  Nr.  11), 
durch  die  man  die  Zahl  der  Lebenden  approximiert.  Wir  nennen 
nur   das   JfoXr^Äam'sche   Gesetz^'^   und   seinen   Vorläufer,   das    Gom- 


43)  Hierher  gehören  die  von  John  Finlaison  empfohlenen  Methoden.  Vgl. 
John  Finlaison,  Report  on  the  evidence  and  elementary  facta  on  which  the 
tables  of  life  annuities  are  foonded.  Ordered  by  the  house  of  Commons  to  be 
printed  31.  m.  1S29;  Memoir  of  the  late  John  Finlaison,  Lond.  Journal  inst, 
act.  10  (1862),  p.  160;  H.  Ä.  Smit^,  Lond.  Journal  inst,  act  13  (1866),  p.  58. 

44)  Die  Methode  der  Differenzenbildung  und  die  der  Benutzung  von  Para- 
beln sind  nicht  wesentlich  von  einander  verschieden,  wie  denn  überhaupt  die 
im  Texte  unterschiedenen  Kategorien  sich  nicht  immer  scharf  trennen  lassen. 
Vgl.  auch  die  Artikel  I D  3  und  I  E ,  sowie  im  Lond.  Journal  inst.  act.  die  Arbeiten 
von  W,8.  B.  Woolhouse,  12  (1866),  p.  137;  P.  TT.  Berridge,  12  (1866),  p.  220; 
J.  Karup,  London,  Intern.  Eongr.  (1899),  p.  31. 

46)  Approximiert  man  dabei  stSckweise  durch  ganze,  rationale  Funktionen, 
so  entstehen  die  Tschehyscheff'Bchen  Ansätze.  Siehe  I  D  3,  Nr.  14.  Den  Spezial- 
fall einer  ganzen  Funktion  2^  Grades  bringt  in  eine  sehr  einfache  Form  G.  Ene- 
ström,  Stockh.  Ofv.  60  (1893),  p.  897.  Ohne  einen  vorgegebenen  analytischen 
Ausdruck   operiert   G.  Bohlmann,  Gott.  Nachr.  1899,  p.  260. 

46)  Der  Name  „Superposition"  stammt  vom  Referenten.  Die  Methode  be- 
steht darin,  dass  durch  die  Endpunkte  der  Ordinaten  l^_^,  2^,  2^  i  ^  eine  ge- 
wöhnliche Parabel  {x)  gelegt  wird.  Um  nun  das  ausgeglichene  l  zu  definieren, 
das  einem  bestimmten  Alter  a  entspricht,  markiert  Woolhotise  die  Schnittpunkte 
der  gegebenen  Ordinate  dieses  Alters  mit  den  Parabeln  (a  —  2),  (a— 1),  (a), 
(a-|-l),  (a-|-2).  Das  gewöhnliche  arithmetische  Mittel  der  diesen  6  Schnitt- 
punkten entsprechenden  Ordinaten  definiert  das  ausgeglichene  l^.  Siehe  W.  S 
B.  Woolhouse,  Lond.  Journal  inst.  act.  16  (1870),  p.  389;  21  (1878),  p.  37,  67. 
Die  Methoden  von  WoolhotMe  und  J.  Finlaison  vereinigen/.  Ä.  Higham,  23  (1882), 
p.  835;  24  (1888),  p.  44;  26  (1884),  p.  15  (1885),  p.  245 ;  Ih.  G.  Äckland,  23  (1882), 
p.  352. 

47)  W.  M.  Makeham,  Lond.  Journal  inst.  act.  8  (1860),  p.  301.  Das  „Ge- 
setz*^ schreibt  nicht  die  Natur  vor,  sondern  der  Rechner.  Schon  C.  F,  Gauss 
(t  1866)  war  im  Besitze  einer  Sterblichkeitsformel,  welche  die  Makeham*s  als 
speziellen  Fall  enthält  und  ffir  das  ganze  Leben  gelten  soll  (Gauss'  Werke  8, 
Leipzig-Göttingen  1900,  p.  155).  Sie  ist  ihrerseits  wieder  ein  spezieller  Fall 
einer  von  W.  Lazarus  zu  demselben  Zwecke  aufgestellten  Gleichung  (Ober 
Mortalitätsverhältnisse  und  ihre  Ursachen,  Hamburg  1867;  übersetzt  von  T.  B, 
Sprague  im  Lond.  Journal  inst.  act.  18  (1878),  p.  66,  (1874),  p.  212).  Weitere 
Verallgemeinerungen  sind  hieran  unter  anderen  von  A.  Amthor  (Das  Gompertz- 
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pertz'sche  Gesetz*'^),  Nach  diesem  bilden  die  Sterbensintensitaten 
(ID  4a,  Nr.  8)  fi«,  nach  jenem  ihre  Differenzen  eine  wachsende  geome- 
tische  Reihe.    In  beiden  Fällen  ist: 

WO  e  die  Basis  der  natürlichen  Logarithmen  imd  C>  a,  ft  y  positive 
Eonstante  bedeuten.  Beim  JlfaA:€^m'schen  Gesetz  ist  u  nicht  nuU^ 
das  öowperfe'sche  Gesetz  entsteht  in  dem  Grenzfalle  a  ==  0.  Das 
Mdkeham'^cAiQ  Gesetz  stellt  die  Sterblichkeitskurven  normaler  Risiken 
von  einem  Alter  zwischen  20  und  30  an  mit  völlig  ausreichender  Ge- 
nauigkeit dar  imd  führt  wie  das  Gompertz's(^Q  zu  grossen  rechnerischen 
Vereinfachungen  bei  den  verbundenen  Leben  (Nr.  13).  Es  hat  sich  bei 
normalen  Risiken*®)  allgemein,  bei  Extrarisiken ^)  vielfach  bewährt. 

Was  die  Bestimmimg  der  Eonstanten  cc,  ß,y  anlangt,  so  geschieht 
diese  auf  rechnerisch  bequeme  Weise  teils  aus  drei  Überlebenswahr- 
scheinlichkeiten, die  sich  auf  einen  längeren  Zeitraum  (etwa  20  Jahre) 
erstreckend^),  oder  durch  Eombination  dieses  Verfahrens  mit  dem  der 
Superposition^*)  oder  aus  drei  Summen  der  Logarithmen  der  Zahlen 

Makeham^Bche  Sterblichkeitsgesetz,  Festschritlb  der  Ereuzschule  in  Dresden, 
Dresden  1874,  p.  20)  und  A.  Quiquet  (Par.  C.  R.  106  (1888),  p.  1466;  109  (1889), 
p.  794;  Par.  Bull.  act.  fran9.  4  (1893),  p.  97)  geknüpft.  Letztere  Arbeit  ist 
umfassend  und  subsumiert  alle  bisher  aufgestellten  Sterblichkeitsformeln  unter 
einem  einheitlichen  Gesichtspunkte.  YgL  Fussn.  118.  Die  einschlägige  deutsche 
Litteratur  findet  man  bei  K.  Wagner,  a.  a.  0.  (Litt.-Verz.)  p.  103  ff. 

48)  Bei\i.  Gompertz,  Lond.  Phil.  Trans.,  1826,  p,  513;  W.  M.  Makeham 
zeigte  (Lond.  Joumid  inst.  act.  18  [1867],  p.  337  Zeile  20—16  t.  u.),  dass  bei 
einer  Trennung  der  Todesf&Ile  nach  Krankheitsursachen  das  G(mpertz*Hahe  Gesetz 
viel  besser  stimmt  als  ohne  diese  Unterscheidung. 

49)  Nach  dem  3faÄ:e^in'8chen  Gesetz  sind  z.  6.  ausgeglichen  die  17  E.  G. 
{WooJhoitse,  Lond.  Journal  inst.  act.  16  [1860],  p.  408  unter  Benutzung  der 
Alter  10—90),  die  20  £.  G.  H.  M.  (WaoThouse  ebenda  p.  408  unter  Benutzung  der 
Alter  10—90,  King  and  Hardy,  Textbook  p.  84  für  die  Alter  28—101),  die 
23  D.  G.  M.  I  (TT.  Lazarus,  Ehrenzweig  6  [1886],  Teil  1  p.  12)  für  die  Alter 
20—89,  die  4  F.  G.  A.  F.  (Tables  de  mortalitä  [Litt.-Verz.  II\  p.  XXXII)  für  die 
Alter  23 — 103.  Die  resultierenden  Werte  für  die  a,  ß,  y  schwanken  bei  Ab- 
rundung  auf  3  Dezimalen  zwischen  0,006  <  a  <  0,007;  0,001  <  (3  <  0,003; 
0,079  <  y  •<  0,092.  Die  Abweichungen  der  ausgeglichenen  Werte  Ton  den  beob- 
achteten vergleichen  mit  dem  mittleren  Fehler  der  Sterbenswahrscheinlichkeiten 
bei  den  20  £.  G.  H.  M.  Makeham  im  Lond.  Journal  Inst.  Act.  28  (1890),  p.  329, 
bei  den  23  D.  G.  M.  I  TT.  Lazarus  a.  a.  0.  p.  20,  21. 

60)  Nach  Makeham  ausgeglichen  sind  z.  B.  die  in  Fussn.  31  erwähnte  Tafel 
der  New  York  Life  für  die  amerikanischen  Tropen,  die  Sterbetafeln  von  E. 
Blaschke  in  Fussn.  32  imd  die  Eentnersterbetafeln  der  4  F.  G. 

61)  C.  F.  McCay,  Lond.  Journal  inst.  act.  22  (1879),  p.  27. 

62)  W.  S.  B.  WooUhOuse,  Lond.  Journal  inst.  act.  16  (1870),  p.  403. 
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der  Lebenden^).  Deutsche  und  französische  Lebensyersicherungs- 
Maihematiker  versuchten  eine  durch  die  Wahrscheinlichkeitsrechnung 
oder  Ausgleichungsrechnung  zu  begründende  Methode  zu  finden.  So 
verlangt  M,  Kanner^)  allgemein  die  Konstanten  jedes  Sterblichkeits- 
gesetzes so  zu  bestimmen^  dass  die  resultierenden  Werte  der  px  und 
q^  das  wahrscheinlichste  Wertsystem  bilden.  Die  Anwendung  dieses 
Verfahrens  auf  die  JlfaA:e^m'sche  Formel  fEihrt  zu  transcendenten 
Gleichungen  f^lr  die  a,  ß,  y,  die  jedoch  approximativ  von  J.  Karup 
för  die  Erfahrungen  der  Gothaer  Lebensversicherungs-GeseUschaft^), 
von  TT.  Lazarus  fttr  23  D.  G.  MI*«)  gelöst  sind.  Die  Methode  der 
kleinsten  Quadrate  benutzen  die  französischen  Tafeln*^). 

Die  Sterblichkeitskurven  der  Figuren  1  und  2  folgen  dem  Make- 
Aam'schen  Gesetz^  bei  jener  sind  die  Eonstanten  nach  der  dritten,  bei 
dieser  nach  der  vorletzten  der  soeben  angegebenen  Methoden  berechnet 
(vgl.  Fussn.  17, 19,  53). 

Indem  man  die  Gültigkeit  des  JlfaÄ:e^m'schen  Sterblichkeitsgesetzes 
nicht  nur  für  ganzzahlige,  sondern  auch  für  alle  Zwischenwerte  postu- 
liert, gewinnt  man  neben  der  Ausgleichung  eine  Interpolation,  Zu 
ihr  tritt  eine  EsOrapoUOion,  wenn  man  seinen  Fortbestand  auch  jen- 
seits des  höchsten  Alters  der  Sterbetafel  bis  ins  Unendliche  annimmt. 
Hat  man  kein  Sterblichkeitsgesetz  zu  Grunde  gelegt,  so  interpoliert 
man  gewöhnlich  bei  den  Zahlen  der  Lebenden.  Würden  diese  einer 
einzigen  ohne  Unterbrechung  wirklich  beobachteten  Generation  an- 
gehören, so  würden  ihre  Werte  eine  integrierbare  Funktion  bilden,  deren 
ganzen  Verlauf  man  beherrschte.  Thatsächlich  stellen  sie  lediglich  eine 
rechnerische  Hülisfunktion  dar,  die  man  nur  für  die  ganzzahligen  Alter 
kennt  und  für  deren  Zwischenwerte  man  allein  die  aus  Satz  I  folgen- 
den Ungleichungen  aufstellen  kann.  Man  interpoliert  zwischen  ihnen 
linear  (Moivre'ache  Hypothese*^)  oder  durch  ganze  Funktionen  zweiten 


53)  G.  King  und  F.  Hardy,  Lond.  Journal  inst.  act.  22  (1880),  p.  200. 
Nach  diesem  Verfahren  ist  die  Textbooktafel  (Fig.  1)  ftlr  die  Alt^r  28—101  her- 
gestellt.   Sie  entspricht  den  Eonstanten:  a»  0,00619,  §  »  0,00105,  y  =■  0,09181. 

54)  Berl.  Journal  Eoll.  Lebensvers.  2  (1871),  p.  164. 

55)  Rundschau  der  Versicherungen  34  (1884),  p.  309. 

56)  W.  Lazarus,  Ehrenzweig  6  (1885),  Teil  1.  p.  12.  Auf  diesen  Konstanten 
beruht  die  Konstruktion  der  Fig.  2.  Für  sie  ist  a  =  0,00480,  §  »  0,00343, 
y  =rr  0,07908.  Vgl.  auch  W.  Lazanu,  Die  Bestimmung  und  Ausgleichung  der  aus 
Beobachtungen  abgeleiteten  Wahrscheinlichkeiten.  Bericht  der  math.  (^esellsch.  in 
Hamburg  1878,  übersetzt  ins  Engl.  Lond.  Journal  inst.  act.  20  p.  410. 

57)  Tables  de  mortalitä  (Litt.-Verz.  U)  p.  29. 

58)  Nach  Ä.  de  Maivre  (Annuities  upon  liyes,  London  1725)  ist  die  Kurve 
der   l^    eine  gerade  Linie,  welche  beim  Alter  86  die  Abscissenachse  schneidet. 
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oder  höheren  Grades  und  definiert  so  nicht  nur  die  verlangten 
Zwischenwerte,  sondern  auch  die  Differentialquotienten  von  Ix  bis  zu 
der  Ordnung,  bis  zu  der  man  sie  braucht  (mechanische  Differentia- 
tion^^)). In  diesem  Falle  muss  man  jedoch  darauf  achten,  dass  man 
die  Hypothese,  nach  welcher  man  interpoliert,  im  Laufe  der  Rechnung 
nicht  wechselt. 

II.  Der  Nettofonds. 

7.  Definitionen.  Unter  Versicherungssumme  einer  Lebensversiche- 
rung werde  im  weitesten  Sinne  diejenige  Summe  verstanden,  welche 
der  Versicherte  vertragsmässig  beim  Eintreten  des  versicherten  Ereig- 
nisses zu  beanspruchen  hat,  mag  sie  nun  einmal,  wie  bei  der  Kapital- 
Versicherung  auf  den  Todesfall,  oder  öfter,  wie  bei  den  Leibrenten  ge- 
zahlt werden.  Eine  Versicherung  läuft  ab,  wenn  sowohl  auf  Seiten  des 
Versicherten,  als  auf  der  der  Gesellschaft  alle  Zahlungsverpflichtungen 
erlöschen,  ohne  dass  die  in  der  Police  ausgemachten  Zahlungsbedingungen 
verletzt  worden  sind.  Die  Zeit,  die  vom  Beginn  einer  Versicherung  bis 
zum  Zeitpunkte  der  Berechnung  verflossen  ist,  heisst  die  jeweilige  Ver- 
Sicherungsdauer  der  betreffenden  Police.  Als  Zeiteinheit  werde  das 
Jahr  gewählt.  Eine  Police  verfällt,  wenn  der  Versicherte  seine 
Zahlungen  einstellt,  ohne  dass  die  Gesellschaft  für  die  bereits  von 
ihm  geleisteten  Zahlungen  eine  Entschädigung  gewährt.  Die  Bei- 
träge, welche  die  Versicherten  einzahlen,  heissen  Prämien  (vgl.  Nr.  3), 
sie  werden  höchstens  bis  zum  Tode  gezahlt;  reichen  sie  nicht  aus  (was 
bei  einer  guten  Lebensversicherungsgesellschaft  jetzt  nicht  mehr  vor- 
kommt), so  treten  zu  ihnen  noch  ausserordentliche  Beiträge  der  Ver- 
sicherten (Gegenseitigkeitsgesellschaften)  oder  Aktionäre  (Aktiengesell- 
schaften). Derjenige  Teil  der  Prämie,  welcher  bestimmt  ist  die  Netto- 
ausgaben zu  decken,  heisst  die  Nettoprämie,  Die  Prämie,  welche  der 
Versicherte  wirklich  zahlt,  heisst  die  Bruttoprämie.  Die  Prämien  sind 
der  Versicherungssumme  proportional,  es  genügt  daher,  sie  ftir  die 


In  dieser  Ausdehnung  ist  die  Hypothese  natürlich  unbrauchbar,  ffir  kurze 
Altersstrecken  aber  zulässig.  In  diesem  Referate  wird  als  Maivre'Bche  Hypothese 
durchgängig  nur  die  Annahme  bezeichnet,  dass  die  Kurve  der  l^  zwischen 
zwei  aufeinander  folgenden  ganzzahligen  x  geradlinig  verläuft. 

69)  Vgl.  I D  3,  Nr.  8  Formel  (16).  In  die  Lebensversicherung  wurden  diese 
Methoden  von  W.  S.  B.  Woolhouse  eingeführt  (Lond.  Journal  inst.  act.  11  (1863), 
p.  61),  viel  benutzt  sind  seine  Ausdrücke  für  yi,^  (ebenda  11  (1864),  p.  323  unten 
und  324  oben,  und  21  (1878),  p.  64).  Doch  vermisst  man  überall  eine  Angabe 
der  Hypothesen,  die  den  Ableitungen  zu  Grunde  liegen,  und  der  Gültigkeits- 
bedingungen der  Resultate. 
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Yersicherangssumme  1  zu  berechnen.  Die  Differenz  zwischen  Brutto- 
und  Nettoprämie  heisst  der  Zuschlag ,  er  soll  Deckung  der  Unkosten, 
Gewährung  Yon  Dividenden  und  eventuelle  Anlage  von  Sicherheits-  und 
Extrafonds'  ermöglichen. 

Zu  den  Einnahmen  eines  bestimmten  Zeitraumes  (z.  B.  eines 
Kalenderjahres)  sollen  nicht  nur  die  innerhalb  desselben  eingehenden 
Beträge  an  Prämien,  Zinsen^),  Mieten  u.  s.  w.  gerechnet  werden, 
sondern  auch  der  Vermögensbestand  zu  Anfang  des  Jahres.  Ebenso 
zahlen  zu  den  Ausgaben  des  Zeitraumes  die  sämtlichen  innerhalb  des- 
selben an  Versicherungssummen,  Unkosten  u.  s.  w.  ausgezahlten 
Summen  und  der  Bestand  zu  Ende  des  Jahres.  Eine  konsequente 
Buchung  vorausgesetzt,  ist  in  einer  Periode  die  Summe  der  Ein- 
nahmen gleich  der  Summe  der  Ausgaben.  Im  Gegensätze  zu  den 
sogleich  zu  definierenden  Nettoeinnahmen  und  -Ausgaben  heissen  die 
soeben  erklärten  Begriffe  die  Bruttoeinnahmen  und  Bruttoausgaben, 

Zu  den  Nettoeinnahmen  einer  Periode  zählen  wir  1)  die  mathe- 
matische Prämienreserve  (Nr.  3, 11, 16)  der  betrachteten  Gesamtheit 
zu  Anfang  des  Zeitraumes,  2)  die  in  ihm  als  Einnahme  zu  verzeich- 
nenden Nettoprämien,  3)  die  rechnungsmässigen  Zinseszinsen  dieser 
beiden  Summen.  Dagegen  bilden  die  Nettoausgaben  der  Periode 
1)  die  in  ihr  gezaUten  Versicherungssummen,  2)  die  rechnungs- 
mässigen Zinseszinsen  von  diesen,  3)  die  mathematische  Prämien- 
reserve zu  Ende  des  Zeitraumes.  Diesmal  ist  die  Summe  der  Netto- 
einnahmen gleich  dem  Gewinn  im  Nettofonds  plus  der  Summe  der 
Nettoausgaben  *^)  ®'). 


O 


60)  Was  den  Zinsfuss  anlangt,  so  rechnen  nach  J.  Neumann,  Jahrbuch  für 
(las  deutsche  Versicherungswesen,  SO.  Jahrg^g,  Berlin  1000,  p.  497,  die  deut- 
schen LebensTersicherungs-Gesellschaffcen  ihr  normales  Todesfallgeschäft  jetzt 
zu  8%  oder  By^%.  Dagegen  bewegte  sich  im  Jahre  1B99  die  wirklich  erzielte 
durchschnittliche  Verzinsung  der  Ausleihungen  nach  „Zustand  und  Fortschritte 
der  deutschen  Lebensversicherungsanstalten,  50.  Jahrgang,  Jena  1900**,  p.  71,  bei 
den  27  dort  aufgeführten  Anstalten  zwischen  3,72 7^  und  4,24%. 

61)  Während  die  im  Texte  gegebene  Erklärung  der  Bruttoeinnahmen  und 
-Ausgaben  über  einen  ziemlich  allgemein  geübten  kaufmännischen  Usus  be- 
richtet, nach  welchem  die  Rechenschaftsberichte  eingerichtet  werden  (vgl.  z.  B. 
den  Bunderlass  des  preussischen  Ministeriums  des  Innern  vom  8./d.  1892,  Ministe- 
rialblatt für  die  innere  Verwaltung  53  (1892),  p.  154),  hat  die  Einführung  der  Netto- 
einnahmen und  -Ausgaben  eine  lediglich  theoretische  Bedeutung  und  bleibt 
auch  gültig,  wenn  die  betrachtete  Gesamtheit  sich  auf  eine  einzige  Versiche- 
rung reduziert.  Die  Definitionen  fussen  auf  den  von  M.  Kanner  eingeführten 
Begriffen,  Deutsche  Versicherungszeitung  8  (1867),  p.  355.  Vgl.  Fussnote  81. 
Verwertung  finden  sie  Nr.  20  ß.  dieses  Artikels. 

62)  Amtliche  Übersichten  über  die  Lebensversicherungs- Unternehmungen 
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In  Nr.  8  bis  13  sind^  so  lange  nicht  ausdrücklich  das  Gegenteil 
bemerkt  ist,  unter  Einnahmen  und  Ausgaben  immer  Nettoeinnahmen 
und  Nettoausgaben,  unter  Prämien  immer  Nettoprämien  verstanden. 
Das  allgemeine  Resultat  aller  auf  die  Berechnung  von  Prämien  imd 
Prämienreserven  sich  beziehenden  Untersuchimgen  möge  gleich  hier 
vorweg  genommen  werden:  Die  Berechnung  aller  dieser  Grössen  lässt 
sich  immer  auf  die  der  einmaligen  Prämien  von  jährlich  zahlbaren 
Leibrenten  zurückführen,  die  bei  Versicherungen  auf  1  Leben  bis 
zum  Tode,  bei  Versicherungen  verbundener  Leben  (Nr.  13)  bis  zum 
ersten  Tode  laufen. 

8.  Einmalige  Prämien  für  Leibrenten.  Die  einmalige  Netto- 
prämie (Nr.  3,  3)  einer  Versicherung,  auch  Werf  der  betreffenden  Ver- 
sicherung genannt,  ist  allgemein  der  wahrscheinliche  Wert  (=  mathe- 
matische Hoffiiung)  der  entsprechend  diskontierten  Nettoauszahlungen 
(IDl,Nr.  16).     Man  berechnet  sie  nach  Satz  II  der  Nr.  3. 

(x)  bezieht  eine  jährlich  gleichbleibende  Leibrente  1,  wenn  er  von 
Ende  des  x  +  m**"*  bis  Ende  des  a:  +  n  —  1*®**  Lebensjahres  jährlich, 
so  lange  er  lebt,  die  Summe  1  erhält,  dagegen  vom  Momente  seines 
Todes  an  auf  jede  Auszahlung  verzichtet.  Ist  m  =  0,  so  heisst  die 
Rente  pränumerando,  ist  m  =  1,  so  heisst  sie  postnumerando  zahl- 
bar. Ist  X  -{-  n^=  (o^  das  höchste  Alter  in  der  Sterbetafel,  so  heisst 
die  Rente  lebenslänglich  zahlbar,   ist  x-^-fK^cOf   so  heisst  sie  tem- 


ihres  Landes  geben:  Amerika,  Staat  New  York:  Annual  report  of  the  Super- 
intendent of  the  New -York  insnrance  department,  New  York  1860  S,  — 
Engkmd:  Statements  of  acconnt  and  of  life  assurance  and  annuity  business. 
Ordered  bj  the  house  of  Commons  to  be  printed,  London  1872  ff.  —  Frank- 
reich: Annaaire  statistique  de  la  France,  1  ff.,  Paris  1878  ff.  —  Japan:  'BA- 
smn^  statistique  de  Tempire  du  Japon,  Tokio  1887  ff.  —  Schweden:  Försäkrings- 
väsendet  i  riket,  Stockholm  1887  ff.  —  Schweiz:  Berichte  des  eidgenössischen 
Versicherangsamtes  über  die  privaten  Versicherungs- Unternehmungen  in  der 
Schweiz,  Bern  1888  ff.  —  Finnland:  Bidrag  tili  Finlands  officiela  Statistik  XXII, 
Försäkrings väsendet,  Helsingfors  1893  ff.  —  Norwegen:  Statistisk  Aarbog  for  Eon- 
geriget  Norge  14  ff.,  Christiania  1894  ff. ;  Meddelelser  fra  det  statistiske  Central- 
boreau  18  ff.,  Christiania  1895  ff.  —  Deutschland:  Statistisches  Jahrbuch  für  das 
Deutsche  Beich,  Berlin  1896 ff.;  Yierte^jahrshefbe  zur  Statistik  des  Deutschen 
Reiches,  Berlin  1899.  —  Dänemark:  Statistisk  Aarbog,  udgivet  af  Statens  stati- 
stiske Bureau  Iff.,  Kopenhagen  1896  ff.  —  Ungarn:  Ungarisches  statistisches 
Jahrbuch,  Neue  Folge  3 ff.,  Budapest  1896 ff.  —  Österreich:  Amtliche  Publika- 
tionen über  den  Stand  des  Versicherungswesens  in  den  im  Reichsrate  ver- 
tretenen Königreichen  und  Ländern  (Publikation  steht  unmittelbar  bevor).  — 
Eine  internationale  Übersicht  giebt:  The  insurance  jear  book,  2,  New- York 
1873  ff.  und  das  Ehrenzweig'sche  Jahrbuch. 
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porär,  ist  m>  1,  so  heisst  sie  aufgeschoben.  Die  einmalige  Prämie 
für  die  lebenslänglich  postnumerando  zahlbare  Leibrente  von  der  jähr- 
lich gleichbleibenden  Höhe  1  betrt^  für  das  Eintrittsalter  x: 

(1)  ^-  =  -r~^  +  ~i    ^  +"'  =  -D> 

und  ist  z.  B.  bei  den  Grundlagen  des  Teztbook  3%7o,  Eintrittsalter 
30;  gleich  18,4.  Dabei  bezeichnet  t;  das  Kapitab  welches,  die  Zinsen 
in  einem  Jahre  auf  die  Höhe  1  bringen  sollen  (bei  S%%  ist  also 
V  =  1,035-1); 

heisst  die  diskontierte  Zahl  der '  Lebenden  des  Alters  x  und  es  be- 
deutet: 

N,  =  i).4.i  +  D,-^2  +  •  •  •  +  A,. 

Die  Zahlen  Dx  und  N^  sind  für  die  meisten  Sterbetafeln  tabuliert 
(Litt.-Verz.  HI). 

Der  Wert  der  Postnumerando-Leibrente  1  ist  um  1  kleiner  als 
der  der  Pranumerando-Leibrente  1.  Als  Leibrente  kommt  jene  allein 
in  der  Praxis  vor,  Pränumerando -Leibrenten  sind  die  Prämien  der 
LebensYersicherung,  nur  dass  diese  umgekehrt  die  Oesellschafk  vom 
Versicherten  bezieht**). 


63)  Die  einmalige  Prämie  der  lebenslänglichen  Leibrente  wurde  allerdings 
nach  einer  anderen,  aber  ebenfalls  einer  korrekten  Darstellung  föhigen  Methode 
bereits  von  Joh.  de  Witt  berechnet  (Joh.  de  Witt,  Waerd^e  van  L^'frenten,  s'Graven- 
hage  1671 ,  Facsimile  Haarlem  1879).  Die  Methode  des  Textes  entwickelte  HaUey 
(Fussn.  8,  p.  696).  Vgl.  G.  Eneström,  Stockholm,  Förhandlingar  1896,  p.  41,  167; 
derselbe,  Archief  verzekeringswet  8  (1897),  p.  62  und  M,  Cantor,  Vorlesungen  über 
Geschichte  der  Mathematik,  Leipzig  1894,  Teil  ni,  1  p.  43  ff.  Der  weitere  Fort- 
schritt bestand  zunächst  darin,  dass  man  seit  Moivre  (Annuities  upon  lives,  London 
1726)  unter  Verwertung  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  (Fussn.  16)  nach  den 
einmaligen  Prämieh  für  alle  möglichen  Versicherungskombinationen,  namentlich 
auch  bei  verbundenen  Leben  (Nr.  18)  fragte.  Freilich  waren  Moivre' s  Entwicke- 
lungen  durchaus  auf  seine  Hypothese  beschränkt  (Fussn.  68).  Die  diskontierten 
Zahlen  führte  J.  N.  Tetens  ein  (Einleitung  zur  Berechnung  der  Leibrenten,  2  Bde., 
Leipzig  1786/86,  Band  1,  p.  88).  Die  Auffassung  der  Prämien  als  wahrschein- 
licher Werte  oder  als  mathematischer  Hoffiiung  fusst  auf  den  von  M.  Kanner ^ 
Deutsche  Versicherungszeitung  1867,  p.  866  gegebenen  Entwickelungen  (vgl. 
Fussn.  16),  sie  flEuid  in  die  Lebensversicherung  Eingang  durch  die  Monographie 
von  Th.  Wittstein,  Das  mathematische  Risiko  (s.  Litt.-Verz.  VI),  p.  3,  Formel  (4). 
Die  dort  ausgesprochene  Forderung,  dass  sich  die  Einzelfälle  bei  der  mathe- 
matischen Hoffnung  ausschliessen  müssen,  wurde  später  vielfach  wiederholt,  ist 
aber  für  die  Berechnung  der  Prämien  ebenso  lästig  als  überflüssig.  Sie  fehlt 
auch  bei  J.  Bertrand,  Calcul   des  probabilit^s,   Paris  1888,   p.  60/61.     In   der 
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Erhält    (x)    die    lebenslängliche    Leibrente    1    in  —   jährlichen 
Raten  zu  je  — ^  so  nimmt  die  Pränumerando-Rente  (erste  Rate  sofort 

zahlbar)  mit  r  ab,  die  Postnumerando-Rente  (erste  Rate  nach  —  Jahr 

zahlbar)  zu.     Die  einmalige  Prämie  der  letzteren  ist  bei  der  Maivre- 
sehen  Hypothese  eine  lineare  Funktion  von  a: 

(2)  a('^)  =  t;('-).a  +  v([-), 

deren  positive  Koeffizienten  v^p,  t?^*"^  ausser  von  r  nur  vom  Zinsfaktor 
abhängen**).     Oft  reichen  die  Näherungswerte  aus: 

t;(0  =  1    !?<'•>  =  ^""^ 

Ist  Ix  integrierbar,  so  entsteht  für  r  ^=  <x>   die   kontinuierliche 
Leibrente*^),  deren  einmalige  Pramie: 


OD 


dg 

zwischen  a  und  a  -f-  1  enthalten  und  bei  Voraussetzung  der  Moivre*- 
sehen  Hypothese  leicht   aus   (2)   durch   Grenzübergang  zu  berechnen 


Bezeichnungsweise  hat  sich  Referent  soweit  als  möglich  der  in  England, 
Frankreich  und  Amerika  adoptierten  des  Lond.  institute  of  actuaries  an- 
geschlossen. Vgl.  hierza  A.  Bigault  im  Lond.  Joamal  inst.  act.  33  (1896),  p.  1 
sowie  Lond.  intern.  Eongr.  (1899),  p  682 — 640  and  die  ;S^ajrue*8che  Arbeit, 
die  dem  Pariser  Eongress  vorgelegt  wurde.  Hinsichtlich  der  Grösse  JV^  diffe- 
riert die  englische  und  amerikanische  Bezeichnung.  Wir  wählen  die  erstere, 
vgl.  Principles  and  practice  (Litt.-Verz.  III)  4tb  ed.,  p.  39.  Numerische  Tabellen 
für  die  D^,  N^^  a  und  ihre  dekadischen  Logarithmen  findet  man  für  alle  im 
Litt-'Verz.  unter  n  aufgeführten  Sterbetafeln  in  den  unter  in  genannten  Tafel- 
werken. 

64)  Die  resultierende  Formel  gab  1861  R.  LobaUo^  Amsterdam.  Yerh.  10 
(1864),  p.  199.  Sie  entspricht  der  Annahme,  dass  v*  den  gegenwärtigen  Wert 
der  nach  t  Jahren  zahlbaren  Summe  1  auch  für  jedes  nicht  ganzzahlige  t  an- 
giebi.   Andere  Annahmen  führen  zu  komplizierteren  Resultaten,   vgl.  C.  Landri, 

Matii.    techn.    Kap.   (Litt.-Yerz.  VI),   p.  182  ff.     Die    Näherungswerte    v^  »  i, 

f 1 

t?j  SB  — - —   giebt  für  r  =  2   und  r  =  4  Th.  Simpson^  Select  exercises,  London 

1762,  p.  283. 

66)  Die  kontinuierliche  Rente  ist  von  Th,  Simpson  eingeführt  (select  exer- 
cises, London  1762,  p.  824).  Die  übrigens  auch  von  H.  Scheffler  (Sterblichkeit 
und  Versicherungswesen,  Braunschweig  1869)  vertretene  Methode  der  kontinuier- 
lichen Variabein  wurde  als  Hülfsmittel  zur  Gewinnung  von  numerischen  Approxi- 
mationen von  W.  S.  B.  WooJhottse,  Lond.  Journal  inst.  act.  16  (1869),  p.  102 
eingeführt  und  systematisch  ausgebeutet. 
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ist*^).  Für  t;  =  1  wird  ä  gleich  der  ferneren  mittleren  Lebens- 
dauer des  (x)  [I  D  4  a,  Nr.  8]. 

Weniger  einfach  berechnet  sich  das  Integral  (1)  bei  Zugronde- 
legung  des  Jlfa2;e^m'schen  Gesetzes;  es  drückt  sich  abdann  durch 
eine  hypergeometrische  Reihe  [11  B  4]  aus,  die  nur  für  nicht  zu  hohe 
Alter  zur  numerischen  Berechnung  unmittelbar  brauchbar  ist  und  in 
den  Fällen  divergiert,  in  welchen  sich  das  Integral  (1)  auf  den 
Integrallogarithmus  reduziert^'). 

Ausser  den  bisher  betrachteten  Renten  treten  noch  vollständige^) 
und  in  arithmetischer  Reihe  steigmde^^)  Renten  auf.  Diese  spielen 
namentlich  bei  der  Dividendenberechnung  und  bei  Versicherungen 
mit  Prämienrückgewähr  eine  Rolle,  bei  jener  wird  noch  beim  Tode 
ein  Bruchteil  der  Jahresrate  ausgezahlt,  der  der  im  Sterbejahre  noch 
durchlebten  Zeit  proportional  ist. 

Die  von  W.  S,  B.  Woolhouse  gegebene  Näherungsformel:'®) 

(3)  «-=.„.,  +  ^^_^* 

folgt  aus  der  jE^Mler'schen  Summenformel  (I E,  Nr.  11).  Sie  gilt,  wenn  die 
Sterbensintensität  ^  =:  fi«   sich    immer   stetig   ändert.      S  =  log  — 

heisst  die    Verzinsungsintensität     Unter  log  ist  immer  der  natürliche 


66)  Das  Ergebnis  des  Grenzflberganges,  das  man  natürlich  auch  direkt 
durch  partielle  Integration  erhält,  steht  bei  C.  Landri,  Math,  techn.  Kap.,  p.  194, 
Formel  (281). 

67)  Die  fragliche  Formel  findet  sich  —  allerdings  in  einer  nicht  sehr  über- 
sichtlichen Form  —  bei  E.  Mc.  Clintock,  Lond.  Journal  inst.  act.  18  (1874),  p.  242. 
Auf  das  Problem  der  numerischen  Auswertung  des  Resultates  wird  zwar  ein- 
gegangen, es  wird  aber  ebensowenig  wie  durch  eine  firühere  Arbeit  von  Makeham 
(Lond.  Journal  inst.  act.  17  (1873),  p.  305,  445),  erledigt ;  vor  allen  Dingen  des- 
halb nicht,  weil  die  Gültigkeitsbedingungen  der  Formel  imd  die  Genauigkeits- 
grenzen  der  Tabellen  nicht  genügend  diskutiert  werden.  Eine  zusammen- 
hängende Darstellung  der  beiden  Arbeiten  giebt  J.  J.  WLauchlan,  Edinb. 
act.  soc.  1  (1879),  p.  44—69. 

68)  Den  Wert  der  vollständigen  Rente  ermittelt  unter  Zugrundelegung 
der  Moivre'Bchen  Hypothese  T.  B.  Sprague  (Lond.  Journal  inst.  act.  13  (1867), 
p.  363  Zeile  9),  den  allgemeinen  Ausdruck  stellt  E.  H.  van  Dorsten  auf  (Archief 
verzeker.  1  [1894],  p.  110  Fonnel  15). 

69)  Die  steigende  Jahresrente  drückt  bereits  Tetens  durch  geeignete  dis- 
kontierte Zahlen  aus,  a.  a.  0.  (Fussn.  63))  1,  p.  217,  222.  G.  J.  Lidstone  be- 
merkt, dass  ihr  Wert,  wenn  die  n^  Zahlung  die  Höhe  n  hat^  das  Produkt  von  v 
und  dem  Differentialquotienten  von  a  nach  v  ist  (Lond.  Journal  inst.  act.  31 
(1898),  p.  69). 

70)  TT.  S.  B.  WooXhmse,  Lond.  Journal  inst.  act.  15  (1869),  p.  105  letzte 
Zeile,  p.  106  Gleichung  (9).    Vgl.  ID4a,  Fussn.  37. 
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Logarithmus  zu  verstehen.  Aus  (4)  folgt  die  weitere  Näherungs- 
formel '^) 

(4)  aW  =  o  +  !:izl_!lll^(^  +  d). 

Setzt  man  r  gleich  dem  reziproken  Werte  einer  ganzen  Zahl  >1,  so 
wird  aus  (4)  eine  Formel  der  „abgekürzten  Summation",  welche  a 
approximativ  bestimmt'*). 

Geht  man  statt  von  der  Etüer'sohen  von  der  Lubbock'schen 
Summenformel'')  aus,  so  entstehen  analoge  Formeln,  welche  Diffe- 
renzen an  Stelle  der  Differentialquotienten  enthalten  '^).  Diesen  sämt- 
lichen Näherungsformeln  mangelt  jedoch  eine  Abschätzimg  des  Rest- 
gliedes. Der  Praktiker  beurteilt  die  Güte  der  Annäherung  darnach, 
wie  die  verschiedenen  Näherungsformeln  unter  einander  überein- 
stimmen. 

9.  Einmalige  Prämien  für  TodeBfaUversioherungen.  (x)  geht 
eine  gemischte  Versicherung  (auch  abgekürzte  Versicherung  auf 
den  Todesfall  genannt)  ein,  wenn  er  beim  Tode,  spätestens  aber 
beim  Alter  x  -]-  n  (dem  ScMussalter  der  Versicherung)  ein  Kapital 
von  bestimmter  Höhe  s  ausgezahlt  erhält.  Ist  x  -^  n==^  w,  so  entsteht 
die  lebenslängliche  Eapitalversicherung  auf  den  Todesfall.  Ist  die 
Versicherungssumme  s  gleich  1,  so  wird  die  einmalige  Prämie  der 
letzteren: 

(5)  A^^v-{-^v^  + =:t_f^Jt ^ 

Sie  ist  z.  B.  bei  Textbook  3%%  för  das  Eintrittsalter  30 
gleich  0,343. 

Dabei  sind  die  diskontierten  Zahlen  Cx  =  rfxV*"*"^  der  Sterbenden 
dx  =  lx  —  ^«4-1;  sowie  ihre  Summen  M^  =  C,  -f-  Cx-f  i  +  *  *  *  +  ^« 
tabuliert  (Litt.-Verz.  HI).  Der  Formel  liegt  die  Voraussetzung  zu 
Ghrunde,  dass  die  Versicherungssumme  erst  am  Ende  des  Sterbe- 
jahres ausgezahlt  wird. 


71)  W.  S,  B.  TTooÄouse,  Lond.  Journal  inst.  act.  16  (1869),  p.  lOß 
Zeile  6  v.  u. 

72)  W.  8.  B.  Woolhouse,  Lond.  Journal  inst.  act.  11  (1864),  p.  321 
Formel  (D).  Eine  zusammenhängende  Darstellung  der  TToo^^ou^e^schen  Resultate 
findet  man  in  der  in  der  Fussn.  67  angeführten  Arbeit  von  HTLauchlan. 

78)  J,  W,  Lubbock,  Cambridge  Phil.  Trans.  3  (1830),  p.  823;  vgl.  W.  Ä 
B,WaoOiou8e,  Lond.  Journal  inst.  act.  11  (1864),  p.  309,  Formel  (A)  und  T.  B. 
Sprague,  Lond.  Jonmal  inst.  act.  18  (1875),  p.  805.   Vgl.  auch  I  £,  Nr.  11,  Fussn.  21. 

74)  Vgl.  T.  B.  Sprague,  Lond.  Journal  inst.  act.  22  (1879),  p.  66. 
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Melir  der  Wirklichkeit  nähert  sich  die  Annahme^  dass  die  Vor- 
sicherungBsamme  sofort  beim  Tode  gezahlt  wird.  Die  ihr  entspredhende 
Prämie  Ä  ist,  wemi  man  die  Existenz  der  Ableitung  C  von  ^  tot- 
aussetzt,  f&r  8  »>  1: 


(5)  Ä — r^v 


d0. 


Partielle  Summation  f&hrt  Ä,  partielle  Integration  Ä  auf  die 
einmaligen  Prämien  a  und  ä  der  entsprechenden  Leibrenten  zurflck. 
Die  resultierenden  Qleichungen: 

(6)  ^=.l_(l_t,)(l  +  a), 

(6)  I  =  1  —  d .  ä 

behalten  ihre  Gültigkeit,  wenn  Ä  bezw.  Ä  die  einmalige  Prämie 
fOr  die  gemischte  Versicherung,  a  bezw.  ä  die  einmalige  Prämie  ftlr 
die  temporare  Leibrente  bedeuten.  Natürlich  müssen  sich  Leibrente 
und  gemischte  Versicherung  auf  die  gleichen  Eintritts-  und  Schluss- 
alter und  beide  auf  die  Versicherungssunmie  1  beziehen  ^^). 

Dem  Brauche  der  Praxis  entsprechend  halten  wir  in  diesem  Re- 
ferate an  der  Fiktion,  dass  die  Versicherungssumme  erst  Ende  des 
Sterbejahres  gezahlt  wird,  im  allgemeinen  fest  und  beschäftigen  uns 
nur  ausnahmsweise  mit  den  kontinuierlichen  Ausdrücken^*). 

Nach  ähnlichen  Methoden  findet  man  die  einmaligen  Prämien 
aller  anderen  Versicherungen  auf  1  Leben.  Wir  verweisen  in  dieser 
Hinsicht  auf  die  im  Litt.-Verz.  unter  IV  genannten  Lehrbücher  und 
erwähnen  nur,  dass  man  komplizierte  Versicherungen  in  einfachere 
zerlegt,  deren  PwLmien  zur  Summe  die  Prämie  der  gesuchten  Ver- 
sicherung haben. 

10.  Sonstige  Pi^üotiien.  Sei  Ä  die  einmalige  Prämie  irgend 
einer  Versicherung,  a  der  Wert  der  postnumerando  Leibrente  1,  welche 


75)  Die  Formeln  (5)  und  (6)  giebt  B.  Price^  Observations  on  reTersionary 
payments,  B^  ed.  London  1773,  p.  81.  Die  diskontierten  Zahlen  Cx  und  Mx  hat 
aber  erst  Tetens  (a.  a.  0.  [Fussn.  63)]  1 ,  p.  96).  Die  Gleichungen  (6)  und  (6) 
stammen  von  Woolhouse,  Lond.  Journal  inst.  act.  15  (1869),  p.  115. 

76)  Thatsächlich  zahlen  die  meisten  Gesellschaften  sobald  wie  möglich 
nach  dem  Tode.  Die  dem  entsprechende  Erhöhung  {Landri,  Math,  techn  Kap. 
p.  102)  von  A  nehmen  aber  die  meisten  Gesellschaften  nicht  vor,  weil  sie  doch 
einen  genügenden  Aufschlag  auf  die  Prämien  legen.  Ganz  sicher  geht  man, 
wenn  man  annimmt,  dass  die  Todesfälle  alle  zu  Anfang  des  Sterbejahres  statt- 
finden und  A  durch  A  —  ersetzt  (französischer  Usus). 
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ebenso  lauft  wie  die  Prämienzahlung ,  P  die  jährliche  Prämie  der  Ver- 
sicherung. Alsdann  folgt  aus  dem  Prinzip  der  Gleichheit  von  Leistung 
und  Gegenleistung  (Nr.  3,  3): 

Es  ist  also  die  Berechnung  Yon  jährlichen  Prämien  auf  die  von 
einmaligen  zurückgeführt  Im  besonderen  folgt  bei  der  gemischten 
Versicherung  auf  die  Summe  1  aus  (6): 

(8)  P=^^-(l-«), 

wenn  P  die  ganze  Versicherungsdauer  hindurch  gezahlt  wird^').  Für 
Textbook  Sy^  %,  Eintrittsalter  30  ist  z.  B.  die  lebenslänglich  zahlbare 
Jahresprämie  für  die  Versicherung  des  Kapitals  1 ,  zahlbar  beim  Tode, 
P  =  0,0176. 

Die  Gleichimg  (7)  gilt  auch  für  gleichbleibende  Prämienzahlung 
in  Raten  und  überträgt  sich  auf  gleichförmig  steigende  oder  fallende 
Prämienzahlungen.  Auch  für  Versicherungen  mit  Prämienrückgewähr 
ergiebt  das  Prinzip  der  Gleichheit  von  Leistung  und  Gegenleistung 
einfache  Formeln  zur  Berechnung  der  Nettoprämien '*). 

Bei  den  Prämienzahlungen  in  Terminen  ist  jedoch  zu  bemerken, 
dass,  wenn  diese  den  Bruchteil  eines  Jahres  betragen,  die  Lebens- 
versicherungsgesellschaften  die  noch  nicht  gezahlten  Raten  vielfach  nur 
stunden.  In  diesem  Falle  darf  man  zu  ihrer  Berechnung  nicht  (7) 
für  eine  entsprechende  terminliche  Rente  a  anwenden,  sondern  es  er- 
höht sich  die  jährliche  Nettoprämie  P  nur  um  soviel,  als  der  durch 
die  Ratenzahlung  bedingte  Zinsverlust  beträgt.  Sind  dagegen  die 
Termine  Vielfache  eines  Jahres,  so  liefert  die  Formel  (7)  mit  der  den 
Terminen  entsprechenden  Rente  a  die  den  Versicherungsbedingungen 
adäquate  Nettoprämie.  Diese  wird  niedriger  als  das  entsprechende 
Vielfache  der  Jahresprämie,  die  Differenz  bedeutet  den  BabaU,  welcher 
wegen  der  Vorausbezahlung  der  Prämien  auf  die  Nettoprämien  theo- 
retisch zu  gewähren  ist'*). 

Die  natürliche   Prämie   erkauft  die   Versicherung    jedesmal    auf 


77)  Die  Gleichung  (7)  giebt  für  Todesfall,  lebenslängliche  Prfimie  R,  Price, 
Observations,  3*^  ed.,  p.  33 ;  die  allgemeine  Methode  wird  korrekt  aaseinandergesetst 
Ton  F.  Baily,  The  doctrine  of  life  annuities  and  assurances  2,  London  1818,  1, 
p.  848  ff. 

78)  Formeln  für  Nettoprämien  bei  Rückgewähr  von  Bruttoprämien  findet 
man  im  Teztbook  p.  295—298.  Die  in  den  meisten  Lehrbüchern  allein  behan- 
delte Rückgewähr  von  Nettoprämien  kommt  in  praxi  überhaupt  nicht  vor. 

79)  Wegen  der  Formeln  siehe  Landre,  Math,  techn.  Kap.  p.  24. 

Encyklop.  d.  inftth.  Wissentch.  I.  56 
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1  Jahr.  Bei  der  TodesfaUversicherung  auf  die  Summe  1  ist  sie 
gleich  vqx  und  ändert  sich  also  mit  dem  Alter  im  gleichen  Sinne  wie 
die  Sterbenswahrscheinlichkeit  (Nr.  4,  Fig.  1).  Sie  ist  z.  B.  bei  Text- 
bookgrundlagen 3y//o  gleich  0,007  für  das  Alter  30,  gleich  0,725 
für  das  Alter  100.  «>) 

Sei  m  eine  positive,  ganze  Zahl,  Vm  die  Prilmienreserve  einer  Ver- 
sicherung Yon  der  Summe  1,  m  Jahre  nach  Beginn  der  Versicherung, 
femer  p'm  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  im  m*®°  Jahre  die  Versiche- 
rungssumme ausgezahlt  wird,  p^  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  in  ihm 
die  Versicherung  ablauft.  Alsdann  heisst  Um  =  v  {p'm  —  Pm  Vm)  die 
Risikoprämie,  um  =  vVm  —  Vm-^i  die  Sparprämie  der  betreflfenden 
Versicherung  für  die  Zeit  von  m  —  1  bis  m.  Sieht  man  von  Raten- 
abzahlung ab,  so  ist  die  Summe  von  Um  und  77^  gleich  der  zur 
Zeit  m  —  1  gezahlten  Prämie.  Im  besonderen  ist  bei  den  Todes- 
fallversicherungen die  Risikoprämie  Jim  =  t?g,^-m— i  (1  —  Vm)  die 
natürliche  Prämie  für  das  reduzierte  Kapital  s'  =  (1  —  Vft)f  ganz 
gleichgiltig,  wie  die  Prämienzahlung  P  in  Wirklichkeit  ei^folgt.  Bei 
den  Leibrenten  mit  einmaliger  Prämie  ist 

80)  Die  natürliche  Piftmienzahlang  ist  von  einigen  amerikanischen  Qesell- 
schaften  zum  Geschäftsprinzip  erhoben  (vergl.  J.  van  Schevichaven,  Van  leven 
en  sterven,  Utrecht  1896,  deutsch  von  H.  Tamke,  Leipzig  und  Wien  1898, 
p.  60).  Sonst  spielt  sie  in  der  Lebensversicherung  nur  eine  geringe  Rolle,  wie 
überall  da,  wo  die  Gefahr  mit  der  Dauer  des  Versicherungsvertrages  steigt  (wie 
z.  B.  auch  bei  der  In validitäts Versicherung).  Dagegen  ist  die  natürliche  Prämien- 
zahlung allgemein  bei  den  Yersicherungsarten  adoptiert,  bei  denen  das  Ent- 
gegengesetzte gilt,  wie  z.  B.  bei  den  Sachversicherungen.  Hier  ist  aber  zu  be- 
achten, dass  der  Schaden  zwischen  0  und  seinem  Maximum  (hier  die  „Versiche- 
rungssumme^* genannt)  kontinuierlich  variiert.  Die  Prämie  wird  also  bei  Sach- 
versicherungen durch  ein  bestimmtes  Integral  mathematisch  gegeben.  Vgl.  Witt- 
steifty  Das  math.  Risiko  p.  16. 

81)  Die  Begriffe  Risikoprämie,  Sparprämie,  reduziertes  Kapital  sind  rein 
theoretische  und  für  die  Ermittelung  des  Sterblichkeitsgewinnes  (Nr.  17)  und  des 
Risikos  (Nr.  19  ff.)  geschaffen.  Sie  sind  hier  im  Texte  in  möglichster  Allgemein- 
heit, in  der  Litteratur  dagegen  nur  für  spezielle  Fälle  entwickelt.  Meist  be- 
zeichnet man  —  J7^   statt  J7^  als  Risikoprämie.    Implicite  benutzt  den  Begriff 

der  Risikoprämie  (engl,  cost  of  insurance)  bereits  Sheppard  Homans  bei  der 
Herleitung  seiner  Eontributionsformel ,  Lond.  Journal  inst.  act.  11  (1863),  p.  124 
Zeile  6.  Vgl.  auch  Nr.  17*  Als  selbständige  Grösse  ist  die  Risikoprämie  und  das 
reduzierte  Kapital  von  M.  Kanner  bei  der  Todesfallversicherung  mit  lebens- 
länglich gleichbleibender  Jahresprämie  eingeführt,  Deutsche  Versicherungs- 
zeitung 8  (1867),  p.  365.  Das  Wort  Risikoprämie  gebraucht  Zillmer  (Die 
mathematischen   Rechnungen   bei  Lebens-    und   Rentenversicherungen,   2.  Aufl. 
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Bei  Rückversicherung  einer  Todesfallversicherung  wälzt  die  rück- 
versicherte Gesellschaft  jedes  Risiko  von  sich  ab^  wenn  sie  die 
Reserve  Vm  selbst  zurückstellt  und  verwaltet,  dagegen  bei  der  rück- 
versichernden Gesellschaft  das  reduzierte  Kapital  s'  versichert®*). 
Von  den  eingehenden  Prämien  Px  verwendet  sie  dann  die  Sparprämie 
zur  Reservebildung,  die  Risikoprämie  zahlt  sie  an  die  rückversichernde 
Gesellschaft.  Diese  ändert  sich  ein  wenig  von  Jahr  zu  Jahr;  die  ihr 
äquivalente  einmalige  Prämie  ist  unter  dem  Namen  Insurance  vcUue 
von  Elizur  Wright  eingeführt®*).  Sie  mag  Wrighfs  Versicherungswert 
genannt  werden. 

11.  Främienreserve.  Die  Pnlmienreserve  einer  Gesamtheit  ist 
gleich  der  Summe  der  Prämienreserven  der  einzelnen  Versicherungen. 
Finden  Ende  des  m^^  Versicherungsjahres  sowohl  Aus-  als  Einzahlungen 
statt,  so  werden  erstere  als  bereits  •  geleistet  angesehen,  letztere  als 
noch  zu  leisten  oder  bereits  geleistet,  je  nachdem  die  Reserve  zu 
Ende  des  i»*®°  oder  die  zu  Anfang  des  w  -j-  1**"  Versicherungsjahres 
berechnet  werden  solL  Die  prospektive  Methode  (Nr.  3)  liefert  für 
die  Reserve  Vm  zu  Ende  des  ?n**^  Versicherungsjahres  die  3  Funda- 
mentalgleichimgen : 

(9)  Vm  =  Ax^m  —  Px  •  (1  +  flfx+m),^) 

(10)  =  (P.+.  -  Px)  .  (1  +  a^+m), '') 

(11)  =1 ^l^^^i^.s«) 

Dabei  bedeutet  x  das  Eintrittsalter,  Ax^m  die  einmalige,  Px+m 
die  jährliche,  ebenso  wie  die  noch  zu  erwartenden  Prämienzahlungen 


Berlin  1887,  p.  179),  Kanner  sagt  statt  dessen  a.  a.  0.  „reduzierte  Prämie".  Die 
Sparprämie  wird  begrifflich  von  A.  Zillmer  eingeführt,  Deutsche  Versicherungs- 
zeitung 8  (1867),  p.  572,  Spalte  1,  Zeile  10  y.  o.  Das  Wort  ist  entnommen 
C.  Landri,  Math,  techn.  Kap.  p.  247.  Tabellen  der  Risikoprämie  für  17  E.  G.  4«/, 
in  Principles  and  practice,  4^^  ed.,  p.  171.  Die  RisikopiUmie  bei  Leibrenten  giebt 
in  etwas  abweichender  Definition  G.  H.  Ryan,  Lond.  Journal  inst.  act.  30  (1892), 
p.  189. 

82)  Ein  anderes  Verfahren  schlägt  M.  C.  Paraira  vor,  s.  C.  Landri,  Math, 
techn.  Kap.,  p.  843. 

83)  E.  Wright,  Savings  bank  life  insurance,  Boston  1872;  s.  auch  Principles, 
4:^  ed.,  p.  46. 

84)  F.  Baily,  The  doctrine  of  life  annuities  and  assurances,  2  Bde.,  London 
1813,  Teil  2,  p.  468  (deutsch  von  C.  H.  Schnuse,  Weimar  1839). 

85)  J.  Milne,  A  treatise   on   the   valuation  of  annuities  and   assurances, 
2  Bde.,  London  1816,  Teil  1,  p.  283. 

86)  D.  Jones,  On  the   value   of  annuities,   2  Bde.,  London  1843  (deutsch 
von  K,  Hattendorff,  Hannover  1869),  Teil  1,  p.  192. 

Ö6* 
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zahlbare  Prämie,  für  die  sich  (x)  nach  m  Jahren  die  dann  noch 
laufende  Versicherung  kaufen  könnte,  1  +  Ox+m  den  Wert  der  priln. 
Leibrente  1,  welche  ebenso  läuft,  wie  die  nach  m  Jahren  noch  zu 
erwartenden  Prämienzahlungen.  (9)  und  (10)  gilt  allgemein,  (11) 
nur  für  die  gemischte  Versicherung  und  lebenslängliche  Todesfall- 
Versicherung,  wenn  die  Prämienzahlung  die  ganze  Versicherungsdauer 
hindurch  erfolgt.  Bei  einmaliger  Prämienzahlung  ist  die  jeweilige 
Reserve  Vm=  Ax^m  der  Wert  der  noch  laufenden  Versicherung. 
Die  Berechnung  der  Reserven  ist  so  auf  die  von  Prämien  zurück- 
geführt. Im  besonderen  basiert  auf  (11)  J.  Chisholm's  Tafel  ®^). 
Seiner  Idee,  (11)  geometrisch  zu  interpretieren®®),  würden  wohl 
M,  d'Ocagne's  Methoden®^)   praktische  Bedeutung  verleihen  können. 

Ist  Vm  <0,  so  ist  Px-\.m  < -Px-  In  diesem  Falle  könnte  also  der 
Versicherte  seine  Police  aufgeben  und  sich  bei  einer  anderen  Gesell- 
schaft zu  einer  niedrigeren  Prämie  die  noch  laufende  Versicherung 
kaufen,  dadurch  aber  würde  er  der  Gesellschaft  einen  Verlust  —  F« 
zufügen.  Daher  sind  negative  Reserven  zu  vermeiden.  Der  Praktiker 
ersetzt  negative  Reserven  in  der  Bilanz  meist  durch  Null. 

Um  Vm  auch  für  nicht  ganzzahlige  m  zu  definieren,  legt  man  in 
der  Regel  die  Moivre'sche  Hypothese  und  die  Annahme  zu  Grunde, 
dass  beim  Tode  die  fällige  Versicherungssumme  zwar  sofort  zurück- 
gestellt, aber  erst  Ende  des  Versicherungsjahres  ausgezahlt  wird 
(vgl.  Nr.  9)  ^).  Die  Formeln  (9)  und  (10)  gelten  für  jedes  positive  m. 
Eine  genügende  Annäherung^*)  bei  gebrochenem  m  liefert  die  lineare 
Interpolation  zwischen  der  Anfangs-  und  Endreserve  des  betreffenden  Ver- 
sicherimgsjahres^*).  Fasst  man  eine  ganze  Gruppe  von  Versicherungen 
zusammen  ^^),  so  pflegt  man  den  interpolierten  Wert  jeder  individuellen 

87)  8.  Litt.-Verz.  UI. 

88)  Litt.-Verz.  m. 

89)  M.  d'Ocagne^  Nomograpbie,  Paris  1899;  F.  Schilling^  Über  die  Nomo- 
graphie  von  M.  d'Ocagne,  Leipzig  1900. 

90)  Schon  Milne  berechnet  (Fussn.  85)  die  Eeserve  zu  einem  beliebigen 
Zeitpunkte  innerhalb  des  Yersicherungsjahres.  Genaue,  den  Annahmen  ent- 
sprechende Formeln  und  einen  Vergleich  derselben  mit  verschiedenen  Nuherungs- 
methoden  giebt  J.  D.  Mounier,  Archief  verzeker.  2  (1895),  p.  1. 

91)  Mounier,  a.  a.  0.  p.  22. 

92)  Die  resultierende  Formel  steht  in  jedem  Lehrbuch,  so  bei  Zilltner  (Litt.- 
Verz.  IV),  2.  Aufl.,  p.  160.  Vgl.  auch  die  Kurven,  die  die  Änderung  der  Prümien- 
reserve  darstellen  bei  H.  Ä.  Thomson,  Lond.  Journal  inst.  act.  34  (1898),  p.  8. 

93)  Um  die  hierdurch  entstehende  Additionsarbeit  auf  ein  Minimum  zu 
reduzieren,  sind  besondere  Methoden  erdacht.  Vgl.  die  Lehrbücher  von  Zilhner, 
2.  Aufl.,  p.  161  ff.,  imd  Landri  p.  288 ff.,  sowie  E.  Blaschke,  Die  Gruppenrech- 
nung bei  der  Bestimmung  der  Prämienreserve,  Wien  1886. 


11.  Prämienreserve.  885 

Reserve  sogar  mit  der  halben  Summe  ihres  Anfangs-  imd  Endwertes 
zu  identifizieren^),  mit  einem  mittleren  Fehler,  der  bei  Gleichmög- 
lichkeit und  Unabhängigkeit  der  Einzelfehler  der  Quadratwurzel  aus 
der  Anzahl  der  Summanden  proportional  ist^^). 

Die  so  approximierte  Reserve  lässt  sich  behufs  T^equemerer 
Rechnung  in  zwei  Summanden  zerlegen:  1)  Das  arithmetische  Mittel 
aus  den  Reserven  zu  Ende  des  laufenden  und  des  vorhergehenden  Ver- 
sicherungsjahres und  2)  die  halbe  Prämieneinnahme  für  das  laufende 
Versicherungsjahr.  Der  erste  Summand  bedeutet  weiter  gar  nichts  als 
eine  Zahl,  die  in  einer  bestimmten  Spalte  in  den  Geschäftsbüchern  der 
Bank  an  einer  bestimmten  Stelle  steht,  wird  aber  trotzdem  von  manchen 
Gesellschaften  ihre  Prämienreserve  genannt;  diese  bezeichnen  dann  den 
zweiten  Summanden  als  Prämienüberträge  (im  Sinne  von  unverdienter 
Prämie). 

Wird  die  Prämie  in  anderen  als  jährlichen  Terminen  gezahlt,  so 
stellen  die  meisten  Lebensversicherungsgesellschaften  gleichwohl  die 
der  jährlichen  Prämie  entsprechende  Reserve  zurück  und  bringen  den 
etwaigen  Rest  in  die  Prämienüberträge. 

Sind  die  Termine  Bruchteile  eines  Jahres,  die  als  gestundet  gelten, 
so  ist  dies  Verfahren  nur  eine  korrekte  Konsequenz  der  in  Nr.  10  ein- 
geführten gestundeten  Prämien.  Sind  die  Termine  Vielfache  eines 
Jahres,  so  ist  die  dieser  Zahlung  entsprechende  Prämienreserve  eine 
andere  als  die  der  jährlichen  Prämie  entsprechende  thatsächlich  zurück- 
gestellte Reserve.  Die  Differenz  {Prämienüberträge  im  Sinne  von 
vorausbezahlter  Prämie)  ist  näherungsweise  gleich  der  Summe  der 
vorausbezahlten  Jahresprämien  ^^). 

Unter  allen  Umständen  bilden  also  die  Prämienüberträge,  mag 
es  sich  um  die  unverdienten  oder  vorausbezahlten  Prämien  handeln, 
denjenigen  Posten,  der  zu  der  in  den  Geschäftsberichten  als  solcher 
ausgegebenen  Prämienreserve  addiert  werden  muss,  um  die  der  Prämien- 
zahlung wirklich  entsprechende  Prämienreserve  zu  erhalten.  Die  Prä- 
mienreserve der  Geschäftsberichte  möge  die  kaufmännische  Prämien- 
reserve,  die  nach  Satz  III  konsequent  berechnete  Grösse  die  mathe- 
matische Prämienreserve  genannt  werden  (vgl.  Nr.  16). 


94)  Zillmer,  2.  Aufl.,  p.  160. 

95)  Zusatz  des  Referenten. 

96)  Zillmer,  a.  a.  0.  (Litt.-Verz.  IV),  p.  171,  172.  In  richtiger  Erkenntnis 
der  im  Texte  geschilderten  Sachlage  kommt  neuerdings  bei  einigen  Gesell- 
schafben der  Posten  Prämienüberträge  in  ihren  Rechenschaftsberichten  über* 
haupt  nicht  mehr  vor. 
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12.  Abhängigkeit  der  Prämien  und  Beserven  von  den  Beoh- 
nungselementen.  Mit  wachsendem  Zinsfuss  nehmen  die  einmaligen 
Prämien  ab^'),  ebenso  bei  gleichbleibenden  terminlichen  Prämien- 
zahlungen die  Prämien  aller  Versicherungen  auf  den  Erlebensfall  (ein- 
schliesslich derer  mit  Rückgewähr  der  Nettopiämien)  und  die  Prämien 
und  Reserven  der  gemischten  Versicherung,  wenn  die  Prämie  durch 
die  ganze  Versicherungsdauer  gezahlt  wird  und  mit  dem  Eintrittsalter 
zunimmt«^). 

Wachsen  die  Sterbenswahrscheinlichkeiten  aller  Alter  von  einem 
bestimmten  Alter  an,  so  nehmen  von  diesem  Alter  an  die  einmaligen 
Prämien  bei  den  Erlebensfallversicherungen  ab,  bei  den  Todesfallver- 
sicherungen auf  eine  konstante  Versicherungssumme  zu,  die  durch  die 
ganze  Versicherungsdauer  in  gleicher  Höhe  zahlbare  Jahresprämie 
der  gemischten  Versicherung  nimmt  zu.  Dagegen  kann  die  Prämien- 
reserve dieser  Versicherung  bei  durchweg  wachsenden  Sterbenswahr- 
scheinlichkeiten sowohl  zu-  als  abnehmen^)-  Im  besonderen  gelten 
für  diese  Versicherung,  solange  die  Prämien  mit  dem  Alter  wachsen, 
die  Sätze: 

Satz  F.  Ist  der  Betrag,  um  welchen  die  Sterblichkeit  die  Prämie 
erhöht,  ein  konstanter  Bruchteil  der  Versichenmgssumme,  so  nimmt 
die  Reserve  ab^^),  ist  er  ein  konstanter  Bruchteil  der  Prämie  selbst, 
so  nimmt  die  Reserve  zu  *®^),  ist  er  eine  lineare  homogene  Funktion  von 
Prämie  und  Versicherungssumme,  so  kann  die  Reserve  sowohl  wachsen 
als  abnehmen,  als  konstant  bleiben  ^^^. 

Unterscheidet  man  die  Sterblichkeit  nach  der  Versicherungsdauer 
(Nr.  4),  so  ergiebt  das  Material  20  E.  G.  H.  M.  bei  der  Todesfall- 
versicherung mit  lebenslänglicher  Prämie  ungefähr  bis  zum  Alter  40 


97)  Th.J.Searle,  Lond.  Journal  inst.  act.  28  (1890),   p.  192,    entwickelt  a 

nach  Potenzen  von  10  l 1  j   und  berechnet  die   ersten   30  Koeffizienten  für 

die  H.  M.-Tafel.  ^ 

98)  Mcu:  Fayden^  Lond.  Journal  inst.  act.  17  p.  89,  SuUon  17  p.  227,  weiter- 
gehende Untersuchungen  bei  T.  B.  Sprague  21  (1878),  p.  94. 

99)  Dieser  von  T.  B.  SprcLgxie  (Lond.  Journal  inst.  act.  11  [1863],  p.  90) 
bewiesene  Satz  wurde  ebenso  wie  der  folgende  durch  Diskussion  der  hypothe- 
tischen Methode  (Nr.  16)  gefunden,  ohne  zunächst  mit  einer  höheren  Sterblich- 
keit direkt  in  Verbindung  gebracht  zu  werden.  Das  geschah  erst  durch  T.  B. 
Spragu^^  Lond.  Journal  inst.  act.  21  (1878),  p.  77. 

100)  C.  Jellicoe,  Lond.  Journal  inst.  act.  10  (1863),  p.  330. 

101)  JB.  Tucker,  Lond.  Journal  inst.  act.  10  (1863),  p.  320. 

102)  T.  B.  Sprague,  Lond.  Journal  inst.  act.  11  (1863),  p.  93;  J.  MeikU, 
Lond.  Journal  inst.  act.  23  (1882),  p.  385.  Weitere  Satze  giebt  G.  SchärÜin, 
Ehrenzweig  11  (1890),  Teil  2,  p.  14. 
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höhere,  später  niedrigere  Prämien*®*)  und  in  der  Mehrzahl  der  Fälle 
höhere  Reserven*^). 

13.  Verbundene  Leben.  Eine  Versicherung  auf  verbundene 
Leben  hängt  vom  Leben  und  Sterben  einer  Gruppe  von  Personen  ab 
(Witwem-ente,  Waisenpension).  Sind  x,  y,  z, . . , .  die  Eintrittsalter 
der  einzelnen  Personen  der  Gruppe,  so  werde  diese  durch  {Xy  y,  ^, . . .), 
ihre  Anzahl  durch  m  bezeichnet.  Die  grundlegende  Versicherung  ist 
die  Rente  bis  zum  ersten  Tode: 

(a:,  y,  jgf, . . .)  kauft  durch  eine  einmalige  Prämie  a  =  axyz..,  eine 
jährlich  postnumerando  zahlbare  Leibrente  1,  die  mit  dem  ersten  Tode 
erlischt.     Die  Prämie  (Axiom  IV  und  V  der  Nr.  2): 

(12)  o  =  J*^'Y^"^*    '^ 

ist  fUr  2  Leben  und  alle  ganzzahligen  Alter  über  9  nach  der  H.  M.- 
TafeP®*),  für  2  bis  4  Leben  und  alle  Gruppen  gleichen  Alters  nach 
der  TextbooktafeP*^^)  berechnet.  Die  einmaligen  Prämien  irgend  einer 
anderen  Versicherung  werden  wegen  Axiom  IV  und  V  lineare  Fimk- 
tionen  der  (eventuell  auch  aufgeschoben  und  temporär  zu  denkenden) 
Renten  bis  zum  ersten  Tode^®').  Die  jährlichen  Prämien  und  Prä- 
mienreserven  berechnen  sich  nach  denselben  Prinzipien  wie  bei  ein- 
fachen Leben  (Nr.  8  bis  12).  Die  einmalige  Prämie  ay  —  a^y,  für 
die   der  Mann  {x)   seiner  Frau  (y)   eine  jährlich  zahlbare  Witwen- 

103)  G.  King,  Lond.  Journal  inst.  act.  20  (1877),  p.  245;  T.  B.  Sprague, 
Lond.  Journal  inst.  act.  20  (1877),  p.  105,  21  (1879),  p.  229,  22  (1881),  p.  391,  407. 

104)  G.  King,  Lond.  Journal  inst.  act.  20  (1877),  p.  247,  Tabelle  R;  T.  B. 
Spragtie,  Lond.  Journal  inst.  act.  22  (1881),  p.  410.  Die  Tafeln  von  J.  CJiisholm 
(Litt.-Verz.  lU)  lassen  die  nach  Sprague^B  select  mortality  table  (Litt.-Verz.  III) 
berechneten  Prämien  und  Reserven  für  die  wichtigsten  Yersicherungsarten  er- 
mitteln. 

105)  Tables  deduced  (Litt.-Verz.  m),  3,  3%,  ^%,  p.  139.  Für  Government 
Life  Annuitants:  Ä.  J.  FinUxison,  Joint-life  annuity  tables,  London  1895,  2y„ 
3,  3y,7o-  —  Versicherungen  auf  verbundene  Leben  hat  vor  Moim-e  (Pussn.  63) 
schon  Johan  de  Witt  betrachtet.  G.  Eneström,  Archief  verzekeringswet  3  (1898), 
p.  263. 

106)  Textbook  p.  510  3,  3%,  4,  4%,  5,  6%. 

107)  C.J.Malmsten,  Act.  math.  1  (1882),  p.  63,  giebt  die  fraglichen  Reductions- 
formein  für  konstante  Versicherungssummen;  L.  Lindelöf^  Act.  math.  3  (1883), 
p.  97,  behandelt  auch  einen  Fall  von  veränderlichen  Versicherungssummen.  Wegen 
der  Reduktion  der  entsprechenden  Wahrscheinlichkeiten  vgl.  Textbook  Eap.  n 
u.  IV.  Eine  allgemeine  Regel  zur  Aufstellung  der  Formeln  für  eine  grosse 
Klasse  von  Renten  (rentes  de  simple  survivance)  giebt  Ä.  Quiquet,  Par.  CR.  111 
(1890),  p.  887. 
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rente  1  kauft,  basiert  auf  der  Annahme^  dass  die  erste  Rate  Ende  des 
Sterbejahres  des  Mannes  und  nur  dann  gezahlt  wird,  wenn  die  Frau 
zu  diesem  Zeitpunkt  noch  lebt^^.  Sie  unterscheidet  nicht  zwischen 
Männer-  und  Frauensterblichkeit ^^^. 

Gilt  das  MdkehanCnchQ  Gesetz,  so  bestehen  die  Sätze: 
Satz  VI.    Es  seien  (x, y, . . .)  und  {w, w, ,..)  zwei  Gruppen  von 
gleichviel    Leben,    für    welche    ft«  +  fty  +  •  •  •  =  ^ic  +  fA»  +  •  •  •   ist. 
Alsdann  ist  axy . . .  =  a^  » . . . "®). 

Satz  VIL  axy...  ist  gleich  dem  Werte  der  entsprechenden  Leib- 
rente üu^  eines  einzelnen  Lebens  w^  bei  dem  Diskontierungsfaktor  Vj, 
wenn: 

Die  ümkehrung  von  Satz  VI  lautet: 

Satz  VIIL  Ist  für  alle  Alter  (rr,  y, . . .)  und  ein  passendes  Alter 
w  immer  a^y...  =  a^...,  so  folgt  daraus  die  Gültigkeit  des  MaJceham- 
sehen  Gesetzes,  wenn  w  —  x  nur  von  den  DiflFerenzen  der  x,y ... 
abhängt"«). 

Die  auf  3  Leben  bezogene  Rente  a^^,  der  Formel  (13)  führt  auf 
die  entsprechende  für  zwei  Leben  zurück  die: 

Simpson'sehe  Begeh  Sei  x  <iy  <iz.  Man  bestimme  ein  Hülfs- 
alter  w  so,  dass  a«,  =  a^,,  dann  ist  näherungsweise  axyz  =  a^w^^^) 

Sie  giebt  im  allgemeinen  zu  grosse  Werte ^^*)  und  wäre  dann"*) 
und  nur  dann^*^)  exakt,  wenn  das  Gompertz'sche  Gesetz  gälte. 


108)  Die  Formel  giebt  bereits  Moivre,  Annuities  upon  lives,  3*  ed.  London 
1750,  p.  19.  Genauere  Formeln  in  den  Lehrbüchern.  In  Raten  zahlbare  und 
Tollständige  (Nr.  8)  Witwenrenten  behandelt  u.  a.  C.  Landre  in  Archief  verzeker.  1 
(1896),  p.  371,  II  (1897),  p.  115. 

109)  Zwischen  Männer-  und  Witwen-Sterblichkeit  unterscheidet  J.  Karup, 
a.  a.  0.  (Litt.-Verz.  VI)  p.  113,  114. 

110)  W.  M.  Makeham,  Lond.  Journal  inst.  act.  8  (1860),  p.  301. 

111)  W.  S.  B.  WaoJhouse,  Lond.  Journal  inst.  act.  15  (1870),  p.  401. 

112)  Die  Behauptung  ist  oft,  wenn  auch  nicht  immer  hinreichend  präcis 
ausgesprochen,  vgl.  Woolhouse,  Lond.  Journal  inst.  act.  15  (1870),  p.  402,  Text- 
book p.  208. 

113)  Th.  Simpson,  Select  exercises  for  joung  proficients  in  the  mathematics, 
London  1752,  separate  ed.  1791,  p.  25. 

114)  J.  Milne,  A  treatise  on  the  valuation  of  annuities  and  assnrances, 
London  1815,  Bd.  2,  p.  720.  —  Eine  Verschärfung  gab  durch  passende  Abrundung 
von  w  J.  Milne  a.  a.  0.  1  p.  299  und  durch  Mittelbildungen  J.  Meikle  (veröffent- 
licht von  /.  /.  M'LaucMan,  Edinb.  act.  soc.  1  [1879],  p.  86).  Weitere  Ausfüh- 
rungen bei  M'LaucMan  a.  a.  0.  p.  31. 

115)  A.  de  Morgan,  Lond.  phil.  Mag.  15  (1839),  p.  337. 

116)  TT.  S.  B.  Woolhouse,  Lond.  Journal  inst.  act.  10  (1862),  p.  128  beweist,  dass 
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Eine  zweite,  aber  für  beliebig  viele  Leben  geltende  Nähemngs- 
formel  setzt  die  Rente  a  gleich  der  entsprechenden  a^,  eines  Hülfs- 
alters  w,  dessen  Sterbensintensität  ^w  =  ^a;  +  f'y  +  •  •  •  ist-  Sie  würde 
dann  und  nur  dann  exakt  sein,  wenn  das  Gompertz'^t^Q  Gesetz 
gälte  "7 

In  den  Sätzen  VI  bis  VUI  ruht  die  praktische  Bedeutung  der 
Gompertz'schen  und  Makeham'schen  Formeln  für  die  Tabulierung  der 
Rentenwerte:  Die  Funktionen  axyt...  reduzieren  sich  auf  solche  von 
weniger  Veränderlichen.  Derselben  Eigenschaft  erfreuen  sich  auch 
alle  an  Gompertz  und  Makeham  anknüpfenden  verallgemeinerten  Sterb- 
lichkeitsgesetze. Jene  Eigenschaft  kann  daher^  wenn  hinreichend 
präzisiert,  zur  Definition  einer  allgemeinsten  Sterblichkeitsformel 
dienen  *^®). 

in.   Der  Bruttofonds. 

14.  Zuschläge  und  Unkosten.  Die  durch  den  Abschluss  einer 
Versicherung  entstehenden  Unkosten  heissen  erste  oder  Erwerbs- 
Unkosten,  die  übrigen  dauernde  Unkosten.  Zu  jenen  gehören  die 
Abschlussprovision,  die  der  Agent  für  den  Abschluss  der  Versiche- 
rung erhält  (beim  Todesfallgeschäft  0 — 27^%  der  Versichenmgs- 
summe  und  mehr),  das  Honorar  für  die  ärztUche  Untersuchung  bei 
Todesfallversicherungen,  Stempelausgaben,  Reisespesen,  zu  diesen  die 
Inkassoprovision,    die    der    Agent    beim    Einkassieren    der   Prämien 


das  Gompertz*8che  Gesetz  gelten  muss,  wenn  die  Summen,  durch  welche  sich 
a^  und  a  darstellen,  gliedweise  übereinstimmen.  Dass  hieraus  der  Satz  des 
Textes  folgt,  bemerkt  M^LaucMan  a.  a.  0.  p.  34.  Verallgemeinerungen  bei 
J.  Bertrand,  Par.  C.  R.  106  (1888),  p.  1042,  A.  Quiquet,  ebenda  p.  1466. 

117)  W.  S.  B.  Woolhome,  Lond.  Journal  inst.  act.  16  (1870),  p.  399.  Durch 
passende  BegrifCsbildungen  ist  es  WooThouse  gelungen,  sehr  allgemeine  Rela- 
tionen zwischen  den  Prämien  aufzustellen,  die  sich  ebenso  einfach  für  beliebig 
viele  wie  für  1  Leben  aussprechen  lassen.  Im  Besonderen  fdhrte  ihn  die  kon- 
sequente Benutzxmg  der  kontinuierlichen  Yariabeln  zu  einfachen  Verallgemeine- 
rungen der  in  Nr.  8  und  9  entwickelten  Formeln.  Namentlich  ist  auf  folgende 
Stellen  in  WooJhouse's  Arbeiten  im  Lond.  Journal  inst.  act.  aufmerksam  zu 
machen:    11  (1864),  p.  322;    16  (1869),  p.  106;  (1870),  p.  409. 

118)  Diese  Beziehungen  aufgedeckt  zu  haben,  ist  das  Verdienst  von 
Ä.  Quiquet.  Er  sucht  eine  Funktion  der  Lebenden  Z,  für  welche  sich  die  Wahr- 
scheinlichkeit, dass  m  Personen  (x,  y^z,...)  nach  der  Zeit  h  noch  leben,  als 
Funktion  Yon  m' <Cin  Veränderlichen  und  von  h  darstellt.  Diese  Forderung  ist 
dann  und  nur  dann  erfilllt,  wenn  die  Ableitung  der  Sterbensintensität  ft  einer 
linearen  homogenen  Differentialgleichung  mit  konstanten  Koeffizienten  und  von 
der  Ordnung  m'  genügt.  Ä.  Quiquet,  Par.  Bull.  act.  &an9.  4  (1893),  p.  101, 111. 
Vgl.  Fussnote  47. 
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bekommt  (beim  TodesfaUgeschäft  2—S%  der  Jahrespramie),  und  die 
Yerwaltungskosten.  Den  Unkosten  entsprechend  unterscheidet  man 
bei  dem  in  der  Bruttoprämie  P'  steckenden  Zuschlag  aP'  einen  ersten 
Zuschlag  a^P'  und  einen  zweiten  cc^P\  Jener  soll  gerade  die  ersten 
Unkosten  aufbringen,  soweit  sie  nicht  durch  eine  besondere  Policen- 
gebühr  gedeckt  werden,  während  der  zweite  Zuschlag,  weil  auch  für 
Sicherheitsfonds  und  Gewinn  bestimmt,  normaliter  die  dauernden  Un- 
kosten erheblich  übersteigt.  Ist  P  die  Nettoprämie,  so  ist  P'=  P-[-  aP' 
und  o(  =  Oj  4~  ^  •  ^^^  Höhe  des  a  kann  man  fQr  jede  einzelne  Police 
aus  den  Tarifen  der  Gesellschaft  entnehmen,  nachdem  man  die  den 
Rechnungsgrundlagen  der  Gesellschafk  entsprechende  Nettoprämie  aus- 
gerechnet hat.  Wie  allerdings  die  Tarife  zustande  kommen,  ist  eine 
andere  Frage.  Theoretiker  haben  mehrfach  vorgeschlagen  ^^^),  die 
Zuschläge  genau  nach  dem  Risiko  einer  Versicherung  (Nr.  19  ff.)  ab- 
zustufen, was  aber  in  der  Praxis  nur  ganz  im  Rohen  geschieht. 
Übrigens  sind  die  Zuschläge  sehr  verschieden,  je  nachdem  es  sich  um 
Tarife  mit  oder  ohne  Gewinnbeteiligung  handelt.  So  nimmt  z.  B.  die 
Kölner  Concordia,  die  nach  23  D.  G.  M.  I  3%%  rechnet,  för  die 
lebenslänglich  gleichbleibende  Jahresprämie  der  Todesfallversicherung 
beim  Eintrittsalter  30,  P  =  0,0210  fQr  Versicherungen  ohne  und 
P's=  0,0251  für  Versicherungen  mit  Gewinn  pro  Einheit  der  Ver- 
sicherungssumme, was  einem  Zuschlag  von  100a  =  8,6  bezw.  23,5% 
der  Bruttoprämie  zur  Nettoprämie  P  =  0,0192  entspricht  ^*^).  Neuer- 
dings bringt  J.  D,  Mounier  die  Frage  in  Verbindung  mit  Daniel 
BemoulWß  Wertlehre,  indem  er  den  moralischen  Wert  (I  D  1,  Nr.  17) 
untersucht,  den  eine  Versicherung  für  den  Versicherten  hat^**).  Die 
Forderung,  dass  dieser  nicht  negativ  wird,  ergiebt  wiederum  eine  obere 
Grenze  fär  den  Zuschlag,  welche  in  erster  Annäherung  dem  Quadrate 
des  mittleren  Risikos  der  Versicherung  (Nr.  19)  direkt  und  dem 
Vermögen  des  Versicherten  umgekehrt  proportional  ist^**).     Hieraus 


119)  So  Th.  Wittstein,  Das  math.  Risiko  (Litt.-Verz.  VI),  p.  30.  Einen 
Vergleich  der  Zuschläge  mit  dem  mittleren  Risiko  führt  an  einigen  Beispielen 
durch  die  Dissertation  von  -BT.  Onnen  (Litt.-Verz.  VI),  p.  61.  Eine  Arbeit  von 
J.  H.  PeeJc,  welche  eine  genaue  Abstufung  der  Zuschläge  nach  dem  durch- 
schnittlichen Risiko  för  die  einzelnen  Versicherungsarten  durchführt,  soll  dem- 
nächst in  der  Zeitschrift  für  die  gesamte  Versicherungswissenschaft  erscheinen. 

120)  Eine  jährliche  Übersicht  ober  die  Tarife  der  deutschen  Gesellschaften 
und  ihre  Dividendensysteme  giebt  /.  Neumann^  Jahrbuch  für  das  deutsche  Ver- 
sicherungswesen, Berlin  1878  ff. 

121)  Archief  verzekeringswet.  1  (1894),  p.  17,  77,  145. 

122)  A.  a.  0.  p.  160  ff.  Die  a.  a.  0.  aus  Formel  (18)  p.  32  folgende  Be- 
ziehung zum  Risiko  wird  von  Mounier  merkwürdigerweise  gsix  nicht  erwähnt. 
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folgt  aber  nicht ^  dass  es  moralisch  ist;  jemandem  um  so  mehr  Geld 
abzunehmen,  je  weniger  er  hat,  sondern  dass  umgekehrt  der  allgemein 
adoptierte  Grundsatz,  die  Höhe  der  Prämie  nicht  vom  Vermögen  des 
Versicherten  abhängig  zu  machen,  sich  auch  vom  Standpunkte  der 
BemouUt^schen  Wertlehre  als  sehr  vernünftig  erweist,  weil  danach  die 
Versicherung  für  den  Versicherten  im  allgemeinen  einen  um  so  höhe- 
ren Wert  hat,  je  weniger  er  bemittelt  ist. 

Eine  obere  Grenze  für  die  Tariiprämie  P',  die  bei  Versicherungen 
mit  geringem  Maximalrisiko  (Nr.  19),  wie  denen  auf  den  Erleben- 
fall, sehr  tief  liegen  kann,  ergiebt  sich  durch  die  MaximaJprämie^^y 
Um  diese  zu  finden,  unterscheide  man  alle  bei  einer  Versicherung 
denkbaren  Fälle  und  berechne  den  Wert,  den  in  jedem  von  ihnen 
die  nach  den  Versicherungsbedingungen  zahlbare  Nettoprämie  haben 
würde,  wenn  der  betreffende  Fall  immer  einträte.  Alsdann  ist  der 
grösste  dieser  Werte  die  Maximalprömie.  Bei  der  Aussteuerversiche- 
rung, wo  ein  Kapital  beim  Erleben  des  Schlusstermins  gezahlt  wird, 
ist  diese  so  niedi'ig,  dass  die  Tarife  der  Praxis  sie  vielfach  über- 
schreiten und  daher  streng  genommen  unzulässig  sind. 

Für  Versicherungen  mit  wachsender  Prämienreserve,  zu  denen 
die  normalen  Todesfallversicherungen  gehören,  hat  Ziümer  ein  Maxi- 
mum für  die  ersten  Unkosten  einer  Versicherung  durch  die  Bedingung 
festgelegt,  dass  die  eingegangenen  Einnahmen  an  ersten  Zuschlägen 
auch  dann  die  Erwerbskosten  decken,  wenn  der  Versicherte  sich  vor- 
zeitig von  der  Versicherung  zurückzieht.  Von  dem  etwa  durch  eine 
besondere  Policengebühr  gedeckten  Teile  der  Erwerbskosten  ist  dabei 
natürlich  abzusehen. 

Beserveprämie  heisst  die  Summe  von  Nettoprämie  und  erstem 
Zuschlag.  ZiUmer'sche  Beserve  heisst  der  Überschuss  des  Wertes  der 
noch  laufenden  Versichenmg  über  den  Wert  der  noch  zu  erwarten- 
den R^serveprämien.  Ist  P^+i  die  nach  den  Versicherungsbedingungen 
zahlbare  NettopnLmie,  für  die  sich  der  Versicherte  (x)  ein  Jahr  nach 
seinem  Eintritt  die  nun  noch  laufende  Versicherung  kaufen  könnte, 
Px  die  wirklich  gezahlte  Nettoprilmie  des  (x),  so  ist  Px+i  —  Px 
ZiUmer^s  Maximum  des  ersten  Zuschkigs,  Das  entsprechende  Maxi- 
mum der  ersten  Unkosten  ist  gleich  der  (notwendig  positiven)  Diffe- 
renz von  Px+i  und  der  natürlichen  Prämie  des  ersten  Versicherungs- 
jahres. Es  steigt  mit  dem  Eintrittsalter  und  kann  namentlich  bei 
niedrigerem  x  für  jede   einzelne  Police  in   praxi   nicht   imimer   ein- 


123)  Diesen  Begriff  benutzte  Referent  mehrfach  mit  Vorteil  bei  Vorlesungen 
und  Gutachten. 
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gehalten  worden.  So  ergeben  z.  B.  bei  der  Todesfallversicherung  mit 
lebenslänglich  gleichbleibender  Jahresprämie  und  dem  Eintrittsalter 
30  die  Textbooktafeln  bei  einem  Zinsfuss  von  3y,%  nur  1%  der  Ver- 
sicherungssumme als  Maximum  der  ersten  Unkosten.  Thatsächlich 
kommt  es  aber  auch  nur  darauf  an^  dass  die  Erwerbskosten  des  Zu- 
gangs in  summa  die  von  Zillmer  gesetzte  Grenze  nicht  überschrei- 
ten '^), 

Der  Bruchteil  cc^  der  Prämie^  der  den  zweiten  Zuschlag  ergiebt, 
ist  für  die  verschiedenen  Versicherungsarten  sehr  verschieden.  Jeden- 
falls muss  normaliter  die  Bedingung  erfüllt  sein^  dass  der  Wert  aller 
für  einen  Versicherungsbestand  gezahlten  zweiten  Zuschläge  die  auf 
seinen  Anteil  entfallenden  dauernden  Unkosten  überschreitet.  Bei 
Versicherungen  mit  sehr  geringem  Risiko,  wie  den  Aussteuerversiche- 
nmgen,  ist  das  aus  dieser  Ungleichung  sich  ergebende  Minimum 
für  a  grösser  als  das  oben  aus  der  MaximalpnLmie  abgeleitete  Maxi- 
mum. Derartige  Versicherungen  sind  daher  wenig  lebensfähig,  wie 
denn  in  der  That  die  Aussteuerversicherungen  neuerdings  einfach  durch 
Spareinlagen  (preussischer  Beamtenverein,  Hannover)  oder  durch  Ver- 
sicherungen mit  erhöhtem  Risiko  (Militärdienst-  und  Brautaussteuer- 
versicherungen) ersetzt  werden. 

Nach  den  vorstehenden  Regeln  ist  auch  die  Höhe  der  Unkosten 
eines  Geschäfts  zu  beurteilen;  doch  muss  hier  an  Stelle  der  exakten 
Rechnung  eine  umsichtige  Schätzung  von  Mittelwerten  treten,  da  die 
Geschäftsberichte  nicht  alle  Einzelheiten  bringen  können  und  genaue 
Rechnungen  auch  zu  zeitraubend  sein  würden.  Allerdings  muss  man 
verlangen,  dass  die  Prämieneinnahme  für  die  verschiedenen  Versiche- 
rungsarten und  für  das  alte  imd  neue  Geschäft  getrennt  angegeben 
wird  und  dass  analog  die  ersten  und  dauernden  Unkosten  sich  aus 
den  Berichten  ermitteln  lassen.  Statistiken,  die,  ohne  auf  diese 
Trennung  Rücksicht  zu  nehmen,  lediglich  die  Gesamtunkosten  eines 
Jahres  mit  der  Prämieneinnahme  desselben  vergleichen,  verfolgen  in 
der  Regel  besondere  Tendenzen  ^*^). 

15.  Der  Büokkaofiswert.  Stellt  jemand  seine  Prämienzahlung 
ein   und  verzichtet  dafür   auf  die   ursprünglich  ausbedungenen  Ver- 


^ 


124)  Die  Sfttze  des  Textes  wurden,  wenn  auch  in  etwas  anderer  Form,  in 
der  Schrift:  A.  ZiUmer,  Beiträge  zur  Theorie  der  Pramienreserve,  Stettin  1868 
(Litt.-Verz.  VI),  entwickelt.  Ein  Referat  über  diese  Arbeit  gab  in  England  T.  B, 
Sprague,  Lond.  Jonmal  inst.  act.  15  (1870),  p.  411.     Vgl.  Fussn.  130. 

126)  Vgl.  A.  AnUhar,  Ehrenzweig  20  (1899),  Teil  2,  p.  3.  Vgl.  auch 
A,  Zmmer,  Ehrenzweig  8  (1882),  Teil  2,  p.  207. 
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sicherungsIeistuBgen^  so  heisst  die  bare  Abfindung^  welche  ihm  die 
Gesellschaft  dafür  zu  zahlen  hat^  der  Bückkaufswert  der  Police.  Ma- 
thematisch wird  dieser  durch  die  jeweilige  Nettoprämienreserve  plus 
dem  Gewinnanteil  (Nr.  17, 18)  gegeben,  der  zu  dem  betreffenden  Zeit- 
punkte auf  die  Police  entfällt.  Dabei  ist  jedoch  die  durch  den  Rück- 
kauf bedingte  Verringerung  des  Yersicherungsbestandes  und  die  damit 
im  allgemeinen  verbundene  Erhöhung  des  relativen  Risikos  (Nr.  21), 
sowie  der  Kostenwert  der  durch  den  Rückkauf  entstehenden  Arbeit 
ebenfalls  in  Rechnung  zu  ziehen.  Bei  der  Todesfallversicherung  haben 
die  hohen  Abschlussprovisionen  der  Praxis  häufig  zur  Folge,  dass 
für  die  ersten  Jahre  der  Versicherung  ihr  mathematischer  Rückkaufs- 
wert negativ  wird.  Die  Gesellschaften  verlangen  aber  dann  meistens 
kein  Reugeld  für  die  Aufgabe  der  Police,  sondern  vergüten  nur  in 
den  ersten  3 — 5  Jahren  einer  Versicherung  nichts  zurück  {Verfall 
oder  Storno  einer  Police),  dafür  zahlen  sie  später  in  der  Regel  erheb- 
lich weniger  als  den  mathematischen  Rückkaufswert,  meist  auch  sehr 
viel  weniger  als  die  Nettoprämienreserve  zurück.  Elizur  Wright 
empfiehlt,  einen  bestimmten  Prozentsatz  (z.  B.  bei  der  Todesfallver- 
sicherung mit  lebenslänglich  gleichbleibender  Jahresprämie  8%)  des 
jeweiligen  TTngrÄ^'schen  Versicherungswertes  (Nr.  10)  als  Rückkaufs' 
Spesen  (surrender  charge)  abzuziehen**^). 

Statt  des  Rückkaufswertes  in  bar  wird  auch  eine  äquivalente 
prämienfreie  Police  auf  eine  gekürzte  Versicherungssumme  oder  Ver- 
sicherungsdauer ausgestellt.    Bei  den  Bezeichnungen  der  Formel  (10), 

Nr.  11,  ist  die  gekürzte  Versicherungssumme  gleich  (l —  -p'    js, 

wenn  nach  m  Jahren  die  Prämienzahlung  eingestellt  wird**^.  Sie 
ist  näherungsweise  der  Zahl  der  bereits  gezahlten  Prämien  propor- 
tional. Im  Falle  einer  prämienfreien  Police  spricht  man  von  einer 
Beduktion  der  Versicherung,  von  einer  Umwandlung  ^^)  dann,  wenn 
—  ohne  dass  die  Prämienzahlung  eingestellt  wird,  —  die  ursprünglich 
ausbedungene  Versicherimg  durch  eine  äquivalente  andere  ersetzt  wird. 
Der  jeweilige  Rückkaufswert  giebt  zugleich  eine  obere  Grenze  für  die 
Höhe,  bis  zu  welcher  Darlehen  auf  die  Police  gewährt  werden  können. 

126)  E.  Wright,  Savings  bank  life  insurance,  Boston  1872.  Vgl.  Sh.  Ho- 
manSy  N.  Y.  Am.  act.  soc.  2  (1891/92),  p.  6  u.  6.  Wegen  des  Einflusses  der 
Selection  vgl.  Nr.  4.  Den  Einfluss  des  Au%eben8  einer  Police  auf  das  Risiko 
untersucht  J^.  Hausdorff,  Leipz.  Ber.  1897,  p.  540. 

127)  Gültigkeitsbedingungen  bei  J.  B.  Cherriman,  Lond.  Journal  inst.  act. 
21  (1879),  p.  298. 

128)  Tabellen  hierzu:  H.  W.  Manly,  Tables  on  the  basis  of  RM  3,  3%, 
47^.    London,  ohne  Jahr. 
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16.  Die  Bilanz.  Aus  der  Bilanz  einer  Gesellschaft  soll  in  erster 
Linie  zu  ersehen  sein,  ob  diese  am  Ende  der  Geschäftsperiode 
solvent  ist.  Im  folgenden  wird  als  Geschäftsperiode  in  der  Regel 
das  Kalenderjahr  angenommen,  was  der  gewöhnliche  Fall  ist.  Eine 
Versicherungsgesellschaft  heisst  solvent,  wenn  ihr  Vermögen  aus- 
reicht, um  unter  den  von  ihr  adoptierten  Versicherungsbedingungen 
ihre  Verpflichtungen  dauernd  zu  erfüllen.  Setzt  man  eine  genügende 
Dotienmg  der  etwa  erforderlichen  Sicherheits-  und  Extrafonds'  vor- 
aus, so  ist  die  Solvenz  dann  und  nur  dann  gewährleistet,  wenn  das 
vorhandene  Vermögen  mindestens  den  wahrscheinlichen  Wert  des 
Deckungskapitals  für  die  künftigen  Verpflichtungen  erreicht.  Dieses 
ist  gleich  dem  Überschuss  der  künftig  zu  erwartenden  Bruttoausgaben 
über  die  zu  erwartenden  Bruttoeinnahmen,  das  ist  die  BruUoprämien- 
reserve.  Versteht  man  unter  Unkostenreserve  den  Überschuss  der  zu 
erwartenden  Unkosten  über  die  zu  erwartenden  Einnahmen  an  Zu- 
schlägen, so  ist  allgemein  die  Bruttoprömienreserve  eines  Bestandes 
gleich  seiner  Nettoprämienreserve  plus  seiner  Unkostenreserve.  Diese 
letztere  spaltet  sich  wieder  in  eine  Beserve  für  erste  Unkosten  plus 
einer  Reserve  für  dauernde  Unkosten,  welche  Begriffe  sich  wohl  von 
selbst  erklären. 

Sind  die  Prämientarife  einer  Gesellschaft  genügend  individuali- 
siert, so  dass  jedes  Risiko  eine  seiner  Gefahr  entsprechende  und  seinen 
Anteü  an  den  Unkosten  deckende  Prämie  zahlt,  so  ist  das  fragliche 
Deckimgskapital  unabhängig  von  dem  künftigen  Zugang  imd  gleich 
der  Bruttoprämienreserve  des  zum  Zeitpunkte  der  Bilanz  vorhandenen 
Bestandes  allein.  Bei  natürlicher  Prämienzahlung  (Nr.  10,  Fussn.  80) 
ist  diese  näherungsweise  gleich  der  halben  Prämieneinnahme  des  lau- 
fenden Versicherungsjahres  plus  den  für  spätere  Jahre  bereits  voraus- 
bezahlten Pramien.  Dabei  sind  beim  Eingange  der  Prämien  bereits 
gezahlte  Unkosten  in  Abrechnimg  zu  bringen.  Der  erste  Summand 
dieser  Formel  giebt  die  Prämienüberträge  im  Sinne  von  unverdienter 
Prämie,  der  zweite  diejenigen  im  Sinne  der  vorausbezahlten  Prämie 
(Nr.  11). 

Die  oben  definierte  Unkostenreserve  lässt  sich  ihrer  Natur  nach 
nicht  genau  berechnen.  Die  Bestimmung  des  Deckongskapitals  ver- 
langt daher,  nicht  zu  hoch  gegriffene  obere  Grenzen  für  sie  zu 
finden,  die  zu  Bedenken  keinen  Anlass  geben.  Sieht  man  von  der 
früher  mannigfach  geübten,  jetzt  wohl  ganz  verlassenen  hypothetischen 
Methode  ^^)  ab,  so  kommen  hierfür  wesentlich  nur  zwei  Verfaliren  in 
Betracht:   die  Nettomethode  und  die  ZiUmer'sche  Methode. 

129)  Diese  bestand  darin,  dass  man  aus  den  Bruttoprämien  einer  bestimm- 
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Beiden  gemeinsam  ist,  dass  sie  die  Reserve  für  zweite  Unkosten 
durch  Null  ersetzen.  Die  Nettomethode  substituiert  auch  für  die 
Reserve  der  ersten  Unkosten  den  zu  grossen  Wert  Null,  und  mithin  an 
Stelle  der  Bruttopramienreserve  einfach  die  Nettoprämienreserve.  Die 
Zillmer'Qclie  Methode  hingegen  stellt  die  Reserve  fQr  erste  Unkosten 
mit  ihrem  vollen  negativen  Werte  in  Rechnung,  vereinigt  dieselbe 
mit  der  Nettoprämienreserve  zur  Zillmer*Bchen  Reserve  (Nr.  14)  und 
stellt  diese  als  Deckungskapital  in  die  Bilanz  ein.  Ihre  Anwendbar- 
keit ist  an  die  Bedingung  geknüpft,  dass  bei  irgend  einer  Versiche- 
rung etwa  auftretende  negative  Ziümer'sche  Reserven  immer  durch 
Null  ersetzt  werden.  Unter  dieser  Beschrankimg,  die  dem  Zülmer' 
scheu  Maximum  (Nr.  14)  der  Erwerbskosten  entspricht,  ist  das  Ver- 
fahren einwandsfrei  in  allen  den  Fällen,  in  denen  es  die  Nettomethode 
ist.  Überlegen  ist  die  Zillmer^Bche  Methode  der  Nettomethode  aber 
dadurch,  dass  sie  imstande  ist  junge  Gesellschafben,  die  nicht  von 
vornherein  über  grössere  Kapitalien  verfügen,  in  die  Höhe  zu  bringen; 
alte  Gesellschaftien,  die  schon  grosse  Überschüsse  angesammelt  haben, 
können  sie  leicht  entbehren.  Bei  der  Nettomethode  decken  nämlich 
die  XTberschüsse  des  alten  Geschäftes  die  Erwerbskosten  für  das 
neue;  bei  der  ZiUmer^schen  Methode  werden  diese  von  den  neuen 
Versicherten  selbst  allmählich  amortisiert*^). 

Die  Reserve  für  dauernde  Unkosten  darf  aber  nur  so  lange  durch 
Null  ersetzt  werden,    als  Null  ihre  obere  Grenze  ist.     Diese  Bedin- 


ten  Yersicherungsart  (z.  B.  Todesfall,  lebenslänglich  gleichbleibende  Jahrespiä- 
mie)  rückwärts  eine  ^^hypothetische**  Sterbetafel  berechnete,  deren  Netioprämien 
die  thatsächlichen  Bruttoprämien  waren.  Hierauf  wurden  die  Formeln  (9) — (11) 
in  den  mannigfachsten  Formen  der  Berechnung  der  Bruttoreserve  zugrunde  ge- 
legt. Dass  hierdurch  keine  obere  Grenze  ffir  das  gesuchte  Deckungskapital  ge- 
funden werden  kann,  lehren  die  Sätze  der  Nr.  12,  die  sich  auch  historisch  aus 
der  Kritik  dieser  Methode  entwickelt  haben. 

130)  Die  Methode  ist  entwickelt  in  der  oben  genannten  Schrift:  „^.  Zülmer, 
Beiträge**  (Litt.-Verz.  VI).  Wegen  der  Einwendungen,  die  man  gegen  sie  erho- 
ben hat.  Tgl.  den  gegnerischen  Aufsatz  von  C.  Heym,  Jahrbücher  für  National- 
ökonomie und  Statistik,  Neue  Folge  5  (1882),  p.  207. 

Gegen  T.  B.  Sprague'B  Vorschlag  (London  Journal  inst.  act.  15  [1870], 
p.  427)  die  Reserve  noch  weiter  zu  kürzen  und  P^  i  j  durch  P^  i  g  oder  allge- 
mein PggtJ^  zn  ersetzen,  ist  an  sich  nichts  einzuwenden,  nur  muss  man  darauf 
achten,  dass  1)  nie  eine  negative  Reserve  zurückgestellt  wird,  2)  die  Kürzung 
niemals  höher  wird,  als  es  der  Wert  der  den  wirklich  gezahlten  Unkosten  ent- 
sprechenden Reserve  für  erste  Unkosten  zulässt  und  dass  3)  nicht  höhere  Ab- 
schlussproyisionen  gezahlt  werden,  als  es  die  Prämienzuschläge  vertragen. 

Die  Aufsichtsbehörden  verhalten  sich  der  Zillmer^schen  Methode  gegenüber 
sehr  misstranisch. 


896  I D  4  b.    LebensversicheruDgs-Matliematik. 

gung  ist  allerdings  im  Durchschnitt  beim  Todesfallgeschäft  erfüllt, 
wo  nur  die  im  ganzen  verschwindenden  Fälle  von  einmaliger  oder 
abgekürzter  Prämienzahlung  eine  Ausnahme  bilden.  Anders  Uegt  es 
dagegen  beim  Bentengeschäft;  hier  muss  das  Zurückstellen  einer  ent- 
sprechenden Unkostenreserve  neben  der  vollen  Nettoreserve  gefordert 
werden  **^). 

Bisher  war  bei  der  Bestimmung  des  Deckungskapitals  angenom- 
men, dass  jedes  Risiko  die  ihm  zukommende  Prämie  zahlt.  Das  ist 
i^^  Li  d»  F.U,  we,„.  bei  U^  uM  Miche.  V».i«l,.- 
rungen  vom  Alter  unabhängige  Beiträge  erhoben  werden.  In  diesem 
Falle  kann  die  Solvenz  nicht  nur  von  dem  vorhandenen  Bestände, 
sondern  auch  von  dem  späteren  Zugang  abhängen.  Das  kommt  jedoch 
auf  die  Art  der  Beitn^szahlung  an.  Drei  Formen  derselben  werden 
gewöhnlich  unterschieden: 

1)  Das  ünilageverfdhren,  das  z.  B.  bei  vielen  Sterbekassen  und  bei 
der  Kranken-  und  Unfallversicherung  des  deutschen  Reiches  besteht. 
Hier  werden  die  in  einer  Geschäfbsperiode  erwachsenen  Schäden,  und 
bei  Renten  nur  die  bereits  fällig  gewordenen  Raten  am  Schlüsse  der- 
selben  repartiert. 

2)  Das  Kapitaldeckungsverfdhren  (Invaliditäts-  und  Altersversiche- 
rung des  deutschen  Reiches  bis  zum  13./7.  1899).  Hier  sollen  die 
für  jede  Geschäftsperiode  (10  Jahre)  neu  festzusetzenden  Beiträge  die 
Eapitalwerte  der  in  ihr  fällig  werdenden  Renten  aufbringen. 

3)  Das  Prämiendurchschnittsverfahren  (deutsche  Invaliditäts-  und 
Altersversicherung  seit  13./7.  1899).  Die  Versicherten  zahlen  ein  für 
alle  mal  festgesetzte,  vom  Alter  unabhängige  Durchschnittsprämien 
und  beanspruchen  dafür  von  der  Kasse  im  voraus  bestimmte  Versiehe- 
rungsleistungen.  Das  ist  der  gewöhnliche  Modus  bei  Witwen-  und 
Pensionskassen. 

In  den  beiden  ersten  Fällen  ist  die  Solvenz  nicht  vom  Zugang 
abhängig,  wohl  aber  im  letzten.  Infolge  dessen  muss  in  diesem  Falle 
der  Zugang  ein  obligatorischer  und  die  Möglichkeit  vorhanden  sein^ 
seine  Altersgruppierung  im  voraus  einigermassen  abzuschätzen^^*). 

131)  C.  Landr6,  Math,  techn.  Kapitel  (Litt.-Verz.  IV),  p.  282.  —  Moderne 
Gesellschaften  wie  die  Algemeene  Maatschappij  van  levensverzekering  en  Lijf- 
rente,  Amsterdam,  und  der  Atlas,  Ludwigshafen  stellen  thatsächlich  eine  posi- 
tive ünkostenreserve  in  die  Passiva  ein. 

132)  Vgl.  die  Bilanz  der  Göttinger  Witwenkasse,  K.  F.  Gauss,  Werke  4. 
Göttingen  1880,  p.  119.  Bilanzen  von  Pensionsanstalten  entwickeln  ferner  die 
in  Litt.-Verz.  VI  genannten  Monographien  von  J.  Kamp  und  L.  Lindelöf,  sowie 
L.  Lindelöf,  Acta  societatis  fennicae  13  (1882),  Statistiska  beräkningar  angäende 
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Aber  auch  bei  den  nonnalen  Yersicherungsgesellscliafteii  mit 
nach  dem  Alter  abgestufken  Prämien  übt  der  künftige  Zugang  einen 
gewissen  Einfluss  aus.  Die  Prämien  sind  auch  nur  Durchschnitts- 
prämien,  insofern  sie  ebensowenig  wie  die  Nettoreserven  mit  Berücksich- 
tigui^  der  Versicherungsdauer  berechnet  werden  ^^*),  obwohl  Material 
genug  vorhanden  wäre^  dies  zu  thun  (Nr.  4^  5;  12).  Dies  ist  ein  Grund 
für  den  regelmässigen  Sterblichkeitsgewinn  im  normalen  Todesfall- 
geschäft und  Sterblichkeitsyerlust  im  Leibrentengeschäfk,  der  zum  Teil 
nur  durch  den  Zugang  der  letzten  Jahre  veranlasst  wird  und  insoweit 
auch  nur  wegen  des  als  sicher  vorausgesetzten  Zugangs  der  folgenden 
Jahre  in  den  Gewinnfonds  wandern  darf. 

Was  die  übrigen  Posten  der  Bilanz  angeht^  so  beschränken  wir 
unS;  wie  inmier  im  folgenden^  auf  den  gewöhnlichen  Fall  der  Lebens- 
versicherung mit  nach  dem  Alter  abgestuften  Prämien  und  nehmen 
an,  dass  die  Gesellschaft  ihre  Prämien  und  Reserven  nach  einer  ge- 
wöhnlichen, nicht  nach  der  Versicherungsdauer  trennenden  Sterbe- 
tafel berechnet  und  als  Deckungskapital  ihrer  künftigen  Verpflich- 
tungen die  Nettoprämienreserve  des  vorhandenen  Versicherungsbestandes 
in  die  Bilanz  einstellt. 

Diese  Nettoprämienreserve  ist  allerdings  im  weitesten  (mathe- 
matischen) Sinne  als  das  Deckungskapital  aller  noch  schwebenden 
Nettoverpflichtungen  au&ufassen.  Sie  spaltet  sich  in:  1)  die  kauf- 
männische Nettoprämienreserve  (Nr.  11),  2)  die  Prämienüberträge 
(Nr.  11)  und  3)  die  Schadenreserve,  in  welche  die  bereits  fällig  gewor- 


finska  civilstatens  enke — och  pupillkassa.  Weiter  sind  zu  nennen  die  amtlichen 
Berichte  in  Schweden:  Underdänigt  betänkande  angäende  pensionering  af  enkor 
och  bam,  efter  prestmän  och  elementarlärare,  Stockholm  1873;  Fömjadt  under- 
dänigt  betänkande  angäende  pensionering  af  enkor  och  bam  efber  svenska 
ecclesiastikstaten,  Stockholm  ohne  Jahr;  ünderdänigt  betänkande  med  förslag 
angäende  ordnandet  af  arm^ens  enke  och  pupillkassa,  Stockholm  1881;  Betän- 
kande angäende  ordnandet  af  pensionsväsendet  f5r  statens  dvile  ijensteinne- 
hafvare  samt  f5r  deras  enkor  och  bam,  Stockholm  1894.  Von  theoretischen 
Arbeiten  über  Pensionskassen  nennen  wir  noch:  L.  Lindelöf,  Acta  math.  18 
(1894),  p.  89;  G,  Eneström,  Stockh.  Förhandlingar,  1891,  p.  343;  1893,  p.  361, 
406,  623;  1894,  p.  479,661;  1896,  p.  197,  243,  807.  In  Deutschland  und  Oster- 
reich existiert  eine  grosse  Menge  Ton  Schulprogrammen,  zum  Teil  auch  Disser- 
tationen über  die  Rechnungen  bei  Pensionskassen.  Man  findet  derartige  Litte- 
ratur  in  Franz  Hübly  Systematisch  geordnetes  Verzeichnis  der  Schulprogramme 
Österreichs,  Preussens  und  Bayerns,  Czemowitz  1869,   2.  Teil,  Wien  1874. 

133)  Dagegen  berücksichtigt  die  Dauer  des  Bentenbezuges  die  neueste 
Bilanz  der  Invaliditätsversicherung.  Sten.  Berichte  des  Reichstags,  10.  LegisL- 
Per.,  I.  Session,  Anlagebd.  1,  Nr.  96,  p.  106  und  die  Lebensyersicherungsgesell- 
Schaft  Atlas,  Ludwigshafen.    Geschäftsbericht  pro  1898^  p.  13. 
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denen,  aber  aus  irgend  einem  Gfrunde  noch  nicht  ausgezahlten  Ver- 
sicherungssummen zurückgestellt  werden. 

Sind  nun  auch  die  Sicherheits-  und  Extrafonds'  genügend  gespeist^ 
so  fliesst  der  Rest  des  vorhandenen  Vermögens  in  den  G^winnfonds. 
Dabei  wird  der  im  nächsten  Jahre  zu  verteilende  Überschuss,  dessen 
Berechnung  durch  die  Statuten  und  die  gewählten  Gewinnverteilungs- 
Bjsteme  mehr  oder  weniger  genau  festgelegt  wird,  gleich  als  beson- 
derer Posten  abgetrennt.  Was  übrig  bleibt,  kommt  in  die  Getmnn- 
reserve,  die  zur  Regulierung  der  zukünftigen  Dividenden  bestimmt  ist 
(Nr.  18). 

Die  bisher  aufgezahlten  Posten  gehören  sämmtlich  zu  den  Passivis. 
Diesen  stehen  Aktiva  in  gleicher  Höhe  gegenüber;  unter  ihnen  sind 
die  Policendarlehen  (Nr.  15)  und  die  (wegen  Zahlungsfrist  oder  wegen 
Ratenzahlung)  gestundeten  Prämien  (Nr.  10)  speziell  für  eine  Ver- 
sicherungsgesellschaft charakteristisch.  Der  Wert,  mit  welchem  die 
gestundeten  Prämien  in  die  Biknz  eingesteUt  werden  dürfen,  ist  jeden- 
falls  kleiner  als  ihr  Brutto-  und  grösser  als  ihr  Nettobetrag. 

Die  Übersicht  über  die  Aktiva  und  Passiva  bildet  die  eigent- 
liche Bilanz.  Zu  ihr  tritt  die  sogenannte  y^Getvinn-  tmd  Verlust'- 
rechnung/^'^^),  welche  über  die  Einnahmen  und  Ausgaben  des  Geschäfts- 
jahres Auskunft  giebt  Sie  muss  einmal  zu  verfolgen  gestatten, 
wie  aus  dem  Bestand  zu  Ende  des  Vorjahres  sich  durch  die  Ein- 
nahmen und  Ausgaben  der  Bestand  zu  Ende  des  Rechnungsjahres 
gebildet  hat,  sodann  aber  muss  sie  auch  die  Trennung  der  verschie- 
denen Geschäftszweige,  die  die  Gesellschaft  betreibt  (wie  Lebens- 
versicherung, Leibrenten,  Aussteuer,  Unfallversicherung,  Invaliditäts- 
versicherung) entweder  selbst  durchführen  oder  doch  ihre  Durch- 
führung ermöglichen.  Die  gestundeten  Prämien  erscheinen  hier  im- 
plicite  unter  den  Prämieneinnahmen  und  sind,  wenn  die  „Gewinn-  und 
Verlustrechnung^'  mit  der  Bilanz  harmonieren  soll,  bei  den  Einnahmen 
in  derselben  Höhe  wie  unter  den  Aktivis  am  Ende  des  Rechnungs- 
jahres aufzuführen  oder  es  muss  die  entsprechende  Differenz  unter  den 
Ausgaben  gebucht  werden  ^*^). 

134)  Diese  Bezeichnung  ist  kaufmännisch  nicht  genau;  sie  ist  von  dem 
preussischen  Runderlass  vom  8.  IQ.  1892  (vgl.  Fussn.  61)  genonmien.  Vgl.  H.  V, 
Simon,  Die  Bilanzen  der  Aktiengesellschaften,  3.  Aufl.,  Berlin  1899,  p.  37. 

136)  Wegen  der  Beurteilung  eines  Geschäftsberichtes  und  der  Buchführung 
sei  ausser  auf  das  soeben  genannte  Simon^Bche  Buch  und  A.  Cayley,  The  prin- 
ciples  of  book-keeping  bj  double  entry,  Cambridge  1894  noch  auf  die,  speziell  die 
Lebensversicherung  betreffenden  Schriften  verwiesen  von  T.  B.  Sprague  (Litt.- 
Verz.  VI);  B.  Schüler,  Beiträge  zur  Buchhaltung  im  Versicherungswesen,  Wien 
und  Leipzig  1898;   J.  J.  Mc LcmdUan,  Edinb.  act.  soc.  2  (1891),  p.  73. 
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17.  Der  Gewinn.  Der  im  Geschäffcsjahr  erzielte  Gewinn  wird 
erhalten^  wenn  man  zum  Bestände  des  Gewinnfonds  am  Ende  des 
Jahres  die  im  Laufe  des  Jahres  gezahlten  Dividenden  addiert  und  da- 
Yon  den  Bestand  des  Gewiunfonds  zu  Ende  des  Vorjahres  abzieht. 
Er  ist  näherungsweise  gleich  der  Summe  der  Gewinne  aus  den  ein- 
zelnen Gewinnquellen.     Als  solche  imterscheidet  man: 

1)  Sterblichkeitsgetmnn.  Um  diesen  zu  erhalten  vermehre  man 
die  zu  Anfang  des  Jahres  Torhandenen  Reserven  und  die  im  Jahr« 
eingegangenen  Nettoprämien  um  die  rechnungsmässigen  Zinsen,  sub- 
trahiere die  gezahlten  Schäden  und  Rückkaufswerte  und  deren  rech- 
nungsmässige  Zinsen  sowie  die  Reserven  zu  Ende  des  Jahres.  Die  er- 
haltene DifPerenz  giebt  die  Summe  des  Gewinnes  durch  Sterblichkeit 
und  des  durch  Rückkauf  und  Verfall.  Berechnet  man  diesen  nach  4), 
so  erhält  man  jenen  durch  Subtraktion^'*). 

2)  Der  Zinsgetoinn  ist  gleich  dem  Ueberschuss  der  wirklich  er- 
zielten Zins-  und  Mietseinnahmen  des  Jahres  über  seine  Zins-  und 
Mietsausgaben  vermindert  um  die  rechnungsmässigen  Zinsen  eines 
Durchschnittswertes  des  Deckungskapitals  für  die  noch  bestehenden 
Versicherungen.  Letzteren  setzt  man  näherungsweise  gleich  der  halben 
Sunmie  der  Prämienreserve  (incl.  Prilmienüberträge  excl.  Schaden- 
reserve)  zu  Anfang  und  Ende  des  Jahres;  er  kann  selbst  dann 
noch  auftreten,  wenn  die  wirkliche  Verzinsung  der  Aktiva  geringer 
ist  als  die  rechnungsmässige. 

3)  Der  Gewinn  aus  Ztischlägen  ist  die  Differenz  der  Einnahmen 
aus  Zuschlägen  vermindert  um  die  Unkosten  des  Jahres,  ausschliess- 
lich derjenigen,  die  sich  (wie  Zins-  und  Mietsausgaben)  auf  die  Ver- 
mögensanlagen beziehen  Er  zerfäUt  in  einen  (ev.  negativen)  Gewinn 
aus  ersten  und  einen  (positiven)  Gewinn  aus  zweiten  Zuschlägen.  In 
der  Praxis  ist  es  nur  ganz  ausnahmsweise  mögUch,  die  Einnahmen 


136)  Für  TodesfaXlversicherv/ngen  giebt  A.  Ziümer  (Deutsche  Versicher.- 
Zeitung  8  (1867),  p.  671)  auf  Grund  der  von  M.  Kanner  (a.  a.  0.  p.  855, 
584,  vgl.  Nr.  10  dieses  Referats)  eingeführten  Begriffe  zwei  Ausdrücke  für 
die  Summe,  welche  in  einem  Jahre  für  Sterbefälle  zur  Verfügung  steht.  Dabei 
ist  aber  angenommen,  dass  Geschäfts-  und  Versicherungsjahr  immer  zusammen- 
fallen (vgl.  Nr.  10).  Unter  derselben  Voraussetzung  ermittelt  G.  H.  Eyan, 
Lond.  Journal  inst.  act.  30  (1892),  p.  191,  die  Summe,  welche  in  einem  Jahr  bei 
Leihrenten  durch  den  Tod  erwartungsmässig  frei  wird  (vgl.  Nr.  10).  Praktisch 
brauchbare  Formeln  giebt  C,  L<mdr6  a.  a.  0.  p.  344  ff.  Übrigens  geben  die 
preussischen  Berichte  der  Lebensversicherungsgesellschafben  seit  1892,  manche 
Gesellschaften  (wie  Gotha  und  Leipzig)  schon  seit  langem  jährlich  einen  nach 
5jährigen  Altersklassen  gruppierten  Vergleich  der  beobachteten  Todesfälle  mit 
den  erwarteten. 
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aus  Zuschlagen  genau  zu  bestimmen,  fast  immer  muss  man  sich  mit 
der  Abschätzung  von  Durchschnittswerten  für  a,  cc^  cc^  begnügen^. 

4)  Der  Getoinn  aus  Rückkauf  und  Verfall  wird  durch  die  Diffe- 
renz der  zum  Zeitpunkte  des  Rückkauüs,  bezw.  Verfalls  vorhandenen 
Pramienreserve  und  des  gewährten  Rückkaufiswertes  (Nr.  15)  fOr  jede 
einzelne  Police  gegeben. 

5)  Die  Rubrik  ,^sonsHge  GeunnnqueUen^  hat  vor  allen  Dingen  die 
Erhöhungen  und  Erniedrigungen  der  Sicherheits-  und  Extrafonds',  so- 
wie die  Gewinne  und  Verluste  aus  Vermögensanlagen  zu  berück- 
sichtigen. Werden  femer  die  gestundeten  Prämien  zu  ihrem  Netto- 
betrag in  die  Bilanz  eingestellt  (Nr.  16)  und  die  Zuschläge  in  3)  mit 
Hülfe  eines  Durchschnittswertes  für  a  ermittelt^  so  giebt  das  Produkt 
aus  diesem  und  der  Zunahme  der  gestundeten  Pramien  im  Rech- 
nungsjahre einen  (scheinbaren)  Verlust,  der  durch  die  gestundeten 
Prämien  entsteht  Andrerseits  ist  zu  bedenken,  dass  die  in  Raten 
zahlbaren  Prämien  meist  hohe  Aufschläge  erfahren  und  dadurch  eine 
oft  namhafte  Gewinnquelle  liefero. 

Die  vorstehenden  Ausführui^en  geben  nur  im  Rohen  eine  Analyse 
des  Gewinnes,  ihre  Durchführung  im  Einzelnen  ist  von  den  speziellen 
Verhältnissen  jeder  Gesellschaft  abhängig.  Bei  manchen  Posten  kann 
man  dann  im  Zweifel  sein,  welcher  der  verschiedenen  Quellen  er  zu- 
zurechnen ist;  alsdann  muss  eine  zwar  willkürliche,  aber  genau  an- 
zugebende Festsetzung  getroffen  werden  ^^. 

Die  Aufgabe,  den  in  einem  Geschäftsjahr  erzielten  Gewinn  auf 
die  einzelnen  Policen  zu  verteilen,  lässt  sich  entweder  a)  durch  ein- 
fSetchere  Systeme  (Gewinnverteilung  proportional  zur  Jahrespramie, 
zur  Summe  der  eingezahlten  Prämien,  zur  Prämienreserve  oder,  wie 
Gotha,  ein  Teil  proportional  der  lebenslänglich  gleichbleibenden  Jahres- 
piumie    der    entsprechenden    Todesfallversicherung    und    der    andere 


137)  Dass  dabei  verschiedene  Arten  der  Mittelbildungen  zu  relativ  wenig  diffe- 
rierenden Ergebnissen  fähren,  darf  wohl  mit  Tschehysche/fB  Theorie  der  ^^valeurs 
limites  des  int^grales^^  (Acta  math.  12  [1888],  p.  287)  in  Verbindung  gebracht 
werden.    VgL  Fussn.  168. 

188)  Eine  genauere  Analyse  der  Gewinnquellen  giebt  Asa  S.  Wing^  N.  Y. 
am.  act.  soc.  1  (1889/90),  p.  103.  Was  das  Numerische  anlangt,  so  steigt  der 
Jahresgewinn  bei  den  grossen  deutschen  Gesellschaften  bis  über  42  y^  der 
Brutto-Prämieneinnahme  des  Jahres,  von  ihm  kommen  auf  die  Gewinnquellen 
1)  bis  3)  ungeföhr  y,.  Bei  manchen  Gesellschaften  ist  4)  eine  sehr  ergiebige 
Quelle  des  Gewinnes.  Die  Lebensversicherungsgesellschaft  zu  Leipzig  giebt  seit 
1880  in  ihren  Berichten  eine  Berechnung  ihrer  Grewinne  aus  den  einzelnen  Quellen 
beim  Todesfallgeschäft. 
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Teil  proportional  zur  Prämienreserve)  oder  b)  dadurch  lösen^  dass 
man  der  Entstehung  des  Gewinnes  möglichst  nachgeht.  Das  letztere 
thut  die  amerikanische  Kontrümiionsformel.  Diese  bestimmt  für  jede 
Police^  welche  im  Geschäftsjahre  abläuft,  eine  Zahl  D,  die  die  auf 
sie  entfallende  Dividende  sein  würde,  weun  keine  anderen  Gewinn- 
quellen als  die  oben  unter  1)  —  3)  erwähnten  aufträten.  Allgemein 
aber  bestimmen  die  Zahlen  D  das  Verhältniss,  in  dem  die  am  Gewinn 
partizipierenden  Policen  sich  in  den  Jahresgewinn  teilen^**). 

18.  Dividenden.  Der  in  der  vorigen  Nummer  behandelte  Ge- 
winnanteil, welchen  das  einzelne  Geschäftsjahr  einer  Police  gewährt, 
bestimmt  die  Dividende,  welche  dem  Versicherten  für  dieses  Jahr  zu- 
erkannt wird.  Diese  wird  jedoch  nicht  sofort  ausbezahlt,  sondern  in 
der  Regel  1  bis  5  Jahre  in  dem  Sicherheitsfonds  der  Gesellschaft  zu- 
rückbehalten, um  diesen  auf  der  nötigen  Höhe  zu  halten,  und  erst 
nach  Ablauf  dieser  Frist  wird  sie  entweder  in  bar  ausgezahlt  oder 
von  der  nächsten  Prämie  abgezogen  oder  zur  Erhöhung  der  Versiehe 
rungsleistungen  (dem  Bonus)  verwandt  ^^).  Die  Dividendenverheissungen 
der  Gesellschaften  verlangen,  wenn  sie  auf  einigermassen  soliden 
Grundlagen  basieren  sollen,  die  Anlage  von  nach  dem  Muster  der 
Prämienreserve  zu  bildenden  Gewinnreserven,  deren  Berechnung  ein 
gewisses  Minimum  des  künftigen  Jahresgewinnes  annehmen  muss  und 
bei  den  in  voriger  Nummer  unter  a)  aufgeführten  Systemen  zu  ver- 
hältnismässig einfachen  Formeln  führt  ^*^). 

Eine  der  ältesten  Formen  der  Lebensversicherung  bildeten  die 
Tontinen^^^),  In  dem  Jahre,  in  welchem  die  Tontine  begann,  leistete 
eine  ganze  Gruppe  von  Personen  eine  bestimmte  Einzahlung.  Diese 
wurde  mm  bis  zum  letzten  Tode  in  der  Gruppe  von  der  Gesellschaft 


189)  Die  Eontribntionsformel  findet  sich  in  den  Grandzügen  bereits  bei 
8h.  Homans,  Lond.  Journal  Inst.  Act.  11  (1868),  p.  121,  wo  sie  anch  schon  auf 
G^winnsammlung  in  fäni^ährigen  Perioden  (Nr.  18)  angewandt  wird.  Neuere 
Formebi  bei  E.  McCUntock,  Am.  act.  soc.  1  (1889/90),  p.  187.  Wegen  Ver- 
teilung der  Unkosten  auf  die  einzelnen  Policen  vgl.  W.  B.  Whiting,  Am.  act. 
soc.  2  (1891/92),  p.  150;  5  (1897/98),  p.  214. 

140)  Die  Dividendensysteme  der  deutschen  Gesellschaften  sind  in  dem 
Neumann'Bchen  Jahrbuch  angegeben  (vgl.  Fussn.  120).  Zahlreiche  Aufsätze  über 
Dividende  und  GewinnverteOung  findet  man  im  Lond.  Journal  inst.  act.  (s.  die 
Indices  dieser  Zeitschrift).  Zusammenfassende  Referate  wurden  auf  dem  Pariser 
Eongress  gegeben. 

.141)  Man  findet  diese  Formeln  bei  C,  Kihrn  (Litt.-Verz.  VI). 

142)  1668  wurde  die  erste  Tontine  in  Frankreich  gegründet.  Vgl.  TT.  Karup^ 
Theoretisches  Handbuch  der  Lebensversicherung,  Leipzig  1871,  Teil  1,  p.  86. 
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amortisiert;  indem  eine  jährlich  für  die  Gruppe  gleichbleibende  Rente 
gezahlt  wurde ;  deren  Einzelanteile  für  die  schliesslich  noch  Über- 
lebenden eine  gewaltige  Höhe  erreichten.  Als  selbständige  Ver- 
sicherungen sind  die  Tontinen  jetzt  wohl  yerschwunden,  wohl  aber 
haben  sich  aus  ihnen  gewisse  Formen  der  GewinnverteUung  entwickelt, 
bei  denen  die  Dividende  erst  nach  Ablauf  längerer  Perioden  (5,  10, 
15,  20,  30  Jahre)  an  die  dann  noch  Partizipierenden  gezahlt  wird. 
Beim  Tontinensystem  bilden  alle  in  einem  Jahre  eintretenden  Mit- 
glieder, die  einer  und  derselben  Periode  angehören,  eine  besondere 
Gruppe.  Am  Ende  der  Periode  werden  die  in  der  Gruppe  ange- 
sammelten Gewinne  —  wobei  der  aus  Rückkauf  imd  Verfall  oft  die 
Hauptrolle  spielt  —  unter  die  dann  noch  Partizipierenden  verteilt 
Man  unterscheidet  Gamtontinen  und  Halbtontinen,  je  nachdem  bei 
Einstellung  der  Prämienzahlung  wahrend  der  Periode  auch  der  Rück- 
kaufswert oder  nur  die  bisherigen  Gewinnanteile  der  Police  der  Gruppe 
anheimfallen.  Am  Ende  der  Periode  darf  der  Versicherte  in  der 
Regel  seine  Police  aufgeben  und  erhalt  dann  ihren  vollen  mathe- 
matischen Rückkaufswert  (Nr.  15)  einschliesslich  der  angesammelten 
Dividenden  ausbezahlt. 

Die  bei  dem  Tontinensystem  durch  die  Kleinheit  der  Gruppen 
verursachten  grossen  Zufallsschwankungen  beseitigt  das  System  der 
Gtmnnansamndtmgy  welches  den  auf  jede  Police  jährlich  entfallenden 
Gewinnanteil  nach  einer  der  Methoden  von  Nr.  17  ohne  Gruppen- 
bildung aus  dem  Gesamtgewinn  berechnet.  Der  Gesamtwert  dieser 
Anteile  bildet  die  am  Ende  der  Periode  fällige  Dividende  ^*^). 

IT.  Theorie  des  Risikos. 

19.  Problemstellang.  Die  Rechnungen  des  Abschnittes  U  he- 
ruhen  auf  der  Unterstellung  (Prinzip  U  der  Nr.  3),  dass  bei  irgend 
einem  Versicherungsbestande  die  künftige  Gruppierung  der  Todesfälle, 
die  thatsächlich  stattfindet,  sich  mit  derjenigen  deckt,  die  nach  der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung,  d.  h.  auf  Grund  der  Axiome  der  Nr.  2, 
zum  Zeitpunkte  der  Berechnung  zu  erwarten  ist.  Der  Abschnitt  III 
konstatiert  nachträglich  gewisse  Abweichungen  zwischen  dem  wirk- 
lichen und  dem  wahrscheinlichen  Zustand.  Diese  fallen  aber  norma- 
liter  immer  zum  Vorteile  der  Bank  aus  (vgl.  die  numerischen  An- 
gaben über  den  Gewinn  in  Nr.  17),  wofür  die  Ursache  in  den  Rech- 
nungsgrundlagen (Fussn.  2  und  60),  den  Zuschlägen  (Nr.  14)  und  der 


1 


14d)  Die  Formebi  giebt  JE,  Mc  Clintock,  Am.  act.  soc.  1  (1889/90),  p.  137. 
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Nettomethode  (Nr.  16)  zu  suchen  ist  Die  Praxis  führt  mithin  ab- 
sichtlich „systematische  FeiJbler''  ein,  die  im  Sinne  der  Sicherheit  zu 
wirken  bestimmt  sind.  Die  Theorie  des  Risikos^**)  abstrahiert  zu- 
nächst von  diesen  systematischen  Fehlem  und  setzt  Rechnungs- 
grundlagen voraus,  die  im  Durchschnitt  der  Wirklichkeit  ent- 
sprechen. Sie  bleibt  aber  nicht  bei  der  ersten  Annäherung  stehen, 
die  durch  das  Prinzip  11  der  Nr.  3  gegeben  wird,  sondern  fragt, 
wie  die  ssufaüigen  Schwankungen  der  Sterblichkeit  die  finanzielle 
Lage  eines  Versicherungsbestandes  beeinflussen  (Nr.  3,  4)).  Dabei 
lehrt  die  Erfahrung,  dass  unter  den  normalen  Verhältnissen  der 
Lebensversicherung  die  beobachteten  Sterblichkeitsschwankungen  in 
ausreichender  Annäherung  mit  denjenigen  übereinstimmen,  die  nach 
den  Axiomen  der  Nr.  2  zu  erwarten  sind,  dass  sie  also  in  der  That 
vom  Mathematiker  als  ;,zufällige''  Schwankungen  bezeichnet  werden 
dürfen  i*ö).  Li  Nr.  20—22  findet  man  die  BegriflFsbildungen  und  Sätze 
zusammengestellt,  zu  denen  die  Theorie  des  Risikos  bisher  geführt 
hat.  Die  Nr.  23  behandelt  die  Frage  nach  der  Stdbüität  eines  Ver- 
sicherungsuntemehmens,  die  wohl  als  das  Fundamentalproblem  der 
ganzen  Theorie  bezeichnet  werden  darf.  Dabei  werden  diejenigen 
Anwendungen  auf  spezielle  Probleme  der  Praxis  gebracht,  welche  die 
Theoretiker  von  der  Lehre  vom  Risiko  bisher  gemacht  haben.  Prak- 
tische Verwertung  hat  die  Theorie  des  Risikos  bisher  nicht  gefunden; 
in  der  That  ist  sie  bis  jetzt  weder  zu  einem  gewissen  Abschluss  ge- 
bracht, noch  bis  zu  derjenigen  Einfachheit  durchgearbeitet  worden, 
welche  das  erste  Erfordernis  für  ihre  Verwendbarkeit  in  der  Praxis 
bilden  würde. 


144)  Zur  Einfohrong  in  die  Theorie  des  Risikos  sind  zu  empfehlen  die 
anter  Litt.-Verz.  VI  angefahrte  Monographie  von  C.  Bremiker  (1869)  und  ein 
Aufsatz  von  JP.  Hauadorff,  Leipz.  Ber.  1897,  p.  497.  Ausführlichere  Darstellungen 
geben  Th.  Wittstein,  Das  mathematische  Risiko  und  die  Dissertation  yon  J.  H. 
Puk  (Litt.-Verz.  VI).  Jene  ist  jedoch  nicht  immer  zuverlässig,  diese  ausser- 
ordentlich kompliziert.  Eine  historische  Übersicht  giebt  die  Monographie  von 
K.  Wagner  (Litt.-Verz.  VI) ;  Referent  stimmt  zwar  mit  den  in  diesem  Werke 
ausgesprochenen  Urteilen  selten  überein,  um  so  wertvoller  ist  ihm  /las  reich- 
haltige Litteraturverzeichnis  gewesen,  auf  das  auch  der  Leser  wegen  weiterer 
deutscher  Litteratur  verwiesen  sei.     Vgl.  noch  I D  1,  Nr.  18. 

146)  J.  H.  Peek  in  der  Zeitschrift  für  Versicherungsrecht  und  -Wissen- 
schaft 6  (1899),  p.  169 ff.;  G.  BoMmann  in  F.  Klein  und  E.  Biecke,  Über 
angewandte  Mathematik  und  Physik,  Leipzig  und  Berlin  1900,  p.  137  ff. ; 
E.  Blaschke,  Die  Anwendbarkeit  der  Wahrscheinlichkeitslehre  im  Versicherungs- 
wesen, Statistische  Monatsschrift,  1901.  Wesentlich  ist  hier  überall,  dass  die 
Grundzahlen  relativ  klein,  sind.    VgL  ID4a,  Nr.  6. 
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20.  Definitionen.    Gegeben  sei  ein  Yersicherungsbestand  F  einer 
LebensversicherongsgesellBchaft  zu   einem .  bestimmten   Zeitpunkte   i, 
etwa  am  Schlüsse   eines  Geschäftsjahres.    Die  Bechnungsgrondlagen 
mögen  dem  wahrscheinlichen  Zustande  der  Wirklichkeit  entsprechen, 
von  den  Auszahlungen  und  Einzahlungen  mögen  Yorläufig  nur  die  Netto- 
werte berücksichtigt  und  unter  Prämienreserve  die  mathematische  Netto- 
pramienreserve  verstanden  werden  (Nr.  7,  11).    Hält  ein  Versicherter, 
der  dem  fixierten  Yersicherungsbestande  angehört,  mehrere  Policen, 
so  stellen  wir  uns  vor  —  was  oflTenbar  zulässig  ist  — ,  dass  diese  zu 
einer  einzigen  Versicherung  vereinigt   werden.     Ist  jemand  auch  an 
Versicherungen  auf  verbundene  Leben   beteiUgt,  so   denken  wir  uns 
alle   Versicherungen,   an   denen   er  beteiligt  ist,   ebenfalls  zu   einer 
einzigen  zusammengezogen.     Alsdann   können   irgend   zwei  der  Ver- 
sicherungen des  Bestandes  F  von  einander  unabhängig  genannt  wer- 
den,   insofern   ja    die    Sterbenswahrscheinlichkeiten   je    zweier    Ver- 
sicherter   nach    Axiom    V    (Nr.  2)    als    von    einander    unabhängig 
vorausgesetzt  werden.     Endlich  werde  wie  früher  so  auch  jetzt  an- 
genommen, dass  durch  den  Tod  fallig  werdende  Kapitalien  erst  am 
Ende  des  Sterbejahres  ausgezahlt  werden.    Man  sBgt  nun,  es  werde 
eine  bestimmte  Gruppienmg  der  künftigen  Todesfälle  festgelegt,  wenn 
für  jeden  Versicherten  ein  bestinmites  Versicherungsjahr  vorgeschrieben 
wird,  in  dem  er  sterben  solL    Die  Anzahl  ft  aller  logisch  denkbaren 
Gruppierungen  von  Todesfällen  ist  alsdann  eine  endliche.    Diese  können 
daher  nach  irgend  einem  Prinzip  in  eine  Reihe  geordnet  und  numeriert 
werden.     Dabei   muss  auf  eine  erschöpfende  Aufzählung  und  lauter 
sich   ausschliessende   Einzelfälle   geachtet  werden.     Die  Wahrschein- 
lichkeit q„,  die  der  »*®°  dieser  Gruppierungen  zukommt,  ist  durch  die 
Axiome  der  Nr.  2  bestimmt.    Man  betrachte  nun  irgend  eine  Periode 
(^j,  ^j),  die  zum  Zeitpunkte  ^  >  <  beginnt  und  mit  einem  Zeitpunkte 
^  >  ^    abläuft.     Man   versteht   dann   unter   den   Ausgaben  %   dieser 
Periode  die  Auszahluugen  an  Versicherungssummen,  die  in  ihr  fällig 
werden,  uod  die  Prämienreserven,  die  zu  Ende  des  Zeitraumes  noch 
zurückzustellen  sind.    Dagegen  werden  die  Einnahmen  @  der  Periode 
von  den  Einnahmen  an  Nettoprämien  und  den  zu  Anfang  der  Periode 
vorhandenen   Pramienreserven   gebildet.     Die   Werte   dieser   Grössen 
sind  dabei  auf  den  Zeitpunkt  t  der  Berechnung  zurückzudiskontieren^**). 
Im  Besonderen  entspricht  einer  gegebenen  Gruppierung  n  der  Todes- 
falle ein  bestimmter  Wert  SC,  der  Ausgaben  ?[  und  ein  bestimmter 
Wert  (S»  der  Einnahmen  (S  in  dieser  Periode.    Man  spricht  nun  von 


•^ 


146)  Vgl.  Nr.  7  nnd  FoBsnote  61  dieses  Artikels. 


20.  Definitionen.  905 

einem  Risiko^  das  der  zur  Zeit  t  vorhandene  Versicherungsbestand  F 
ftbr  eine  gegebene  Periode  (f^,  i^)  lauft,  und  unterscheidet: 

1)  den  Gewinn  des  Bestandes  SC,  —  ®» ^*'),  der  einer  vor- 
geschriebenen Gruppierung  n  der  TodesfäUe  entspricht.  Er  kann  positiv 
oder  negativ  sein; 

2)  die  beiden  eodremen  RisikeUy  nämlich  das  Maximum  von 
%n  —  @n  als  das  maximale  BisiJco  der  Gesellschaft  gegenüber  dem  Ver- 
sicherungsbestande  F  und  das  Maximum  von  (S»  —  %n  als  das  maxi- 
male Risiko  von  F  gegenüber  der  CreseUschaft^  ] 

3)  die  beiden  durchschnitÜichen  RisiJcen^^^),  nämlich  das  durch- 
schniäUche  Risiko  der  Gesellschaft  gegenüber  F: 


und  das  durchschnitttiche  Risiko  von  F  gegenüber  der  Gesellschaft: 

®"=Sq-(®.-««); 


4)  das  mittlere  Risiko  Wt  des  Versicherungsbestandes  F  för  die 
Periode  (t^y  i^),  das  durch  die  Gleichung: 

aÄ«  =  ^q.(a.-®,)* 

0 

definiert  wird^^). 


147)  Manche  Autoren  fähren  hier  den  Begriff  einer  wahren  Prämien- 
reserve ein.    So  J.  H.  Peek  (Dies.  p.  77). 

148)  Der  Sache  nach  findet  sich  der  Begriff  der  extremen  Bisiken  bei 
.AT.  Tetens,  Einleitnng  zur  Berechnung  der  Leibrenten,  Teil  2,  Leipzig  1786.  Auf 
p.  142  und  148  a.  a.  0.  fragt  nämlich  Tetens  nach  dem  grössten  denkbaren  (rewinn 
oder  Verlast,  den  der  Versicherte  bei  einer  Leibrente,  die  er  gegen  einmalige 
Prämie  gekauft  hat,  erleiden  kann.  Das  dort  auf  p.  162  eingefClhrte  „grösste 
Bisiko^^  ist  aber  etwas  anderes.  Die  Tetens'sche  Darstellung  klebt  jedoch  durch- 
weg an  der  Fiktion,  dass  die  Werte  der  Auszahlungen  ganze  Zahlen  sind.  Nach 
Tetens  ist  der  Begriff  der  maximalen  Bisiken  ganz  in  Vergessenheit  geraten. 
Er  hängt  aber  eng  zusammen  mit  der  in  Nr.  14  eingeführten  Maximalprämie. 

149)  N.  Tetens  berechnet  a.  a.  0.  p.  143,  144  den  durchschnittlichen  Ge- 
winn und  den  durchschnittlichen  Verlust,  den  der  Versicherte  bei  einer  gegen 
einmalige  Prämie  gekauften  Leibrente  zu  erwarten  hat.  Er  legt  dabei  wieder 
die  in  Fussnote  148  erwähnte  Fiktion  zu  Grunde.  Die  korrekte  Definition  -geht 
auf  M.  Kanner  zurück  (a.  a.  0.  und  Berl.  Journal  Kolleg.  Lebensv.  2  (1871),  p.  1). 

160)  Das  mittlere  Bisiko  ist  von  C,  Bremiker  (Litt.-Verz.  VI)  1869  in  die 
Lebensversicherung  eingeführt.  Seine  Arbeit  ist  jedoch  nicht  yerstanden,  viel- 
mehr bis  in  die  jüngste  Zeit  die  selbständige  Bedeutung  des  mittleren  Risikos 
in  der  Lebensversicherung  verkannt  worden.    Eine  Ausnahme  in  letzterer  Hin- 


"^ 
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Unter  diese  Definitionen  subsnniieren  sich  alle  bisher  betrach- 
teten RisikobegrifPe  als  spezielle  Fälle:  Man  lässt  den  Yersicherongs- 
bestand  F  auf  eine  einzige  Versicherung  zusammenschrumpfen  und 
erhält  das  Risiko  einer  eineeinen  Versicherung  für  die  fixierte  Periode. 
Identifiziert  man  dabei  t  rmd  t,  mit  dem  Beginn  der  Versicherung, 
^  mit  ihrem  Schlusstermin  (wozu  es  genügt  ^  =  oo  zu  setzen) ,  so 
entsteht  das  Risiko  der  Versicherung  schlechthin  ^^^).  Wählt  man  da- 
g^en,  während  ^^  ==  oo  bleibt,  ^  =  /!^  =  m,  wo  m  die  Zahl  der  Jahre 
bedeutet,  die  die  Versicherung  schon  gelaufen  ist,  so  erhält  man  das 
fernere  Risiko  der  noch  laufenden  Versicherung  ^^^).  Auf  der  anderen 
Seite  kann  man  den  Versicherungsbestand  F  allgemein  gegeben  sein 
lassen,  die  Periode  (^,  ^)  aber  spezialisieren.  Im  Besonderen  liefert 
die  Wahl  ^i  =  ^,  ^  =  ^  +  1  das  Risiko  eines  Versichenmgsbestandes 
für  das  nächste  Geschäftsjahr  *^').  Natürlich  sind  in  allen  diesen  Fällen 
wieder  die  verschiedenen  unter  1)  bis  4)  aufgeführten  Begriffe  zu 
unterscheiden,  unter  denen  jedoch  nur  das  durchschnittliche  und  das 
mittlere  Risiko  in  der  Litteratur  eine  Rolle  spielen. 

Bezeichnet  femer  Ä  den  wahrscheinlichen  Wert  der  in  der  Periode 
von  F  zu  erwartenden  Prämieneinnahmen,  so  heisst 

das  relative  Risiko  Ton  F  in  der  Periode  (genauer  das  relative  mittlere 
Risiko),  während  Wt  im  Oegensatz  dazu  das  absolute  (genauer  das 
absolute  mittlere)  Risiko  genannt  wird^").  Wenn  im  folgenden  von 
Risiko  ohne  besonderen  Zusatz  geredet  wird,  ist  immer  das  absolute 
Risiko  gemeint. 

21.  Das  mittlere  Bisiko.  Sei  9)t  das  mittlere  Risiko,  das  irgend 
ein  Versicherungsbestand  F,  der  zur  Zeit  t  vorhanden   ist,   in  einer 

sieht  bildet  die  in  Fussn.  144  citierte  Arbeit  von  Hausdorff,  der  auch  die  unter- 
scheidende  Benennung  ^^durchschnittliches*^  und  „mittleres**  Risiko  entnommen  ist, 
und  der  Aufsatz  von  Crram  (Fussn.  169). 

161)  Dieses  wurde  von  Tetena  (1786)  eingeführt  und  von  Bremiker  (1869) 
zuerst  für  einzelne  Fälle  berechnet.    Vgl.  Fussn.  169. 

162)  Seine  Einführung  verdankt  man  der  Monographie  von  Th.  Wiüstein, 
Das  math.  Risiko  (1886)  [Litt.  -Verz.  VI] ,  p.  80. 

168)  M.  Kcmner,  Deutsche  Versicherungfszeitung  1867,  p.  346.  Die  im 
selben  Jahre  erschienene  Mathematische  Statistik  von  Th.  Wütstein  (Litt. -Verz.  VI) 
gelangt  zur  Definition  dieses  Risikos  nur  für  den  Fall  der  natürlichen  Prämien- 
zahlung (Nr.  10  dieses  Berichtes). 

164)  Das  relative  Risiko  einer  Versicherung,  berechnet  zum  Beginn  der 
Versicherung  für  die  ganze  Versicherungsdauer,  führt  Bremiker  (1869)  a.  a.  0. 
p.  89  ein.    Eine  andere  Definition  giebt  Ha/wdorff  a.  a.  0.  p.  610. 
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bestimmten  Periode  (t^,  ^)  läuft.  Sei  i  die  i^  der  imabhängigen 
Einzelversicherungen,  in  die  der  Bestand  nach  Nr.  19  zerlegt  werden 
kann,  5,  ihre  Versicherungssumme,  SK,  ihr  auf  die  Versicherungs- 
simime  1  bezogenes  mittleres  Risiko,  das  den  Zeitpunkten  t,  t^,  t^ 
entspricht.     Alsdann  ist: 

(13)  m^=^<m^'Si\ 

wo  die  Summe  über  alle  Einzelversicherungen  zu  erstrecken  ist^*^). 
Im  Besonderen  ergiebt  sich  als  mittleres  Risiko  eines  Bestandes  von 
Todesfallversicherungen  flir  das  nächste  Oeschäftsjahr: 


^'=2'misrv^ 


wo  bei  der  Summation  die  gemischten  Versicherungen  auszuschliessen 
sind,  die  nur  noch  ein  Jahr  oder  weniger  bis  zu  ihrem  Schlusstermin 
zu  laufen  haben,  q^  bedeutet  die  Sterbenswahrscheinlichkeit,  p^  die 
Überlebenswahrscheinlichkeit,  5/  das  reduzierte  Kapital,  die  dem  Ver- 
sicherten (i)  zur  Zeit  t  für  das  nächste  Geschäftsjahr  zukommen  ^'^•). 

Zwei  Versicherungen  heissen  gleichartig,  wenn  sie  zur  gleichen 
Zeit  bei  dem  gleichen  Eintrittsalter  auf  die  gleiche  Versicherungs- 
summe und  unter  den  gleichen  Versicherungsbedingungen  abgeschlossen 
werden.  Aus  Formel  (13)  folgt,  dass  allgemein  das  mittlere  Risiko 
5K  eines  Bestandes  von  gleichartigen  Versicherungen  der  Quadrat- 
wurzel aus  der  Anzahl  L  der  unabhängigen  Versicherungen  propor- 
tional ist^^'').  Das  absolute  Risiko  konvergiert  daher  mit  wachsen- 
dem L  gegen  Unendlich,  das  relative  gegen  NulL  Sind  die  Versiche- 
rungssummen verschieden,  aber  die  Versicherungen  sonst  gleichartig. 


156)  Diese  Gleiclimig  folgt  unmittelbar  aus  dem  allgemeinen  Satze  von 
C.  F.  Gau88^  Artikel  18  der  Theoria  combinationis  observationum  erroribus  mi- 
nimis  obnoxiae,  pars  prior,  Göttingen  1821;  s.  Gauss'  Werke  4,  zweiter  Ab- 
druck 1880,  p.  19.  Dass  es  sich  hier  um  Summen  statt  um  Integrale  handelt, 
ist  ein  unwesentlicher  unterschied.  Die  Anwendbarkeit  des  Satzes  auf  einen 
Yersicherungsbestand  scheint  zuerst  C.  Raedell,  Vollständige  Anweisung,  die 
Lebensfähigkeit  von  Versicherungsanstalten  zu  untersuchen,  Berlin  1857,  p.  227, 
ausgesprochen  zu  haben. 

156)  K  Hattendorff,  Bundschau  der  Versicherungen  18  (1868),  p.  150,  171. 

157)  Im  Grunde  genommen  kommt  dieser  Satz  auf  das  Theorem  der  ab- 
strakten Wahrscheinlichkeitsrechnung  hinaus,  nach  welchem  die  mittlere  Ab- 
weichung der  Quadratwurzel  aus  der  Zahl  der  Versuche  proportional  ist  —  ein 
Resultat,  das  bereits  S.  Laplace  geläufig  war  (Theorie  analjtique  des  probabi- 
lit^s,  Paris  1812,  Livre  II,  Chapitre  IQ  et  IV).  Seine  Anwendung  auf  das  Ver- 
sicherungswesen giebt  zuerst  C  BaedeU,  a.  a.  0.  p.  228. 
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80  wird  bei  gegebener  Oesamthohe  der  versicherten  Summen  das 
mittlere  Risiko  Wt  des  Bestandes  ein  Minimum ,  wenn  alle  Versiche- 
rungssummen einander  gleich  sind^. 

Die  Formel  (13)  fährt  die  Berechnung  des  mittleren  Risikos 
eines  Bestandes  auf  die  des  mittleren  Risikos  einer  einzelnen  Ver- 
sicherung zurück.  Für  dieses  ergeben  sich  aber  unmittelbar  aus  der 
Definition  f&r  alle  Versichemngsarten  der  Praxis^  mögen  sie  sich  auf 
einzelne  oder  verbundene  Leben  beziehen^  einfache  Formeln,  deren 
numerische  Auswertung  durch  Einführung  gewisser  diskontierter  Hül&- 
zahlen  leicht  möglich  isi  Ist  z.  B.  fDlm{(^)  das  mittlere  fernere 
Risiko  der  temporaren ,  jährlich  zahlbaren  Leibrente  1,  9Km(^)  das 
der  entsprechenden  gemischten  Versicherung  mit  einmaliger  Prämie, 
fDlm{Px)  das  derselben  Versicherung  mit  während  der  Versicherungs- 
dauer gleichbleibender  Jahrespramie,  so  bestehen  die  Relationen: 


(14)  (l-t;)SR«(a.)-.SR«(iL)-S«„(P.)-(l-4.)=-V^^;„-4+„ 

aus  denen  sich  ein&ohe  begriffliche  Folgerungen  herauslesen  lassen. 
Dabei  bedeutet  ^^\^  das,  was  aus  Ag+m  wird,  wenn  man  v  durch 
v^  ersetzt^*).  Für  die  Textbookgrundlagen  3Vj%  i^'  ^B.  bei  der 
lebenslänglichen  Todesfisdlversicherung  3JIq(ä^)  «=  0,20. 

Teilt  man  endlich  das  oben  betrachtete  mittlere  Risiko  SR  des 


168)  Dank  dem  in  Nr.  14  konstatierten  Zusammenhange  zwiscben  mitt- 
lerem Bisiko  und  moralischer  Prämie  darf  man  sagen,  dass  Daniel  BemouUCB 
Beispiel  ans  der  Seeversicherong  (Specimen  theoriae  novae  de  mensura  sortis, 
St.  Petersburg  1788,  deutsch  von  Ä.  Pringaheim^  Leipzig  1896,  p.  44)  den  hieraus 
fliessenden  Grundsatz  von  der  „Verteilung  der  Gefahr**  enthält.  Übrigens 
findet  man  den  Satz  für  den  Fall  eines  Geschäftsjahres  und  natürliche  Prämien- 
zahlung bei  C.  Lanä/ri,  Math,  techn.  Kap.,  p.  383. 

169)  Für  m  »  0  hat  die  fraglichen  Formeln  C.  Bremtker  aufstellt  und 
bewiesen  (a.  a.  0.  p.  89).  Für  m  »  0  giebt  zwar  Th.  Wittstein  die  rich- 
tigen Relationen  zwischen  den  drei  Risiken  an  (das  math.  Risiko,  a.  a.  0.  p.  77, 
79,  89)  sowie  die  Beziehungen,  die  zwischen  den  ^Btm  und  Wlo  bestehen  (a.  a.  O. 
p.  87).  Die  independente  Darstellung  der  ^m ,  die  nun  aus  Bremiker'B  Formeln 
folgt,  ist  jedoch  fehlerhaft  (a.  a.  0.  p.  71  und  77),  weil  er  zwar  die  Formel  (16) 
benutzt,  aber  unter  die  Einnahmen  und  Ausgaben  in  Unbekanntschaft  mit 
Kanner*B  und  HattendorffB  Arbeiten  (vgl.  die  Fussnoten  61, 81, 160)  die  Reserven 
nicht  einbezieht.  Eine  einwandsfreie  DarsteUung  giebt  Hausdorff,  a.  a.  0.  p.  686 
—640.  Numerische  Tabellen  fOr  die  zur  numerischen  Rechnung  erforderlichen 
diskontierten  Hülfszahlen  findet  man  für  niederländisches  Material  in  der  Disser- 
tation Ton  Onnen  (Liti-Verz.  TI),  p.  106  ff.  und  am  Schluss  der  P^db'schen 
Dissertation  (Liti-Verz.  VI).  Unter  Benutzung  von  kontinuierlichen  Variabelen 
bestimmt  das  mittlere  Bisiko  J,  P.  Oram^  Tidsskiift  for  Mathematik  og  Phjsik, 
6^  Raekke,  6^  Aargang  (1889),  p.  97. 
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zur  Zeit  t  yorhandenen  Versicherungsbestandes  F  für  die  Zeit  (t^y  ^) 
in  ein  solches  ^^  fOr  die  Zeit  (t^^,  ^)  und  ein  solches  ÜJl,,  für  die 
Zeit  (^,  i^\  wo  ^1  <  ^  <  ^  ist;  so  gilt  auch  jetzt  wieder  der  Satz,  von 
der  Addition  der  Quadrate  ^^): 

(15)  a»«  =  a»j3  +  3KJ, . 

Hierdurch  reduziert  sich  aber  die  Bestimmung  des  ferneren  mittleren 
Risikos  irgend  einer  Versicherung  und  daher  auch  die  des  ferneren 
mittleren  Risikos  irgend  eines  Versicherungsbestandes  auf  die  Be- 
rechnung des  mittleren  Risikos  einer  einzigen  Versichenmg  für  ein 
einzelnes  Jahr. 

22.  Das  darohsohnittliolie  Bisiko.  Aus  dem  Prinzip  der  Gleich- 
heit von  Leistung  und  Gegenleistung  folgt*;  dass  für  irgend  einen 
Versicherungsbestand  F  und  iigend  eine  Periode  das  durchschnittliche 
Risiko  S)'  der  Gesellschaft  gegenüber  F  gleich  dem  durchschnittlichen 
Risiko  S)"  von  F  gegenüber  der  Gesellschaft  ist^*^).  Sein  gemeinsamer 
Wert  heisst  daher  schlechthin  das  durchschnittliche  Risiko  des  Ver- 
sicherungsbestandes F  für  die  betreffende  Periode.  Bezeichnet  man 
ihn  durch  3);  so  ist  also: 

Das  durchschnittliche  Risiko  einer  einzelnen  Versicherung  berechnet 
sich  sehr  einfach  für  diejenigen  Versicherungsarten;  auf  welche  sich 
die  Formel  (14)  bezieht.  Sei  allgemein  eine  Versicherung  gegeben; 
die  bereits  m  Jahre  läuft  und  bei  welcher  die  Differenz  %» —  (S» 
durch  einen  in  n  stetigen  Ausdruck  gegeben  wird;  der  mit  wachsen- 
dem n  bestandig  wächst  oder  beständig  abninmit;  alsdann  heisst  die 
positive  reelle  Wurzel  x,  welche  der  Gleichung  Sl»  —  @^  =  0  genügt, 
die  kritische  ZaM  der  noch  laufenden  Versicherung  ^®*).    Diese  kritische 


160)  Die  AafBndang  des  in  Formel  (16)  ausgesprochenen  Gesetzes  der 
quadratischen  Zusammensetzung  hat  man  K.  Hattendorff  zu  danken,  Rundschau 
d.  Versich.  18  (1868),  p.  172,  Formel  (9).  Trotz  seiner  Wichtigkeit  ist  es  später 
mehrfach  wieder  vergessen  worden,  sodass  Wittstein  den  in  Fussn.  169  angeführten 
Fehler  machen  konnte.  Fast  alle  Schriftsteller  der  Yersicherungslitteratur  be- 
haupten übrigens,  dass,  wer  die  Formeln  (13)  oder  (16)  benutzt,  die  „Methode 
der  kleinsten  Quadrate*^  anwendet.  Beferent  ist  der  Meinung,  dass  man  mit 
demselben  Rechte  behaupten  kann,  die  Hypotenuse  eines  rechtwinkligen  Drei- 
ecks werde  aus  den  Katheten  nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  be- 
rechnet.   Vgl.  jedoch  Bremiker,  a.  a.  0.  p.  18 — 16. 

161)  Dieser  Satz  ist  in  voller  Allgemeinheit  von  M.  Kanner  ausgesprochen, 
Deutsche  Vers.-Zeitung  8  (1867),  p.  878. 

162)  Der  Begriff  der  kritischen  Zahl  wurde  ohne  eine  Benennung  in  spe- 
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Zahl  hat  bei  den  drei  Versicherungen  der  Formel  (14)  den  nämlichen 
Wert^®^)  und  es  übertragen  sich  die  für  das  mittlere  Risiko  äßm 
zwischen  ihnen  bestehenden  Relationen  auch  auf  das  fernere  durch- 
schnittliche Risiko  ^m  derselben  Versicherungen^^): 

(16)  (1  -  t;)  5E)^  (a.)  =  3)«(J.)  =  S)^(P.)  •  (1  -  A^), 

Andrerseits  berechnet  sich  3)m(^«)  mühelos,  weil  man  die  kritische 
Zahl   X   dieser   Versicherung   aus   der   Gleichung  v'  =  Ax^m  findet. 
Die  numerische  Berechnung  der  durchschnittlichen  Risiken  dieser  drei 
Versicherungen  bietet  also  keine  Schwierigkeiten^**). 
Das  durchschnittliche  Risiko  einer  Vei*sicherung: 

kann  als  die  einmalige  Prämie  betrachtet  wcacden,  für  die  die  Gesell- 
schafk  sich  gegen  einen  durch  die  betre£Eende  Versidterong  möglichen 
Verlust  bei  einer  zweiten  Gesellschafk  rückversichert.  Diese  k&nn  sich 
wieder  bei  einer  dritten  Gesellschaft  fär  die  einmalige  Prämie: 

S)(i)=2'q«(?U-ffi«-S)) 

rückversichern.  Denkt  man  sich  dies  Verfahren  unbegrenzt  fort- 
gesetzt^ so  entsteht  eine  unendliche  Reihe  von  lauter  positiven,  be- 
ständig abnehmenden  Gliedern: 

S),  S)W,  S)(«),  . . . 

die   immer   konvergiert    und   deren   Summe   gleich    dem   maximalen 


■> 


ziellen  F&Uen  von  C.  Bremxker  eingefOhrt,  Das  Risiko  (1859),  p.  12.  Der  Name 
,,kriti8che  Zahl^^  stammt  vom  Referenten,  Landre  sagt  dafür  ^^mathematische 
Dauer  der  Versicherung*^,  Math,  techn.  Kap.,  p.  328.  Natürlich  überträgt  sich 
der  Begriff  auch  auf  einen  ganzen  Versicherungsbestand. 

163)  Th.  Wittgtein,  Das  mathematische  Risiko  (1885),  benutzt  diesen  Satz 
stillschweigend  bei  Herleitung  der  Relationen  (16).  M,  Mach  beweist  ihn, 
Ehrenzweig  12,  Teil  2,  p.  11.  Die  im  Texte  gegebene  Formulierung  ist  für  die 
gemischte  Versicherung  mit  einmaliger  und  der  mit  jährlich  gleichbleibender, 
bis  zum  Ablauf  der  Versicherung  zahlbarer  Jahresprämie  von  C.  Landre  gegeben 
worden,  Math,  techn.  Kap.,  p.  32^. 

164)  Th.  WiUstein  giebt  diese  Relationen  für  den  Fall  von  lebenslänglichen 
Versicherungen,  a.  a.  0.  p.  28,  30,  82.  M.  Mach  überträgt  sie  a.  a.  0.  p.  9  ff. 
auf  temporäre  Leibrenten  und  gemischte  Versicherungen.  In  dieser  Arbeit  findet 
man  auch  weitere  Beispiele,  u.  a.  auch  verbundene  Leben  behandelt. 

165)  Das  Gegenteil  ist  seit  Th.  Wittstein  (a.  a.  0.  p.  24)  vielfach  be- 
hauptet worden,  weil  die  kritische  Zahl  wieder  in  Vergessenheit  geraten  ist. 
Die  Gleichung  v*  »s  Ä^t^  findet  man  aber  für  m  ss  o  bei  Landri  wieder, 
a.  a.  0.  p.  828. 
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Risiko  ist;  das  die  erste  Gesellschaft  bei  der  ursprünglichen  Versiche- 
rung dem  Versicherten  gegenüber  läuft  ^®®).  Betrachtet  man  statt  der 
ganzen  Versicherung  nur  ein  einzelnes  Versicherungsjahr,  so  ist  bei 
einer  Todesfallversicherung  bis  auf  den  Diskontienmgsfaktor  v  das 
maximale  Risiko  die  Differenz  von  reduziertem  Kapital  und  Risiko- 
prämie^  das  durchschnittliche  aber  das  Produkt  aus  der  Risikoprämie 
und  der  Sterbenswahrscheinlichkeit  des  betreffenden  Jahres.  Hier- 
durch ist  der  Anschluss  an  die  Ausführungen  über  Rückversicherung 
in  Nr.  10  erreicht. 

Nach  dem  durchschnittlichen  Risiko  einer  Versicherung  werden 
von  Theoretikern  auch  die  Zuschläge  abgestuft^  für  die  andrerseits 
das  maximale  Risiko  der  Gesellschaft  gegenüber  dem  Versicherten 
eine  obere  Grenze  festlegt  (vgl.  Nr.  14). 

Die  Bestimmung  des  durchschnittlichen  Risikos  einer  Gruppe  von 
Versicherungen  ist  genau  nur  für  ganz  spezielle  Fälle  gelungen^*'). 
Man  bedient  sich  meist  asymptotischer  Näherungsformeln,  die  für 
eine  grosse  Anzahl  von  Versicherungen  gelten  und  auf  dem  Gomss- 
sehen  Fehlergesetz  basieren.  Sei  nämlich  L  die  Anzahl  der  Ver- 
sicherungen des  Bestandes^  9Jl  sein  auf  irgend  eine  Periode  bezogenes 
mittleres  Risiko  ^  S)  das  entsprechende  durchschnittliche  Risiko^ 
%n  —  ®ii  der  Überschuss  der  ^^usgaben^'  dieser  Periode  über  die 
^^innahmen^;  der  einer  bestimmten  Gruppierung  der  Todesfälle  ent- 
spricht.    Setzt  man  nun: 


^      0 


so  ist  die  Wahrscheinlichkeit  q>{x)  dafür,  dass  e  absolut  kleiner  als 
eine  vorgeschriebene  Zahl  x  bleibt^  durch  q>(x)  =  @{kx)  +  b  ge- 
geben, wo  6  eine  kleine  Grösse  ist.  Denkt  man  sich,  dass  die  An- 
zahl L  der  Versicherungen  unbegrenzt  wächst,  während  Tc  sich  nicht 
ändert  und  die  extremen  Risiken  jeder  Einzelversicherung  zwischen 


166)  Die  Auffassung  des  durchschnittlichen  Risikos  als  Rückversicherungs- 
prämie stammt  von  IT».  WiUstein,  Ehrenzweig  8  (1887),  Teil  2,  p.  3.  Dort  findet  sich 
auch  die  Idee  der  unbegrenzten  Fortsetzung  des  Verfahrens.  Der  Satz,  dass  die 
Reihe  ^  -|-  ^^^^  -|-  .  .  .  immer  konvergiert  und  das  maximale  Risiko  darstellt, 
ist  von  Th.  Wittstein  aber  nur  für  den  speziellen  Fall  ausgerechnet,  dass  nur  ein 
einziges  Ereignis  und  nur  ein  einziger  Preis  in  Frage  kommt,  a.  a.  0.  p.  6. 
Der  allgemeine  Satz  lässt  sich  sehr  elegant  ohne  Rechnung  beweisen. 

167)  So  ermittelt  K.  Hattendar/f,  Rundschau  d.  Versich.  18  (1868),  p.  487,  das 
durchschnittliche  Risiko  für  beliebig  viele  gleichartige  Todesfallversicherungen, 
die  gegen  natürliche  Prämie  auf  1  Jahr  abgeschlossen  sind. 
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festen  Grenzen  enthalten  bleiben,   so  konvergiert  nach   einem  Satze 
von  Tschebyscheff  a  gegen  Null^*®).    Daher  approximieren   die  Ver- 


168)  Es  handelt  sich  hier  nicht  um  einen  Speziaisatz  der  Versicherongs- 
mathematik,  sondern  um  ein  Fundamentaltheorem  der  Wahrscheinlichkeitsrech- 
nung, auf  das  bereits  in  Fussn.  14  hingewiesen  wurde  und  das  für  die  verschie- 
denen Anwendungsgebiete  wie  Glücksspiel,  numerisches  Rechnen,  Gastheorie 
grundlegende  Bedeutung  hat.  Indem  wir  wegen  vollständigerer  historischer  An- 
gaben auf  p.  66—84,  164—168,  193  des  in  Fussn.  14  citierten  Czüber'Bcheii 
Referates  verweisen,  bemerken  wir  hier  nur  das  Folgende.     . 

Die  ungenaue  Form  (p{x)  »  0(kx)  -f-  c  g^ebt  bereits  S.  Laplace  (Theorie 
analytique  des  probabilitäs  1812,  Livre  n,  Ghapitre  m,  lY),  er  approximiert 
sogar  8  durch  die  ersten  Glieder  einer  Reihenentwickelung.  Sein  Hülfsmittel 
bildet  die  erzeugende  FtmcHon  [I D  1,  Nr.  6;  I  £,  Nr.  4].  um  nachzuweisen,  dass  s 
mit  unbegrenzt  wachsendem  fi  gegen  Null  konvergiert,  bedient  sich  P.  Tsch^- 
scheff  und  nach  ihm  A.  Markoff  der  von  ihnen  gescha£Penen  thSorie  des  valewrs 
limites  des  iniigräles  (Lehrbuch  C.  Possi,  Sur  quelques  applications  des  fractions 
continues  algdbriques,  St.  Pätersbourg  1886),  die  als  eine  moderne  Erweiterung 
von  Laplace'B  Theorie  der  erzeugenden  Funktionen  aufgefasst  werden  darf.  Das 
Bindeglied  zwischen  beiden  Theorien  bildet  das  Problem  der  Momente, 

Ist  nämlich  f(x)  irgend  eine  reelle,  nicht  negative  Funktion  der  reellen 
Variabein  x,  die   integrierbar  ist  zwischen  —  oo  und  -f-cx>,   so  heissen  die 

OD 

Grössen  e^  =  j^fi^c)  äx,  wo  a  eine  positive  ganze  Zahl  ist,  die  Momente  dieser 

OD 

Funktion.     Unter  der  erzeugenden  Funktion  von  f{x)  versteht  man  den  Aus- 

oo 

druck  jE(ß)  =^je"f(x)dx.     Mit  den  Momenten  c^  ist  formal  die  erzeugende 

QO 

Funktion  gegeben  und  umgekehrt,  weil: 


00 


0 

Es  fragt  sich  nun  aber  —  und  dies  ist  das  Problem  der  Momente  —  inwieweit 
die  c^  auch  die  Funktion  f{x)  bestimmen.  Diese  Frage  ist  von  T.  J.  StieHjes 
(Toulouse,  Annales  de  la  facult^  8  (1894),  p.  98  ff.)  erledigt  [wegen  ihrer  physika- 
lischen Bedeutung  vgl.  H.  Poincari'a  Referat,  Par.  0.  R.  119  (1894),  p.  630].  Es  folgt 
daraus  im  Besonderen,  dass  das  zwischen  — x   und  -j-^  genommene  Integral 

einer  Funktion /(o;),  deren  sämtliche  Momente  mit  denen  von  — =c~"**^  über- 

y« 

einstimmen,  notwendig  mit  G{kx)  identisch  sein  muss,  ein  Resultat,  das  bereits 
aus  den  von  Tschebyscheff,  Acta  math.  12  (1889),  p.  322  gegebenen  Formeln  sich 
ergiebt. 

Die  thäorie  des  valeurs  limites  des  integrales  g^ebt  nun  nur  die  ersten  p 
Momente  Cq,  c^ ,  .  .  . ,  c  ^^  und  berechnet  aus  ihnen  zwei  rationale  Funktionen 
von  Xj  welche  eine  untere  und  eine  obere  Grenze  für  das  Integral  von  f(x) 
abgeben.  Die  fraglichen  Ungleichungen  wurden  zuerst  von  Tschebyscheff  ohne 
Beweis  angegeben  [J.  de  math.  (2)  19  (1874),  p.  157]  und  von  A,  Markoff  verall- 
gemeinert und  bewiesen  (Ä.  Markoff ^  Sur  quelques  applications  des  fractions  conti- 


% 
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Sicherungsmathematiker   das   durchschnittliche   Risiko   S)   eines  Ver- 
sicherungsbestandes  immer  durch  den  dem  Ga/uss^achen  Fehlergesetz 

entsprechenden  Ausdruck  -^  und  fuhren   so  seine  Berechnung  auf 


die  des  mittleren  zurück  ^*^). 

23.  Die  Stabilität  ^^^).  Aus  dem  Vorstehenden  folgt,  dass  eine 
Gesellschaft,  deren  Rechnungsgrundlagen  im  Durchschnitt  der  Wirk- 
lichkeit entsprechen,  sich  ruinieren  würde,  wenn  sie  zu  ihren  Netto- 


nues,  St.  Pdtersboorg  1884,  Math.  Ann.  24  (1884),  p.  172).  Speziell  entwickelt  Tache- 
hyscheff  [Acta  math.  12  (1889),  p.  322]  eine  Formel,  durch  welche  sich  die  Ab- 
weichung deBff{x)dx  von  0{kx)  abschätzen  lässt,  wenn  die  ersten  2p  Momente 
beider  Funktionen   übereinstimmen.     Der  im  Texte  angefahrte  Satz   verlangt 

aber  zu  beweisen,  dass  (p{x)  ^rf{x)dx  gegen  G{kx)  konvergiert,  wenn  man 

—  X 

k 
nur  weiss,  dass  die  Momente  von  f{x)  gegen  die  von  -— c~"****  in  der  aus  den 

Voraussetzungen  sich  ergebenden  Weise  konvergieren.  Diese  Behauptung  bildet 
den  Satz  von  Tschebyscheff  in  Acta  math.  14  (1891),  p.  307.  Der  Beweis  hier- 
fttr  wurde  von  Tschebyscheff  a.  a.  0.  angestrebt  und  von  A.  Markoff  durch- 
geführt [Petersburg,  Bull.  9  (1898),  p.  435].  Referent  ist  jedoch  der  Meinung, 
dass  diese  Betrachtungen  bei  der  Kompliziertheit  der  ganzen  Frage  noch  der 
Nachprüfung  bedürfen,  ob  sie  und  eventuell  unter  welchen  noch  einzuführenden 
Beschränkungen  sie  als  zwingend  gelten  dürfen.  Die  eigentliche  Aufgabe  der 
numerischen  Berechnung  von  F{x)  verlangt  jedenfalls,  für  das  i  explizite  Grenzen 
anzugeben,  aus  denen  sich  die  Güte  der  Annäherung  beurteilen  lässt.  Dieser 
Abschluss  ist  aber  bisher  nicht  erreicht  worden.  Einen  wesentlich  einfacheren 
Beweis  des  Tschebyscheff*schen  Satzes  kündigt  an  A.  Liapounoff,  Par.  C.  B.  132 
(1901),  p.  126;  Yerallgemeinerung  ebenda  p.  814. 

In  der  Yersicherungslitteratur  ist  der  fragliche  Satz  vielfach,  aber  immer 
nur  rein  formal  behandelt  worden,  ohne  dass  man  sich  um  irgend  welche  Eon- 
vergenzbetrachtungen  Sorge  gemacht  hat,  die  doch  die  einzige  und  sehr  ernst- 
liche Schwierigkeit  bilden.  Die  Theorie  des  Risikos  erleidet  hierdurch  keine 
Einbusse,  wenn  man  nur  mit  Bremiker,  Chram  und  Hausdorff  das  mittlere  und 
nicht,  wie  es  die  Yersicherungsmathematiker  seit  Ktmner  (1867)  fast  durchgängig 
thun,  das  durchschnittliche  Risiko  des  Yersicherungsbestandes   als  Basis  wählt. 

169)  Für  gleichartige  Todesfallversicherungen  mit  natürlicher  Prämie  be- 
dient sich  dieser  Approximation  Th.  Wittstein,  Math.  Statistik,  Hannover  1867, 
p.  18.   Allgemein  g^ebt  sie  K.  HaUendorffj  Bunds6hau  d.  Yersich.  18  (1868),  p.  150. 

170)  Einem  zusammenhängenden  Berichte  über  die  hierher  gehörigen  Unter- 
suchungen steht  die  grosse  Schwierigkeit  entgegen,  dass  diese  meist  sehr  lücken- 
haft und  sogar  die  Ansätze  nur  in  den  seltensten  Fällen  einwurfsfrei  sind. 
Gleichwohl  handelt  es  Sich  um  wichtige  Fragen  und  Arbeiten  mit  guten  Ideen. 
Referent  hat  sich  daher  bemüht,  von  diesen  nur  das  Wesentlichste  festzuhalten 
und  im  Übrigen  die  Darstellung  so  gewählt,  dass  sie  nach  seiner  eigenen  Auf- 
fossung  möglichst  einwandsfrei  ist.  « 

SaoyUop.  d.  math.  WUitiiioli,   I.  58 
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Prämien  keinen  Zuschlag  oder  nur  einen  solchen  erheben  würde,  der 
gerade  die  Unkosten  deckte;  denn  das  mittlere  Risiko  9R  wächst 
mit  der  Zahl  L  der  Versicherungen  unbegrenzt.  Thatsächlich  über- 
steigen die  Einnahmen  an  Zuschlägen  die  Unkosten.  Der  Teil  tfP 
der  Nettoprämie,  welcher  nach  Deckung  der  Unkosten  noch  übrig 
bleibt,  möge  der  SicJierheüsmschlag  genannt  und  für  tf  ein  durch- 
schnittlicher Prozentsatz  angenommen  werden,  der  den  thatsächlichen 
Erfahrungen  der  Gesellschaft  entspricht  ^^^). 

Wir  stellen  nun  dem  bisher  betrachteten  mittleren  Risiko  3JI  des 
Bestandes  F,  das  auf  die  Sicherheitszuschli^e  keine  Rücksicht  nahm 
und  das  daher  genauer  das  mittlere  Nettorisiko  von  F  heissen  möge, 
ein  mittleres  Bruttorisiko  9R'  gegenüber,  das  die  noch  zu  erwartenden 
Sicherheitszuschläge  berücksichtigt  ^^^).  Die  Ausgaben  9^  werden 
dabei  wie  früher  definiert,  die  Einnahmen  @;  bilden  aber  ausser  den 
in  Nr.  19  definierten  Nettoeinahmen  S»  die  noch  zu  erwartenden 
Einnahmen  an  Sicherheitszuschlägen.  Das  mitäere  Bruttorisiko  3Jt' 
ist  nun  einfach  die  mittlere  Abweichung  der  Differenz  %t  —  (£« 
von  ihrem  wahrscheinlichen  Werte.  Letzterer  ist  gleich  —  öA,  wo 
A  den  Wert  der  in  der  fixierten  Periode  noch  zu  erwartenden  Ein- 
nahmen an  Nettoprämien  bedeutet.  Der  Anfang  der  Periode  werde 
mit  dem  Zeitpunkte  der  Berechnung,  also  t  mit  ^  identifiziert.  Über 
den  Endpunkt  t^  der  Periode  werde  vorläufig  nichts  vorausgesetzt 
Zu  beachten  ist,  dass  die  Prämien  in  der  Regel  noch  eine  ganze 
Reihe  von  Jahren  zu  zahlen  sind.    Mit  einer  Wahrscheinlichkeit  q>{v), 

die  grosser  als  1 ^  (N^-  8)  und  für  grosse  L  approximativ  durch 

9  ( -7= )  gegeben  ist  (Nr.  3,  22),  kann  man  daher  behaupten,  dass  das 


171)  Hier  werden  in  der  Litteratur  zwei  verschiedene  Standpunkte  nicht 
immer  scharf  genng  getrennt.  Man  kann  einmal  fragen,  wie  gross  man  ff,  wenn 
es  willkürlich  ist,  w&hlen  musa,  um  eine  Stabilität  von  gegebener  Grösse  zu  er- 
zielen. Man  kann  andrerseits  den  Wert  von  a  gegeben  sein  lassen  und  fragen, 
wie  gross  die  Stabilität  bei  diesem  gegebenen  c  ausfällt.  Die  erstere  Frage- 
stellung entspricht  dem  Fall,  dass  man  Tarife  mit  nach  dem  Risiko  abgestuften 
Sicherheitszuschlägen  konstruieren  will.  Die  zweite  Fragestellung  entsteht, 
wenn  man  die  Stabilität  der  grossen  Gesellschaften,  die  man  als  Erfahrungs- 
thatsache  kennt,  von  der  Theorie  des  Risikos  aus  verstehen  lernen  will.  Es 
ist  dieses  letztere  Problem,  das  dem  Referenten  bei  den  Ausführungen  des 
Textes  vorgeschwebt  hat,  und  daher  ist  a  immer  tls  eine  fest  gegebene, 
empirisch  ermittelte  Grösse  gedacht. 

172)  Die  Litteratur  betrachtet  nur  das  Nettorisiko,  das  als  eine  Approxi- 
mation des  vom  Referenten  eingefShrten  Bruttorisikos  gelten  darf. 


% 
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für  die  künftigen  Auszahlungen  erforderliche  Deckungskapital  zwischen 
den  Grenzen  V—vW—6A  und  V -^-^vW  —  6Ä\  enthalten  ist, 
wo  V  die  Nettoreserve  des  Bestandes  F  zur  Zeit  t  bedeutet.  Der  in 
eckigen  Klammem  eingeschlossene  Ausdruck  werde  die  üisiTcoreserve 
von  r  für  die  Periode  {ty  t^)  genannt  und  durch: 

bezeichnet*'*).  Er  giebt  den  Sicherheitsfonds,  der  mit  der  Wahrschein- 
lichkeit q>(v)  gegen  die  zufälligen  Schwankungen  der  Sterblichkeit  in 
der  Periode  (tj  t^)  schützt*'*).  Er  misst  die  Stabilität  der  Gesellschaft: 
je  kleiner  SR'  wird,  um  so  grösser  ist  die  Stabilität*'^). 

Hat  man  eine  Reihe  von  L  gleichartigen  *'•)  Versicherungen,  jede 
auf  die  Versicherungssumme  s,  und  sind  2R/  und  A-  die  auf  die  Ver- 
sicherungssumme 1  bezogenen  Werte  von  9K'  und  Ä,  die  einer  in- 
dividuellen dieser  Versicherungen  entsprechen,  so  wird,  wenn  alle 
Ghrössen  ausser  L  konstant  bleiben: 

w=ivyL'mf—6LA;)'S 

fOr  hinreichend  grosse  L  negativ.  Für  die  grossen  Gesellschaften  der 
Praxis  ist  jedenfalls  die  Risikoreserve  für  das  nächste  Geschäftsjahr 
immer  negativ  und  hierin  liegt  die  Berechtigung  dafiir,  dass  sie  den 
Gewinn  des  verflossenen  Geschäftsjahres  als  Dividende  den  Versicherten 
zuweisen  oder  für  andere  Sicherheitsfonds  (z.  B.  Kriegsreserve)  ver- 
wenden dürfen  und  keine  besondere  Risikoreserve  zurückzustellen 
brauchen. 

Dies  gilt  fUr  Gesellschaften,  die  nach  der  Nettomethode  ihre 
Bilanz  aufstellen  (Nr.  16).  Wenn  dagegen  eine  Gesellschaft  „zillmert^^, 
80  erhöht  sich  die  Risikoreserve  um  denselben  Betrag,  um  den  sie 
die  Nettoreserve  „kürzt^^  Will  sie  also  trotzdem  keine  besondere 
Risikoreserve  zurückstellen,  so  darf  eine  gewisse  Grenze  der  Kürzimg 

178)  Die  Risikoreserve  wurde  begrifflich  und  dem  Namen  nach  von  Th.  Witt- 
stein  eingeführt,  Das  math.  Risiko  (1886),  p.  89.  Er  versteht  darunter  den  Über- 
tchnss  des  durchschnittlichen  ferneren  Nettorisikos  über  aÄ. 

174)  Die  älteren  Autoren,  so  namentlich  C,  Bo/edeU,  Yollständige  An- 
weisung, die  Lebensfähigkeit  von  Yersicherungsanstalten  zu  untersuchen,  BerUn 
1867,  p.  218  ff.,  sehen  in  der  Bestimmung  dieses  Sicherheitsfonds  die  Hauptauf- 
gabe der  Theorie  des  Risikos. 

176)  Man  kann  geradezu  —W  als  Mass  der  Stabilität  einführen. 

176)  Den  wirklichen  Verhältnissen  der  Praxis  gegenüber  bildet  die  An- 
nahme von  lauter  gleichartigen  Yersicherungen  natürlich  eine  reine  Fiktion. 
Gleichwohl  ist  diese  von  Wert,  weil  sich  bei  ihr  die  theoretischen  Beziehungen 
am  deutlichsten  erkennen  lassen  und  weil  ein  allgemeiner  Yersicherungsbestand 
durch  Einführung  passender  Mittelwerte  durch  einen  solchen  von  lauter  gleich- 
artigen Yersicherungen  approximiert  werden  kann. 
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nicht  überschritten  werden^  die  sich  aus  der  Bedingung  ergiebig  dass 
die  um  die  Kürzung  erhöhte  Bisikoreserve  verschwindet  ^^^. 

Nimmt  man  von  jetzt  an  wieder  an,  dass  die  Gesellschaft  die 
volle  Nettoreserve  in  die  Bilanz  einstellt^  so  ergiebt  bei  lauter  gleich- 
artigen Versicherungen  die  Bedingung  91'  =>  0  eine  Minifnahfähl  der 
Versicherten  Lq,  die  vorhanden  sein  muss^  damit  sie  keine  besondere 

Risikoreserve  zurückzustellen  braucht.    Nennt  man  m{  =  ^  das  rela- 

i 

üve  BruttorisiJco  einer  individuellen   Versicherung^   so   ist   dieses  in 

erster  Annäherung  gleich  dem  relativen  Nettorisiko  m^  =  -j-'  der- 
selben; das  in  Nr.  20  eingeführt  wurde  und  es  wird: 

io = (t  •  m/y 

die  fragliche  Minimalzahl.    Ist  L  ^L^y  so  ist  die  Risikoreserve  positiv 

und  ein  Maximum  ^  wenn  L  ^=  -^  Lq  ist.     Für  diesen  Wert  erreicht 

also  die  Stabilität  ein  Minimum  ^^^). 

Kommt  zu  dem  Versicherungsbestande  F  eine  neue  Versicherung 
hinzU;  für  die  alles  festgesetzt  ist  ausser  der  Versicherungssumme,  so 
ergiebt  Laurents  Bedingung;  dass  die  Risikoreserve  nicht  zunimmt  ^^'); 
ein  Maximum  der  Versidierungssumme  für  die  neu  hinzukommende 
Versicherung;  wenn  das  relative  Bruttorisiko  m'  von  dieser  grösser  als 

—  ist.     Befand  sich  der  Versicherungsbestand  F  in  dem  durch   die 

Gleichung   91'  =  0   charakterisierten   äussersten  zulässigen  Minimum 

der  Stabilität;  so  besagt  Laurents  Forderung,  dass  -j  oder  —  wenn 

man  in  erster  Annäherung  3R'  =  3R  setzt  —  dass  das  relative  Risiko 
m  nicht  zunimmt ^*^).  Unter  der  Fiktion;  dass  alle  Versicherungen 
von  F  gleichartig  sind  und  auch  die  neu  hinzukommende  Versiehe- 


^ 


177)  Den  Einfluss  der  ZtZ/m^r^schen  Methode  auf  die  Stabilität  hat  K.  HaUen- 
dorff  (Rundschau  d.  Versich.  18  (1868),  p.  34)  erörtert 

178)  Über  die  Minimakahl  der  Versicherten  macht  C  Landri  (Math,  techn. 
Eap.  p.  343)  einige  Bemerkungen. 

179)  Diese  Bedingung  stammt  von  H.  Laurent,  Par.  Journal  act.  fran9. 2 
(1873),  p.  79, 161;  derselbe,  Traitä  du  calcul  des  probabilit^s,  Paris  1873,  p.  247; 
derselbe,  Theorie  et  pratique  des  assurances  sur  la  vie,  Paris  1895,  p.  116. 
Eine  Dissertation  über  das  Maximum  der  Versicherungssumme  hat  H.  Onnen  ge- 
schrieben (Litt.-Verz.  VI).  Ein  zusammenfassendes  Referat  über  die  einschlägige 
Litteratur  giebt  C.  Landri,  Lond.  intern.  Eongr.  1899,  p.  110. 

180)  Die  Forderung,  dass  das  relative  Risiko  nicht  zunimmt,  stellt  ganx 
allgemein  C  Landri^  Math,  techn.  Kap.,  p.  840. 
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rung  —  abgesehen  von  der  Versicherungssumme  —  von  der  nämlichen 
Art  ist,  ergiebt  sich  hieraus  in  erster  Annäherung  als  Maximum  der 
neuen  Versicherungssumme  das  Doppelte  der  Versicherungssumme 
jeder  alten  Versicherung*®*).    Ist  dagegen  das  relative  Bruttorisiko  m' 

der  neu  hinzukommenden  Versicherung  nicht  grosser  als  —^  so  er- 
höht die  neu  hinzukommende  Police  die  Stabilität^  wie  hoch  auch 
sonst  die  Versicherungssumme  sein  mag  und  Laurenes  Bedingung 
ergiebt  überhaupt  keine  obere  Gh*enze  für  sie. 


181)  C.  Landre,  Math,  techn.  Kap.,  p.  341;  bestehen  die  Versicherungen 
schon  eine  Reihe  von  Jahren,  so  tritt  an  Stelle  ihrer  Versicherungssumme  ihr 
reduziertes  Kapital,  C.  Land/r6,  Lond.  intern.  Kongr.,  p.  116.  Der  Landrä 'sehen 
Bedingung  yerwandt  ist  diejenige  von  F.HaiMdorff,  a.  a.  0.  p.  611. 


(Abgeschlossen  im  April  1901.) 
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Bezüglich  der  Geschichte  siehe 
M.  Cantor,  Vorlesungen  über  die  Geschichte  der  Mathematik,  3  Bände,  Leipzig, 
Bd.  1,  2.  Aufl.  1894;    2,  2.  Aufl.  1900;    3,  1894—1898  („Cantor**). 

o 

G,  JEneström,   Differenskalkylens  historia  (Upsala  universitets   Arsskrift   1879, 
p.  1—71).  

!•  Definitionen.  Die  Differenz  einer  Funktion  f{x)  ist  gleich 
q>(x)j  wenn 

(1)  f(x  +  h)-fix)  =  ,p(x). 

Die  linke  Seite  wird  mit  Af(x)  bezeichnet^).  Hier  kann  x  beliebige 
Werte  annehmen ,  h  bleibt  aber  konstant^);  meistens  wird  %  =  1 
gesetzt. 

Ist  z.  B.  f(x)==^x^,  h=  1,  so  hat  man 

/•(0)  =  0,    /•(1)  =  1,    /•(2)  =  8,    /•(3)  =  27,    /•(4)  =  64,... 

A/-(0)  =  1,    A/-(l)  =  7,.   A/-(2)  =  19,    A/-(3)  =  37, . . . 

Die  Differenz  der  Differenz  heisst  istoeite  Differenz  oder  Differenz 
zweiter  Ordnung: 

(2)  AY(x)  =  A/-(a;  +  Ä)  -  Af{x); . . . 

Ahnlich  ist 

(3)  L^f(x)=L^f{x+h)—A^f{z),  6^f{x)=6?f{x+h)—L^f(x),,.. 
In  dem  Beispiel  ist 

AV(0)  =  6,    AY(1)  =  12,    AV(2)  =  18,... 
AY(0)  =  6,    AY(1)  =  6,... 
AY(0)  =  0, . . . 

Die  Rechnung  mit  Differenzen  ist  von  Brodk  Taylor  eingefiihrt')^ 
einige  Anfange  findet  man  aber  bei  G,  W.  Leibniz^).  Wir  folgen  den 
Bezeichnungen  von  L.  Euler  *). 


1)  Wir  lassen  bei  Seite  die  Definition 


die  von  Astronomen  mit  Vorteil  gebraucht  wird  [I  D  3,  Nr.  7];  vgl.  .F.  Tißsercmd, 
Par.  C.  R.  70  (1870),  p.  678. 

2)  Man  könnte  h  veränderlich  voraussetzen  („Pascal'*  p.  210);  es  bietet  aber 
wenig  Vorteil. 

3)  Methodus  incrementorum,  Londini  1716. 

4)  Brief  an  Oldenburg  vom  3.  Febr.  1673  („Cantor**  3,  p.  72—73). 

5)  L.  JEukr,  Institutiones  calculi  differentialis,  Petropoli  1756  (deutsch  von 
Ä.  Michelsen,  Berlin  1790—1793;  §  4,  p.  5  der  deutschen  Ausgabe).  Vgl. 
„C^tor**  3,  p.  725. 
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2.  Differemien   einfacher  Ponktionen.     Die   Bereclmuiig   der 
Differenzen  wird  erleichtert  mit  Hülfe  der  Formeln 

(4)  Acf{x)  =  cAf(x),    (c  ist  eine  Konstante), 

(5)  A[f,{x)+f,(x)+-'  +  f^(x)]  =  Af,(x)  +  Af,{x)+^^^ 

(6)  A  [q>(x) '  tlf{x)]  =  q>{x)£itlf(x)  +  ^(a;  +  h)  £ig>(x). 

Aus  der  Definition  findet  man  folgende  Ausdrücke  der  Differenzen 
einfacher  Funktionen: 

(7)  Ax{x-'h)(x  —  2h)'"(x—n  —  lh)'=^nhx(x—h)'"{x  —  n  — 2ä), 

(9)  Aw*  =  w*  (w*  —  1), 

(10)  A  sin u  =  2  sin  —  cos (u  -}-  -yj j 

(11)  A  cos  t4  =  —  2  sin  -r^  sin  f  w  +  -g'^  j  • 

In  den   beiden   letzten  Formeln  ist  u  eine  gegebene  Funktion 
von  X. 

Die  n**  Differenz  einer  ganzen  Funktion  n**"  Grades 

ist  konstant^: 

(12)  AY(^)  =  l-2-3...ni)oÄ".') 

3.  Anwendung  anf  die  Absonderung  der  Wurzeln  numerisoher 
Gleiohungen  [I  6  3  a,  Nr.  3].     Es  sei  z.  6.: 

f{x)  =  o(?  +  x^  —  2x—l. 

Für  Ä  =  1  und  für  jedes  x  ist: 

A^f{x)  =  6. 

Aus  den  Werten  f{ —  1),  f{0)y  f{\)  lassen  sich  durch  Subtrak- 
tionen  die  Werte  Af{—  1),  A/'(0),  AV(—  1)  ableiten. 
Mit  Hülfe  der  Formel: 

A*- Y(a;  +  Ä)  =  A*- Y(^)  +  AY(^) 

findet  man  durch  wiederholte  Additionen  die  Werte  A*/*(0),  A/*(l),  /*(2). 


6)  Andere  Formehi  for  Differenzen  findet  man  bei  ,,Her8cheP*  p. 

7)  Dass  A'Ca;*)  konstant  ist,  hat  schon  Leibnig  ausgesprochen  („Gantor**  8, 
P.  73). 


■^ 
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Wenn  man  aber  <Jie  Formel: 

A^-^f(x)  =  A*-Y(^  +  A)  —  AY(^) 
benutzt,  so  erhält  man  AV(—  2),  Af(—  2),  /*(—  2). 

Diese  Resultate  lassen  sich  in  der  Tabelle  zusammenstellen: 


X 

f 

^f 

AY 

AY 

? 

2 

4 

6 

1 

2 

2 

6 

0 

0 

8 

1 

8 

2 

In  dieser  Weise  kann  die  Tabelle  nach  oben  oder  nach  unten  fort- 
gesetzt werden. 

Die  Werte  /*(— 2),  /*(— 1),  f(0)  und  f(l),  f(2)  haben  ab- 
wechselnde  Vorzeichen;  folglich  hat  die  Gleichung  f(x)  =  0  drei 
reelle  Wurzeln,  die  in  den  Intervallen  ( — 2,  —  1),  ( —  1,  0)  und 
(1,  2)  liegen. 

4.  iflelationen  zwisohen  Buooessiven  Werten  und  Differensen 
einer  Funktion.  Wenn  die  Reihe  der  successiven  Werte  einer 
Funktion  f(x): 

f{a)  =  Wo,  /*(a  +  Ä)  =  Ml,  f{a  +  2ä)  =  ti^,  . . .,  /'(a  +  nh)  =  w» 

gegeben  ist,  so  sind  die  Differenzen: 

Awo  =  Wi  — Wo, 
AX  =  Ws  — 2^1  4- Wo, 

^X  =  M,  —  3ti,  +  3mi  —  Wo, 


(13) 


A^'w«  =  w»  — 


Kennt  man: 
so  findet  man: 


nun^i  +  ^^,g     M„_2 h  (■—  l)"*«*©. 


Wa  = 


Wo,  Awo,  A'wo;  •    •  A»Wo; 
«*i  =  Wo  + Awo, 

W,  =  Wo  +  2AWo  +  A*Wo; 

Wo  +  3Awo  +  3AX  +  A»Wo, 


(14)  Un  =  Wo  +  n  Awo  +  "^^^  ^^^A^Wp  H V  ^""S- 
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Wenn  man  symbolisch  Um  durch  ti"  und  A"*m  durch  (A)*"-!!  er- 
setzty  so  erhalten  die  Formehi  (13)  und  (14)  die  Gestalt: 

(15)  A"Uo  =  (u  -- 1)" 
und: 

(16)  t*,  =  (1  +  A)»Uo. 

Diese  Formeln  können  auf  symbolischem  Wege  in  einander  über- 
geführt werden®). 

Es  ist  y  die  erzeugende  Funktion  (fonction  generatrice)  von  u»,  wenn 

ist  p  D  1,  Nr.  6]. 

Die  Entwickelung  von  y  f-r 1  j     nach  Potenzen   von  j-  und 

von  -^  nach  (-^ l)  giebt  die  Formeln  (13)  und  (14).  •) 

5.    Newton*80he  InterpolationsfonneL    Aus  (14)  folgt)  dass  die 
ganze  Funktion  n**°  Ghrades: 

T  1-2. 8-    -n  ^ 

die  Eigenschaften  besitzt: 

F(0)  =  «0,  J^(l)  =  14,,  ^(2)  =  «,,...,!!'(»)  =  «.. 

Die  Substitution  y  =     ,       verwandelt  -F(y)   in  eine  Funktion 

n***  Grades  ä^(a;),  die  für  x  gleich: 

a,    ö  +  Ä,    a  +  2Ä,  . . . ,  a  +  wÄ 
vorgeschriebene  Werte: 

f(a),  f{a  +  Ä),  /-(a  +  2A),  . . . ,  /"(a  +  nh) 
annimmt  [I  B  1  a^  Nr.  4].    Es  ist: 

a)(a:)  =  t*o  +  (a:  — a)--|--H j-^^ ^H 


^ 


I    (05  —  a)  (05  —  a  —  Ä)  (05  —  a  —  2Ä)  •  •  •  (o5  —  a  —  n  —  lÄ)     A"fi^^ 
»  1  •23  •    -n  '  "^»~ 

Wenn  wir  der  veränderlichen  Grösse  x  einen  Wert  beilegen,  der 
von  a,  a  '\'  hj  . , ,  y  a  -{^  nh  verschieden  ist,  dann  besteht  die  Formel: 

8)  /.  L.  Lagrtmge,  Berl.  N.  M^m.  21,  1792/93  [1795],  p.  276  -=  Oeuyrea  6, 
p.  663. 

9)  P.  S.  Laplace,  Par.  Hist.  1779  [82],  nr.  2  (oeuvr.  7,  p.  6);  Theorie  analy- 
tiqne  des  probabilitäs,  8.  ^d.,  1820,  p.  9  (die  erste  Auflage  1812). 
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(17)       ^(a^)  =  /-(a)  +  ^-^  +  ^"-''^i"-"^-^  +  --- 


,    (x  —  a)(x  —  a  —  h)"'(x  —  a-'n—lh)  ^  ärfia) 
I  1-2-3-n  Ä* 

,    (g  —  g)  (a;  —  g  —  fe)  •  -  ■  (g  —  o  —  nh)  w^^iwgx 
■T"  1.2.8...(n+l)  '  ^^''' 

worin  |  eine  mittlere  Zahl  zwischen  der  grossten  und  der  kleinsten 
unter  den  Zahlen  a^  a-^  nh,  x  bedeutet.  Das  ist  die  Newtan^sche 
Interpolaiionsformel^^)  [I  B  1  a,  Nr.  3;  I D  3,  Nr.  4]  mü  dem  Bestgliede 
von  A,  Cauchy^^), 

Wenn  wir  das  letzte  Glied  weglassen,  so  erhalten  wir  eine  Nühe- 
rungsformel,  die  zur  Interpolation  dienen  kann,  d.  h.  zur  Berechnung 
des  Wertes  f(x)  durch  bekannte  Werte  f{a),  fia-^h),  /*(a+2Ä), ..., 
f(a  +  nh).  Das  Restglied  dient  zur  Abschätzung  des  Fehlers  der 
Näherungsformel. 

Wenn  f(x)  eine  ganze  Funktion  nicht  höheren  als  n*^  Grades  ist^ 
dann  verschwindet  das  Bestglied  identisch  imd  die  Newton'sche  Formel 
ist  genau  fiir  jedes  x.    Z.  B.: 

x^  =^  X  +  5x(x  —  1)  +  x{x  —  1)  (x  —  2). 

Wenn  ausser  den  Werten  f(a),  f(a  +  h),  /*(a+2Ä), . . . ,  f(a-\'nh) 
noch  die  Ableitungen  /"(a),  f\a  +  h),  f\a  +  2h),  .,.,  f'(a+mh\ 
(m^n)  gegeben  sind,  so  ist  die  Näherungsformel: 

f(^x)  =  9(x)  4-  (^  —  ä)  (^  —  ö  —  Ä)  •  •  •  (o;  —  a  —  nh)  9^(x). 

Hier  sind  9(x)  und  ^^(x)  ganze  Fimktionen,  die  mit  Hülfe  der 
Newton'schen  Formel  durch  die  Werte  ^(a),  0(a+Ä), . . .,  0(a+»»Ä), 
^i{a)j  0i(a  +  Ä),  .  .  .,  0i(a  +  wÄ)  bestimmt  werden.  Der  Fehler 
dieser  Näherungsformel  ist: 

(x — g)*(a;— g— fe)*--(a;— g— m^)*(ag — a — m4-l^)-(g — g — ^h)  w^  i  ^  •  jj  ^^n 

1.2.3-..(n  +  m)  '  ^*^* 

Kompliziertere  Interpolationsformeln  werden  analog  gebildet  ^^). 

6.  Anwendung  dieser  Interpolationsfonmel  auf  die  Bereehnung 
der  Logarithmen  und  Antilogarithmen.  Wir  nehmen  z.  B.  eine 
Tabelle  fünfstelliger  gewohnlicher  Logarithmen  aller  ganzen  Zahlen 
von  1000  bis  einschliesslich  9999.  Mit  Hülfe  der  Werte  Log  N  und 
Log  (^+  1)  soll  Log  (N-^  x)  berechnet  werden,  wobei  0  <  a;  <  1  ist. 


10)  J.  Newton,  Analysis,  Lond.  1711 ;   vgl.  „Gantor*^  3,  p.  368—361. 

11)  Par.  C.  R.  11  (1840),  p.  787  =  Oeuvres  (1),  6,  p.  422. 

12)  ,^arkoff"  p.  1—12. 
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Die  Interpolationsformel : 

fix)  =  /-(O)  +  xLm  +  ^^/-"(l) 

giebt  die  Näherungsformel: 

Log(iV+  x)  =  LogiV+  a:  [Log(iV+  1)  —  LogJV] 

mit  dem  Fehler: 

ä(1 — «)     Log« 


12   (jv+e»' 

der  <  16""^  •  10~*   ist   und   folglich  keinen    Einfluss   auf  die   fünf- 
stelligen Logarithmen  hat. 

Die  Berechnung  der  Antilogarithmen  führt  auf  die  Frage:   Es 
^ind  die  Werte  gegeben: 

LogiV=  a,    Log(iV+  1)  =  6. 

Aus  der  Gleichung  Log  (JV  +  y)  =  «  +  ^  soll  y  berechnet  werden 
für  einen  Wert  von  x,  wo  0<a;<6  —  a  ist. 

Wenn  f{x)  =  10«+*  ist,  so  folgt  aus  der  Interpolationsformel: 

die  Näherung: 

X 

mit  dem  Fehler: 


ä(6  — a  —  x) 


10-+^(loglO)^ 


12 

dessen  absoluter  Betrag  |  £  |  <  2  •  10~*. 

7.    Anwendung  auf  die  angenäherte  Berechnung  bestimmter 
Integrale  [II  A  2,  Nr.  60 — 66].    Vermöge  der  Substitution  a;=    7^ 

-j s— /  findet  man: 

b  -fi 

ff(x)dx  =  ^^fF(t)dt 

a  —1 

Die  Funktion  F(t)  wird  durch  die  Ausdrücke  ersetzt: 

(A)  F(0-F(-l)  +  '4l.^i^)  +  M^^F"(^)    oder: 

(B)  F(0=F(- 1)  +  '4^  AF(- 1)  +  ^^  A»F(- 1) 

+  £:(<+ l)n<-l)  +  ^«^Fxv(<.). 

Hier  ist  ^  ein  Mittelwert. 

In  (B)  wird  K  dadurch  bestimm  t^  dass  für  <»»0  die  Ableitung  von 


7*  Anwend.  auf  die  angenäherte  Berechnung  etc.    8*  Summation  d.  Funkt.    926 

F(-  l)  +  (t  +  1)  AF(- 1)  +  ^-^  A»F(- 1)  +  K(t  +  l)t{t  -  1) 

den  Wert  F\0)  annehmen  soll^*). 
Man  findet: 

5 


a 
6 


a 

Hier  ist  a  <  5  <  6. 

Die  Benutzung  von  (A')  heisst  die  angenäherte  Berechnung  des 

Integrals  nach  der  Methode  der  Trapeze^  weil  — ^  [/(a)  +  /*(&)]  Flächen- 
inhalt eines  Trapezes  ist  [11  A  2,  Nr.  61]. 

Die  Formel  (B')  ohne  Restglied  heisst  Simpson^sche  Formel  ^^), 
Nach  Zerlegung   des  Interralls   (a,  b)    in  n    gleiche   Intervalle 
mittels  der  Bezeichnung: 

findet  man: 


(18)  fax) 


(19)  J/-(x) 


äx  =-  -g;^  (yo  +  2yi  +  2  y,  H h  2  y«  - 1  +  y.) 

_J_    (fe-g)»   r«) 

»•      1-2-8       1-2  ' 

dir  =  -^/yo+4yi+2yt+4ys+2yg+-+4y2,-i+y,\ 

V  2  8  %  / 


6n 

1       (6-.a)»        /-^^(l) 


n*     12. 845     12. 3. 4 

8.  Summation  der  Funktionen.    Man  sucht  eine  Funktion  tp(x) 
deren  Differenz  eine  gegebene  Funktion  f{x)  ist: 

q>(x  +  h)  —  tp{x)  =  f(x). 

Für  X  =  a  kann  9(0;)   einen  beliebigen  Wert  annehmen.    Die 
Definitionsgleichung  bestimmt  die  Werte: 

q>(a  +  Ä),    q>{a  +  2ä),    9(0  +  5h) , . . . 


18)  „Markoff"  p.  68. 

14)  Th.  Simpson,  Mathematical  dissertations  on  phjsical  and  analytical  sub-' 
jects  (London  1748),  p.  109;  „Cantor*'  8,  p.  664. 
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Es  ist  also  tp{x)  mit  Hülfe  von  tp{a)  vollständig  bestimmt  f&r 
alle  Werte  x  der  Reihe: 

a,    a  +  Ä,    a -}- 27*,    a+3Ä,.... 

In  der  Folge  wird  x  nur  diese  Werte  annehmen. 

Die  Punktion  q>{x)  heisst  Summe  von  f(x),  in  Zeichen:  ^f(x). 
Alle  Werte  dieser  Summe  sind  in: 

(20)  2f(x)  =  9(aj)  +  C 

enthalten,  worin  C  eine  willkürliche  Eonstante  ist. 

Jedem  Satz  über  die  Differenz  (Nr.  2)  entspricht  ein  Satz  über 
die  Summe.    Man  hat: 

(21)  2^f{^)^='  ^^fi^)}    (-^  ist  eine  Konstante), 
(22)^[/;(a:)+/i(a;)+...+/-,(a;)]=^/;(x)+^^(z)+...+^/-,(x), 

(23)  ^x(x  —  h)(x  —  2h)---(x  —  «^n  Ä) 

(24)  ^ 


.^  x(x  +  Ä)  («  +  2Ä)  •  •  •  (o;  4-  n  —  1 Ä) 
1  1 


(n~  l)h  x(x  +  h)  "  '  (x  +  n  —  2h) 


+  c,    («>i), 


h 

C08  ~ 


(x  — —)  sin  I  as  — ^  j 

(26)  2^ Sin a;  = 1— jJi  +  C,     Vcosx ^-^  +  C. 

2  Bin  --  ^^  2  sin  — - 

2  2 

Um  die  Funktion  x^  für  &  =  1  zu  summieren,  benutzt  man  die 
Zerlegung  (Nr.  6): 

a:^  =  x  +  3x{x  —  1)  +  x(x  —  l)(x  —  2) 

und  man  findet: 

(27)  ^a^==^x(x-l)  +  x{x-  l){x  -  2) 

-\-^x(x—  l)(x  —  2){x  —  3)  +  C. 

Der  Ausdruck  ftlr  A[<p{x)  ■  ^(x)]  liefert  die  Formel  der  partiellen 
SummqMon: 

(28)  ^9(a;)  •  £^i>{x)  =  (p{x)^(x)  —^i>ix  +  h)£iq>{x), 

die  dazu  dient,  ^q>(x)  •  ta(x)  zu  finden,  sobald  ^a(x)  bekannt  ist. 


"H 


9.  Bestimmte  Summen.  937 

9.    Bestimmte  Summen«    Der  Ausdruck 

heisst  unbestimmte  Summe,  weil  er  eine  willkürliclie  Eonstante  enthält. 
Subtrahiert  man  von  einander  zwei  Werte  dieser  Summe  g){a-\-nh)-\-C 
und  9)(a-f*m%)-f*  C,  so  fallt  G  weg  und  man  erhält  die  bestimmte 
Summe,  in  Zeichen: 

(29)  y^+^^  ^(^)  =  y  (a  +  nÄ)  —  9  (a  +  mh). 

Aus  dieser  Definition  folgt: 

(30)  V''+"'V(^)  =  0, 

^-yi-f(m-fl)* 
^r-yx-^nh  ^^^o-fA  .r-ia-f2A  «r-ya-fnÄ 

(32)X  /•(-)=Z  ^(-)+Z+»^(-)+-+Z+^/<-) 

Es  besteht  also  die  Relation: 


(33)  f{a)  +  /-(a  +  Ä)  +  /"(a  +  2Ä)  H h  /*(»  +  w—  1 A) 

=  g)(a  +  nh)  —  9>(ö). 
Diese  Formel   gestattet   viele  Anwendungen.    Wir  beschnlnken 
uns  auf  folgende.  Es  ist: 

(34)  a  +  (a  +  Ä)  +  (a  +  2A)  H \-{x  —  h) 

=  ^  [a:(a?  —  Ä)  —  a{a  —  ä)]     {arithmetische  Beihe). 

(35)  1  +  J  +  J*  H h  g*-'  =  ^^£^    {geometrische  Beihe). 

Die  Sunmiation  (27)  der  Funktion  o:'  giebt: 

(36)  l»  +  2»  +  3»'H f-(a:— 1)8=  [1  +  2+3  H 1-(^  — !)?•") 

Aus    >.     cosa: — y  folgt ^'^•): 


(S*^)    \  +  (^o%h  +  co^2h -\ \-  cos (n  —  1)A  = 


.    2n— 1  , 

am — - — h 


S  sin  — 
2 


16)  Nach  Jtf.  Cantor  war  Ol.  (36)  schon  im  XI.  Jahrhundert  den  Arabern 
bekannt  („Cantor*'  1,  p.  724)  [I  C  1,  Nr.  11]. 

15*)  Die  Formehl  (37)  und  (38)  hat  X.  JSuler,  Introd.  nr.  269,  als  Diffe- 
renzen je  zweier  divergenter  unendlicher  Reihen  erhalten.  Direkt  abgeleitet  hat 
sie  wohl  zuerst  Ch.  Bo88ut,  Par.  Eist.  1769  [72],  p.  468,  einfacher  Ä.  J.  LexeU, 
Petrop.  N.  Comm.  18,  1778  [74],  p.  38. 
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Analog  ist***): 

h  2n  — 1- 

C08  -^ COB ~ h 

(38)    sinA  -(-  8in2A  -{ +  Biii(n  —  1)A  = ^ 

2  8in- 

Die  Funktion: 

~  2   ~  8   ~  ^  x  —  1 

lässt  sicli  nicht  entsprechend  darstellen,  weil  man  keinen  elementaren 

Ausdruck   kennt,    dessen   Differenz    «» —    ist  *^    [11 A  3,  Nr.  12  d, 
Formel  1)]. 

10.    Die  Jacob  Bemoulli^sohe  Funktion.     So  heisst  nach  J.  L. 
Baabe  *^  die  ganze  Funktion  n^°  Orades,  die  f&r  ganzzahlige  x  gleich: 

1—1  +  2—1  +  3—1  H \-(x—  l)"-i 

ist.    Die  Rechnungen  werden  einfacher,  wenn  wir  diese  ganze  Funk- 
tion durch  1  •  2  •  3  •  •  •  (n  —  1)  dividieren,  wodurch: 

(^^)  9>« (^)  ^2j 0  1.2.8...(n-l) 

entsteht. 

Schreibt  man  q>n(pc)  in  der  Form: 

(40)    y«>(^)-r-27::;;+^i.2...(n-i)+^i.2.''.(n-.2)  +  '" 

+  Än-iX, 

so  lassen  sich  die  Koeffizienten  A^j  ^,  A^, . . ,   aus: 


(41) 


1^  +  ^1  =  0, 

172^3  +  1^2  +  ^  =  ^' 

^  I        ^i        \     '^     \     4    0 

1. 2. 84^1. 23'!.  2'^*  ~'^'"- 


bestimmen.    Man  findet: 


-^1  —       Yi    -^1  *■  iw>    -^5  =  0, . . . 


16)  Es  ist   l  +  A  +  ^J.  +  ...  +  «_L-«i+^(a:)--^(2)[nA8,  Nr.17]. 

Andere  Summationen  bei  „Herschel*^  p.  48—66. 

17)  Die  Jacob -Benioalli*sche  Fimktion.  Zfirich  1848.  Die  Fanktion  ist 
benannt  nach  Jacob  I  Bemauüi,  Ars  coi^jectandi  1718,  p.  96.  Vgl.  U  AS,  Nr.  18, 
bes.  p.  186,  wo  weitere  Litteratnr.  S^  noch  P.  ÄppeU,  NonT,  Ann,  (8)  6  (1887), 
p.  812,  647. 
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Die   Funktion    g>n{^)    und   die    Zahlen  A    besitzen    die   Eigen^ 
Schäften  ^®) : 

(42)  g)2jb-f  1  (1  —  x)  =  —  q>sik+i  (x)f 

(43)  92Jb(l  —  x)  =  (P2k(x), 

(44)  ^1*4-1  =  0    för    *>0, 

(«)    ^"-'=;S^'[i+?i+?T+?i +•••]■'•) 

Im    Interyall    (0,  1)   verschwindet   (p%k-{-i{x)   nur   für   x^=y] 
ftir  alle  x  dieses  Intervalles  ist: 

(46)  (-iyg,nix)>0. 

Die  Koeffizienten  der  Glieder  niedrigster  Ordnung,   die  in  den 
Summen : 

auftreten,  heissen   BemouUVsche  Zahlen:    yyB^y  B^,  S,,..."   [II A  3, 
Nr.  18].     Daraus  folgt: 

Die  ersten  Bemoulli'schen  Zahlen  sind: 

(48)     Si  =  y,    -B2  =  3Ö7    -^8  =  42'    -^^"'äo'    -^5  =  66'*;    • 

Die  Tabelle  der  62   ersten  B  findet   man  bei  J.  C.  Adams  in 
J.  f.  Math.  85  (1878),  p.  269— 272.*>) 

11.    Euler'aohe  SummatioiiBformeL    Die  Formel  von  L.  Euler  ^^) 


IB)  Direkte  Beweise  haben  TT.  G.  ImschmeUky  (Kasan.  M^m.  1870,  franzö- 
sisch in  /.  Hoüelf  Cours  de  calcul  infinitesimal,  Paris  1888,  1,  p.  476  und 
N,  J.  Sonin  [Warschauer  Univ.- Nachr.  1888,  französisch  in  J.  f.  Math.  116 
(1896),  p.  133]  gegeben. 

19)  L.  Euler,  Petropol.  Comm.  12  (1740),  p.  73  (vgl,  „Cantor**  3,  p.  665); 
0.  ScMömilch,  Zeitschr.  Math.  Phys.  1  (1856),  p.  200;  K  J,  Sonin,  J.  f  Math. 
116  (1896),  p.  138. 

20)  Litteratur  über  diese  Zahlen  bis  1882  bei  G,  8.  Ely  [Amer.  J.  of 
math.  5  (1882),  p.  228]. 

21)  Petropol.  Comm.  6  (1732  u.  1733  [38]),  p.  68  (vgl.  „Cantor*'  3,  p.  635); 
G.  Darboux,  J.  de  math.  (3),  2  (1876),  p.  300.  Die  Formel  (49)  wird  oft  Maclau- 
rin'sdie  genannt.  Sie  ist  zwar  von  C.  MacloMrin  (Treatise  of  fluxions,  Edinburgh 
1742,  p.  672)  unabhängig  von  L.  Euler  gefunden,  aber  später  veröffentlicht  (vgl. 
„Cantor"  3,  p.  663). 

Die  englischen  Yersicherungs- Mathematiker  gebrauchen  eine  Formel  (ohne 
Snojrklop.  d.  math.  Wiueotoh.    I.  59 
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mit  dem  Restgliede  von  K.  G.  J.  Jacdbi  **)  lautet  (fBr  h=  1) '  [I  A  3, 
Nr.  88]: 

(49)  ^/(t)  =//'(0«««+^[/'(«)-/"(«)]+^[/"(«)-r(«)]+" 

+  A,t-t  [/^"-«(ar)  -  p*-  »)(a)] 

1 

(50)  B* -  -  r9»*(«) du'^p^t  +  u). 

0 

In  (50)  wird  nacli  t  summiert  und  nach  u  integriert. 

Aus  der  ünyeranderliclikeit  des  Vorzeichens  von  fp%k(^)  folgt: 

(51)  Ä  =  Atu^'p^Kt  +  Ö),        (0  <  Ö  <  1) . 

Wenn  f^*^^(t)  und  /^•*+*)(^)  für  alle  f  zwischen  a  und  a:  das 
gleiche  Vorzeichen  behalten,  dann  ist: 

(52)  R,^  e  At,[f^'^-')(x)  -  /^"-^>(a)];        (0  <  Ö  <  1). 

Wenn  f(t)  den  Bedingungen  genügt: 

1)  /^"*)(0  behalt  dasselbe  Vorzeichen  fQr  alle  geraden  m  und  för 

2)  lim  j/tm)(^}^^^  =  0  fQr  jedes  m, 
dann  lasst  sich  (49)  in: 

X 

(53)  2^  /•(<)  =  C  -\-fmdi  +  ^/(a;)  +  . . . 

a 

umwandek»»). 

Die  Konstante  C  ist  von  Je  unabhängig  und  0  <  ö  <  1 . 

12.    Anwendungen   der  Euler^sohen  FormeL     Wenn   man   in 

(49)  und  (51): 

a  — 0,    x^l,    f(t)  =  ^' 

setzt,  so  findet  man: 


Bestglied)  unter  dem  Namen  ijiubbock'sche  SummenformeV*  {J.  TT.  Lubbock, 
Cambr.  Trans.  3  (1830),  p.  323.  Hier  tritt  eine  über  kleine  Intervalle  erstreckte 
Summe  an  Stelle  des  Integrals,  Differenzenquotienten  an  Stelle  der  Differential- 
quotienten [I  D  4  b,  8,  Fuasn.  73)]. 

22)  J.  f.  Math.  12  (1834),  p.  263  «  Werke,  6,  p.  64.  Das  Restglied  in 
anderer  Form  war  schon  Ton  8.  D,  Pöisson  gefunden  [Par.  m^m.  6  (1826),  p.  680]. 

28)  ,^arkoff'*  p.  181. 
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(54)  ^  =  l  +  ^^  +  ^a;»  +  ^«*  +  .... 

^ —  1  X 

Hier  muss  |a;|<2«  sein^  wie  aus  (45)  folgt. 
Die  Voraussetzungen: 

a  =  0,     x=\y     f{t)  =  cos  (2xt) 
liefern  ebenso  für  |a7|<«: 

(55)  ctgo:  =  -^-  -  2^A^x  +  i^A^a?  —  2%a:*  H . 

Wenn  man  in  (53): 

a  =  l,     r(0  =  log^ 

setzt  und  zu  beiden  Seiten  log  2:  hinzufügt^  so  findet  man  die  Stir- 
ling'sche  Formd^)  P  D  1,  Nr.  12]: 

(56)  log(l  .2.3...a;),=  logy2«+(a:+y)loga:— a;  +  ^|-+    •. 

1  .  2  .  8  . .  •  (2*  —  4)    ,    ^    .      1 .  2  .  8  • . .  (2*  —  2) 
+  ^2*-2   ^J38 "  +  ^^ik ^^jZTi 

Die  Konstante  C  wurde  mit  Hülfe  der  Wallis'schen  Formel**) 

für  ~  bestimmt. 

Bei  hinreichend  grossem  h  und  für  jedes  x  ist  der  absolute  Be- 
trag des  Restgliedes  beliebig  gross.    Folglich  ist  die  Reihe: 

divergent  Deswegen  darf  zur  angenäherten  Berechnung  Ton  1  •  2  •  3  •  •  •  2; 
nur  eine  geringe  Anzahl  der  Glieder  der  Reihe  genommen  werden. 
Das  beste  Resultat  erhält  man,  wenn  Je  nahe  an  xx  liegt ^)  [I  A  3, 
Nr.  88;  H  A  3,  Nr.  12  g]. 

18.  Allgemeines  über  Differensengleiohiiiigen«    Eine  Gleichung: 

(57)  9(x,  y,,  Ay,,  A^y,, . . . ,  A^y,)  =  0 

heisst  Differeneengleichung.  Eine  Funktion  y«,  die  der  Gleichimg  ge- 
nügt, heisst  Lösung  der  Gleichung. 

Die  Differenzen  von  y^.  lassen  sich  durch  die  successiven  Werte 
y«+i;  tfx+if"  ausdrücken  (13);  dann  erhält  die  Gleichung  die  Form: 

(58)  V(x,  y„  y^+i, . . . ,  y,4.«)  =  0. 

Es  ist    möglich,    dass    bei    dieser   Transformation   die   Glieder    mit 


24)  J,  SHrling,  Methodus  differentialis,  Lond.  1780,  p.  186  (vgl.  „Cantor"*  8, 
p.  629). 

26)  [2A8,  Nr.9,d)];  „Cantor**,  2  p.  827. 
26)  H.  Limbourg,  Brux.  m^.  cour.  say.  ^tr.  80  (1861),  p.  1. 

69* 
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y«,  y*-f 2, •.•;y*+a-i  wegfallen.  Dann  setzen  wir  y^t^.«  =  jer^t.  Deswegen 
darf  man  voraussetzen ^  dass  die  Gleichung  (58)  tfx  enthält.  Wenn 
ausserdem  yx-\-m  vorkommt,  so  heisst  diese  Gleichung  m^^  Ordnung. 
Wir  setzen  voraus,  dass  die  Gleichung  (58)  in  Bezug  auf  y^+m 
aufgelöst  ist: 

(59)  y,4.«  =  F(x,  yx,  tfx+i,  yx+i, . . .,  yx-f m-i). 

Überdies  soll  die  rechte  Seite  von  (59)  bestimmte  Werte  annehmen 
fQr  ganze  positive  x  (auch  für  o;  =  0)  und  beliebige  y^,  y^+i^ 
y«+2, . . .,  yx+m-i.  Aus  (59)  lassen  sich  y^,  y,n-fi,  ym+2,  -  - .  durch 
willkürliche  Konstanten  y^,  yi, . .  ,,ym—i  darstellen. 

Jeder  Ausdruck,  der  (59)  genügt  und  m  willkürliche  Eonstanten 
enthält,  heisst  allgemeine  Lösung  der  Gleichung  j  wenn  diese  Konstan- 
ten sich  durch  y^,  y^,  y^, . .  .^ym—i  bestimmen  lassen.  Eine  partiku- 
läre Lösung  enthält  keine  willkürlichen  Konstanten. 

Wir  beschränken  uns  auf  lineare  Gleichungen: 

(60)  y^^n,  +  Äxy^^m'-l  +  Sxyx+m-2  H h  M^y»  =  Qxf 

wo  Äx,  Bx, . . .,  Mx,  Qx  gegebene  Funktionen  von  x  sind. 

Die  Gleichung  (60)  heisst  vollständig,  wenn  Q^^^O;  ist  aber 
Qx  «=  0,  so  heisst  die  Gleichmig  homogen. 

Wenn  eine  partikuläre  Lösung  yx^  von  (60)  bekannt  ist,  so  ist 
jede  Lösung  von  (60): 

yx  =  yJ^  +  üxj 

wo  Zx  eine  Lösung  der  homogenen  Gleichung: 

(61)  Zx-^m  +  ^x^x+m-l  +  -Bx^x-fm-2  H V  J^x^x  =  0 

fst. 

Je  (m  -}-  1)  partikuläre  Lösungen  von  (61)  sind  durch  eine 
lineare  homogene  Beziehung: 

(62)  Cz'x  +  C'z'x  ^ h  C<'»+^)^(r+'^  =  0 

verbunden,  wobei  C,  C", .  •  •;  C^^"*"^^^  von  x  unabhängig  sind  und 
nicht  sämtlich  verschwinden. 

Die  partikulären  Lösungen  ^^  (ä  =  1,  2, .  . . ,  w«)  heissen  von 
einander  unabhängig,  wenn  die  Determinante  |  Zk^''^  \  (t  =  0,  1,  2 , . . . , 
m  —  1 ;  Ä  =  1 ,  2 , . . . ,  m)  nicht  verschwindet.  Dann  kann  C^''*"^"*) 
in  (62)  nicht  gleich  Null  sein. 

Jede  Lösung  von  (61)  ist  linear  und  homogen  in  m  von  ein- 
ander unabhängigen  partikulären  Lösungen. 

Die  allgemeine  Lösung  der  homogenen  Gleichung  ist  also: 

(63)  Zx  =  Czx  +  C'zx  +  •"  +  (^"'^z!r^ , 
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wo  C,  C", .  •  •  ^  C'(«0  willkürliche  Konstanten  sind»^  [vgl.  das  Ent- 
sprechende fQr  lineare  Differentialgleichungen  in  IIA4b^  Nr.  21]. 

Zum  Beweise^  dass  die  partikulären  Losungen  in  (63)  von  ein- 
einander  unabhängig  sind,  genügt  es  zu  zeigen^  dass  C\  C'\ . . . ,  C^*"' 
sich  durch  z^j  z^j  z^j  -  "  7  ^ni—i  ausdrücken  lassen. 

c7!  L.  Lagrange  hat  eine  Methode  ^^  angegeben^  um  von  der  all- 
gemeinen Lösung  (63)  von  (61)  zur  allgemeinen  Lösung  von  (60) 
überzugehen.    Zu  diesem  Zweck  setzt  man: 

(64)  y,  =  c>;  +  c-'gi  +  •  •  ■  +  oi"•'4'"^ 

Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  unterscheidet  sich  von  der  in 
(63)  dadurch,  dass  die  Eonstanten  C  durch  Funktionen  von  x  ersetzt 
sind. 

Diese  unbekannten  Funktionen  in  (64)  Cxy  C«; . . .,  Ci*"^  werden 
der  Bedingung  unterworfen,   dass  y^^-i,  yx-fs,  •  •  .,yr+m— i    dieselbe 

Form  haben,  als  ob  die  Cj,  CJ', . . .,  C^^  konstant  wären;  ausserdem 
muss  die  gegebene  vollständige  Gleichung  befriedigt  werden.  Daraus 
entstehen  m  lineare  Gleichungen,  aus  denen  ACj,  AC«",. . .,  AC^^ 
gefunden  werden.  Durch  Summation  lassen  sich  CJ,  Cx, . . . ,  CJT^  be- 
stimmen. Diese  Methode  heisst  VariaMon  der  tcülkürlichen  Konstanten 
[vgL  HA  4b,  Nr.  22]. 

14.  laineare  Differensengleiohangen  erster  Ordnung.  Die  all- 
gemeine Lösung  der  homogenen  Gleichung: 

Zx-\-l  —  ÄxZx  =  0 

ist: 

Zx  =  ZaAaÄa+l   '  '  '  -4^-1  (x  >  a). 

Hier  ist  Za  die  willkürliche  Eonstante.    Es  wird  vorausgesetzt, 
dass  Ax  nicht  verschwindet  für  a;  ^  a. 
Die  allgemeine  Lösung  der  Gleichung: 

(65)  y^-f  1  —  Axifx  =  Qx 
ist: 

(66)  y.  -  ^^+,  • .  •  ^_t  [y«  +2]  ^-^_i_^J . 

Wenn  för  x^O  die  Funktion  Ax  nicht  verschwindet,  so  darf 
a  =  0  genommen  werden. 

16.  Lineare  Difrerensengleiohungen  höherer  Ordnung  mit 
konstanten  KoefXlsienten«  Die  Form  der  allgemeinen  Lösung  der 
Gleichung: 

27)  ,^arko£F"  p.  146-161. 

28)  Oeovres,  4,  p.  166  (Berlin  Noav.  M^m.  6,  1776  [77]). 
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(67)  gg^m  +|)iJerx-fw-i  +  ptffx-^m-i  + f-J^^«  =  0 

ist  Yon  der  Natur  der  Wurzeln  yon: 

(68)  f(t)  =  f»  +pi^-^  +  ft^-2  -I hPm  =  0 

abhängig. 

Sind  die  Wurzeln  yon  (68)  a^,  o^^ . .  .^  a^  verschieden ,  dann  ist 
die  allgemeine  Losung: 

(69)  r,  =  Cia?  +  C^o?  +  . . .  +  C^aZ,. 

Die  C^,  C^,*'»,C,n  lassen  sich  durch  g^^  z^,  ^tj-  -  -y^m—i  Aus- 
drücken mit  Hülfe  der  Relation: 

(70)  C^(p(a,)  +  C,g>(a,)  H \-  C^^ion) 

wo: 

(71)         9(0  =  ji^-^  +  g,^-«  +  •  •  •  +  g«-i^  +  g«. 

Die  Koeffizienten  g^^  gs;  •  •  •;  gm  können  so  gewählt  werden,  dass 
die  linke  Seite  von  (70)  gleich  C^ ,  oder  Cj , . . .    oder  C«  wird. 

Ist  a^^»a^^=^  a^  und  sind  die  übrigen  Wurzeln  von  (68)  von 
einander  und  von  a^  verschieden,  so  ist  die  allgemeine  Lösung: 

(72)  £f,  =  Ciaf  +  fta;af-'  +  C,a;(a;-l)ar'  +  C4a;  +  ...  +  0^ai. 
Zur  Bestimmung  der  Konstanten  dient  die  Relation: 

(73)  CM^)  +  Civ'K)  +  C^v\(h)  +  OM^d  +  '"  +  Gn^viO 

«=  gi^m— 1  +  g«^»»— 2  +  •  •  •  +  gm^o  • 

Wenn  die  Koeffizienten  von  (67)  reell  sind  und  (68)  komplexe 
Wurzeln  hat,  so  kann  man  aus  der  Lösung  (69)  oder  (72)  das  Ima- 
ginäre wegschaffen. 

Es  sei: 

^1  =  «2  =  0^5  =  r  (cos  a  4"  *  sin  a) , 

«4  =  «5  =  a^  =  r  (cos  a  —  i  sin  a) ; 

die  übrigen  Wurzeln  der  Gleichung  (68)  sollen  reell  und  verschieden 
sein.    Dann  ist  die  allgemeine  Lösung: 

(74)  0x  =  (-4i  +  A^x  +  ^x^r*  cos  (xa) 

+  (-Bi  +  B^x  +  B^x^)^  sm(xa) 

wo  A^,  A^y  A^j  B^y  B^y  B^y  C^, . . .,  Cm  willkürliche  Konstanten  sind. 
In  anderen  Fallen  wird  die  allgemeine  Lösung  analog  gebildet 
Nach    Lösung   von   (67)    kann    mit    Hülfe    der   Lagrange'schen 

Methode  die  vollständige  Gleichung: 

(75)  y^^n,  +  jpiy,4.«_i  +  l)ty*+m-2  H h  PmV»  —  Q» 
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gelost  werden.     Sie  fährt  zu  umständlichen  Rechnungen^  die  erspart 
werden  können^  wenn: 

isi     In  diesem  Falle  kann  leicht  eine  partikulare  Losung  Ton  (75) 
gefunden  werden. 

Es  ist:  y,^  =  a*  •  ti, 

eine  partikuläre  Losung^  wenn  Ux  eine  ganze  Funktion  ist,  die  der 
Relation : 

genügt.    Es  ist  zweckmässig,  die  gegebene  ganze  Funktion  v»  in  die 
Form: 


zu  bringen  und  u«  in  derselben  Form  zu  suchen  ^^). 

16.  Anwendungen  der  DifTerensengleiohangen.  Die  Bestim- 
mung der  Koeffizienten  von  verschiedenen  Entwicklungen  fährt  zur 
Losung  der  Dififerenzengleichungen^). 

Die  Koeffizienten  der  Gleichung: 

genügen  den  Differenzengleichungen: 

Ax+i  —  -4a.  =  1    ,     -4i««l; 

5r+l  —  5x  «=  JU ,      5i  =«  1 ; 

Cr+i  —  Ca?   =  Bx,        C?8  =  1  ; 


29)  Über  die  Auflösimg  linearer  DifTerenzengleichongen  mit  veränderlichen 
Koeffizienten  siehe  die  genannten  Lehrbücher  und:  J,  Binet^  Par.  mdm.  19 
(1845),  p.  639;  D.  G.  Zehfu88,  Zeitschr.  Math.  Phjs.  8  (1868),  p.  176;  8.  Spitzer, 
Arch.  Math.  Phys.  82  (1869),  p.  834;  83  (1869),  p.  416;  J.  J.  Sylvester,  Philos. 
Mag.  (4)  24  (1862),  p.  486;  87  (1869),  p.  226;  /.  Thomae,  Zeitschr.  Math.  Phys.  14 
(1869),  p.  849;  16  (1871),  p.  146;  A.Cayky,  Qnart.  J.  14  (1877),  p.  23  —  Coli, 
papers,  10,  p.  47;  Th.  Mmr,  Philos.  Mag.  (6)  17  (1884),  p.  116. 

Über  Transformationen,  die  lineare  Differenzengleichungen  in  lineare  Diffe- 
rentialgleichongen  überfähren,  und  umgekehrt,  vgl.  man  etwa  S.  Pincherle,  Lomb. 
Bend.  (2)  19  (1886),  p.  669;  über  Konstruktionen  von  Integralen  ersterer  aus 
denen  letzterer  H.  MeUin,  Acta  math.  9  (1886),  p.  187;  als  Anwendung  er- 
scheinen bei  MeUin  Reduktionen  von  bestimmten  Integralen  auf  F- Funktionen 
pi  A  8,  Nr.  12]. 

Über  partielle  Differenzengleichungen  s.  die  genannten  Lehrbücher  und 
ausserdem:  P.  S.  Laplace,  Par.  Hist.  1779  [82]  ««  Oeuvres  10,  p.  1;  W.  Walton, 
Quart.  J.  9  (1867),  p.  108;    Ed.  Cambescure,  Par.  C.  B.  74  (1872),  p.  464. 

80)  „Lacroix*'  3,  p.  217—222. 
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Wenn  man  cos<«»ti  setzt^  so  ist: 
cos  xt'^A^cW  +  JB^ti'-*  +  Ctt*-*  +  D,u'-«  + 

Die  Koeffizienten  lassen  sich  aus  den  Gleichungen: 

JU+i  —  2^,  =  0,  ^1=1 

JBx-l_i  —  2JRr  «=  —  -4x— 1,    JBf  =  —  1 

Gr-l-i  —  2Cx  =  —  ^«—1,      64=  1 

2),+,— 22),=  — C,-,,    A  =  — 1 


bestimmen. 

Aus  der  Relation: 

findet  man  für  y^,  y^y  y^j  *  . .  bestimmte  Werte.  Es  genügt  y^^  y^ 
und  y^  zu  kennen;  jedes  yx  für  x'>2  lässt  sieb  aus: 

y*+«  +  Pi  y«+»  +  i>ty*4-i  +  jpsy«  =  0 

bestimmen.    Die  Zahlen: 

y^y  Vu  Vty  ysf" 

bilden  eine  rehurrerUe  BeiJie^^),  weil  vier  successive  Glieder  linear  mit 
konstanten  Koeffizienten  verbunden  sind. 

In  seinen  Vorlesungen  zeigte  P.  L.  TschebyscJieff  die  feigende  An- 
wendung der  Dififerenzengleichungen. 

Man  soll  bestimmen,  wie  gross  die  Anzahl  der  successiyen  Divi- 
sionen sein  kanU;  um  den  grossten  gemeinschaftlichen  Teiler  zweier 
Zahlen  a  und  b  zu  finden  [I  C  1,  Nr.  1]. 

Es  sei: 

Die  Anzahl  der  Divisionen  ist  hier  n. 

Weil  alle  Quotienten  grösser  oder  gleich  1  sind^  so  ist: 

Mit  Hülfe  der  Zahlen: 
yo  =  0,    y^  =  l,    y,  =  yo  +  yi  =  l;    »3  =  ^1+^8  =  2,... 
lassen  sich  diese  Ungleichheiten  in  folgender  Weise  schreiben: 
rn  =  yof    r«-i>yi,     r»_2:^yj,.  ..,6^y«. 
Für  ynt  >  6  ist  n  <  m. 


31)  „CantoT^*  8,  p.  375  ff.    Eine  systematische  Behandlung  der  rekurrenten 
Reihen  giebt  M.  d'Ocagne,  J.  6c.  polyt.  cah.  64  (1894),  p.  161. 


ist: 
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Die  Losung  der  Gleichung: 

Vx+i  —  y:c-\-i  —  yz  =  0     (yo  =  0,  y^  =  1) 


-Ä[C-^)"+(^)'] 


1/6 

Es  genügt,  dass  m  die  Bedingung: 

fi(^">' 

erfOlli  Daraus  folgt  der  Satz  Ton  G.  Lame:  Die  AnisaM  der  Divir 
sumeiiy  die  OMSJSuführefi  ist,  um  den  grössten  gemeinschaftlichen  Teiler 
der  ZcJüen  a  und  b  (a  >  &)  zu  finden,  ist  Meiner  als  die  fünffache  Änr 
zahl  der  Ziffern  der  ZaJd  6.*^ 


32)  Lame  hat  diesen  Satz  auf  elementarem  Wege  bewiesen,  Par.  C.  R.  19 
(1844),  p.  867. 


(Abgeschlossen  im  April  1901.) 
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Monographie:  J.  Lüroih,  Vorlesungen  über  numerisches  Rechnen,  Leipzig  1900 
(„Lüroth").  

A.  Genaues  Reclmen. 

In*  diesem  Abschnitt  sollen  allein  Verfahren  und  Hülfsmittel  zur 
Ausführung  von  Zahlenrechnungen ^  die  von  dem  Ergebnis  eine  be- 
liebige Anzahl  genauer  Ziffern  zu  finden  gestatten,  besprochen  werden. 

I.   Das  Bechnen  ohne  besondere  Torriclitangeii. 

Die  bei  uns  jetzt  allgemein  übliche,  weil  in  den  Schulen  gelehrte 
Art,  beim  schriftlichen  Rechnen  die  „vier  Spezies^  namentlich  die 
Multiplikation  und  Division  auszuführen^),  ist  wohl  am  leichtesten 
zu  lernen,  aber  nicht  die  unbedingt  vorteilhafteste.  Dem  Bestreben, 
entweder  die  Schreibarbeit  zu  vermindern  und  die  Schnelligkeit  aufs 
höchste  zu  steigern,  oder  das  Rechnen  möglichst  zu  erleichtem,  oder 
sonst  einen  bestimmten  Zweck  zu  erreichen,  sind  die  Verfahren  ent- 
sprungen, die  wir  im  folgenden  zu  betrachten  haben. 

1)  Sie  setzt  nur  die  Fähigkeit  voraus,  einziffrige  Zahlen  im  Kopfe  zu 
addieren,  zu  subtrahieren  und  mit  einander  zu  multiplizieren.  Addition  und 
Subtraktion  werden  bei  derselben  immer,  die  Multiplikation  in  der  Regel  von 
rechts  nach  links  ausgeführt,  d.  h.  bei  den  Ziffern  niedersten  Ranges  begonnen; 
das  Subtrahieren  geschieht  entweder  durch  ziffemweises  Abziehen  des  Sub- 
trahenden vom  Minuenden,  oder  aber  durch  Hinzuzählen  zum  Subtrahenden 
(Subtrahieren  durch  Ergänzen:  auch  beim  Dividieren  in  Betracht  kommende 
sog.  östreichische  Rechenmethode,  vgl.  A.  Sadowski,  Die  Östreichische  Rechen- 
methode .  .  . ,  Progr.  Altst.  Gymn.  Königsberg  i.  Pr.  1892);  beim  Multiplizieren 
werden  der  Reihe  nach  die  Produkte  des  Multiplikanden  mit  den  einzelnen 
Ziffern  des  Multiplikators  gebildet,  in  richtiger  Stellung  untereinander  ge- 
schrieben und  addiert,  beim  Dividieren  die  Produkte  des  Divisors  mit  den  ein- 
zelnen Ziffern  des  Quotienten  von  den  Partialdividenden  subtrahiert,  die  Reste 
darunter  geschrieben. 


^ 
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1.    Geordnete  Multiplikation  und  Division.    Die  Ziffern  zweier 
dekadisch  geschriebenen^)  Zahlen  und  ihres  Produkts  seien  (bei  den 

Einem  angefangen)  «0,01,0^,  . . .,  6q,  61,  *«;  •  •  •>  ^^^  ^o>  ^1?  ^;  •  •  •  *)• 
Dann  ist 

Co+CilO+C2aO«+...=(ao+ai40+a5j.lO«+.")(6o+&rlO+62-10«+"-) 

=«o*o+K&i+«i6o>10+(ao?>2+ai6i+a2&o).102+.... 

Also  wird  Cq  durch  die  Einer  von  a^jQ  geliefert;  man  muss  die  von 
00  6q  etwa  übrig  gebliebenen  Zehner,  als  Einer  aufgefasst,  zu  (»ofei+öfifto) 
addieren  und  von  der  Summe  die  Einer  nehmen,  um  q  zu  erhalten  u.s.w. 
Auf  diese  Weise  ist  es  möglich,  von  dem  Produkt  zweier  Zahlen 
Ziffer  um  Ziffer  zu  finden,  ohne  dass  man  nötig  hat,  ii^end  ein 
Zwischenergebnis  zu  schreiben,  wenn  man  im  Stande  ist,  zweistellige 
Zahlen  im  Kopfe  zu  addieren^).  Praktisch  wertvoll  ist  eine  auf 
J.  Fouriei'^)  (wenn  nicht  weiter)  zurückgehende  Bemerkung:  Hält  man 


2)  D.  h.  in  unserem  gewöhnlichen  Zahlensystem  mit  der  Grundzahl  (Basis)  10. 
Ist  B  die  Grundzahl,  so  hat  die,  .  .  .  a^ti^a^aQ^  a_iA_2  *  *  *  fiT^schriebene  Zahl 
den  Wert 


«-1    .    «-8 


Über  vom  dekadischen  abweichende  Zahlensysteme,  Ton  denen  man  Spuren  bei 
einzelnen  YGlkem  gefunden  hat,  s.  H,  Hankd,  Zur  Gesch.  der  Math.,  Leipz.  1874, 
p.  20,  sowie  M.  Cantor,  Vorl.  üb.  Gesch.  der  Math.  1,  2.  Aufl.,  Leipzig  1894,  p.  8 f. 
Es  besteht  die  Thatsache,  dass  unser  Zahlensystem  nicht  das  für  das  Bechnen 
geeignetste  ist,  weshalb  wiederholt,  selbst  in  neuester  Zeit,  vorgeschlagen  worden 
ist,  ein  Zahlensystem  mit  anderer  Basis  —  am  geeignetsten  wäre  12  oder  8, 
aber  auch  16  und  6  haben  Fürsprecher  gefunden  —  zu  benützen.  Über  die 
Geschichte  dieser  Bestrebungen  Tgl.  E.  Ullrich,  Das  Bechnen  mit  Duodezimal- 
zahlen, Progr.  Bealsch.  Heidelberg  1891.  Weitere  Litteratur:  John  W.  Nystrom, 
Project  of  a  new  System  of  arithmetic  .  .  .  with  sixteen  to  the  base,  Philadel- 
phia 1862;  W.  Waohey  Johnson,  Octonary  numeration,  New  York  Bull.  M.  Soc.  1, 
1891/92,  p.  12;  E.  Gelin,  Du  meilleur  Systeme  de  numeration  .  .  .,  Mathäsis  (2) 
6  (1896),  p.  161.   S.  auch  Intermädiaire  des  mathämaticiens  6  (1899),  p.  133—136. 

3)  Bios  der  Einfachheit  wegen  sind  hier  ganze  Zahlen  vorausgesetzt;  bei 
der  Multiplikation  von  Dezimalbrüchen  lässt  man  das  Komma  zunächst  ausser 
Acht  und  setzt  es  nachträglich  an  die  richtige  Stelle. 

4)  Diese  Methode,  die  schon  den  Indem,  welche  sie  die  „blitzbildende^^ 
nannten,  im  6.  Jahrh.  n.  Chr.  bekannt  war  und  die  im  Mittelalter  unter  dem 
Namen  „kreuzweise  Multiplikation"  auch  bei  uns  geübt  wurde  (s.  etwa  M.  Cantor, 
Yorl.  üb.  Gesch.  der  Mathem.,  insbes.  Bd.  1,  p.  671;  Bd.  2,  2.  Aufl.,  Leipzig  1900, 
p.  9),  ist  im  19.  Jahrhundert  des  öfteren  wieder  entdeckt  und  mit  verschiedenen 
Namen  (z.  B.  symmetrische  Multiplikation,  kolligierende  Multiplikation)  belegt 
worden. 

6)  Analyse  des  ^uations  dätermin^es^  Paris  1830,  p.  190.  Vorbereitet 
durch  die  Regel  von  W.  Oughtred,  s.  Nr.  25,  Anm.  216. 
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den  mit  verkehrter  Ordnung  der  Ziffern  auf  ein  besonderes  Blatt  ge- 
schriebenen Multiplikator  so  über  den  Multiplikanden^  dass  die  Einer- 
ziffer des  ersteren  über  die  Ziffer  mit  dem  beliebigen  Range  i  kommt 
und  multipliziert  je  zwei  alsdann  über  einander  befindliche  Ziffern^  so 
ergeben  sich  die  jenem  Range  entsprechenden  Teilprodukte*),  z.  B. 

verkehrter  Multiplikator:  b^b^b^ , . . 

Multiplikand:     . . .  (i^a^a^Of^ 

Teilprodukte  vom  Range  t  ==»  2:    aQb^,  a^b^,  a^b^. 

Die  Umkehrung  dieses  MultipUkationsverfahrens  büdet  die  von 
J.  Fourier  für  Zwecke  der  Auflosung  numerischer  Gleichungen 
[IB  3a^  bes.  Nr.  9]  erfundene  geordnete  Division''),  die  zwar  grössere 
Übung  und  Aufinerksamkeit  erfordert,  als  die  gewöhnliche,  aber  den 
Vorzug  hat,  dass  von  dem  Divisor  immer  nur  so  viele  Ziffern  benützt 
werden,  als  jedesmal  notig  sind,  um  die  nächste  Ziffer  des  Quotienten 
mit  Sicherheit  zu  erhalten. 

2.  Komplementäre  Multiplikation  und  Division.  Das  Produkt 
zweier  Zahlen  lasst  sich  manchmal  bequemer  als  auf  andere  Art  nach 
der  Regel ^)  finden:  Man  zerlege  die  Summe  der  beiden  Zahlen  in 
zwei  Teile,  deren  Produkt  leicht  gefunden  werden  kann  und  füge 
diesem  Produkt  dasjenige  der  Differenzen  aus  den  gegebenen  Zahlen 
und  einem  der  Teile  hinzu.     Ist  nämlich 

a  -f-  6  =  ö^'  +  ft'j 

6)  Diese  „Papierstreifenmethode**  ist  überall  nützlich,  auch  beim  Rechnen 
mit  Buchstaben,  wo  man  es  mit  nach  Potenzen  einer  Grösse  geordneten  Reihen 
zu  thun  hat,  z.  B.  in  der  Theorie  der  algebraischen  Zahlen  [I  C  4  a]. 

7)  Analyse  des  äquations  d^termin^es,  Paris  1830,  p.  188;  s.  auch  z.  B. 
Ä.  Cauchy-C.  jSb^u^^  Vorlesungen  über  Differentialrechnung,  Braunschweig  1886, 
Anhang,  p.  327;  „Lüroth**  §  17  flg.  Einige  der  Anfangsziffem  des  Dirisors 
werden  durch  Überstreichen  als  „bezeichneter  Divisor**  abgesondert;  ist  hierzu 
blos  eine  Ziffer  genommen,  so  unterscheidet  sich  das  Verfahren  (das  sich 
nicht  in  Kürze  beschreiben  l&sst)  nur  äusserlich  —  die  Reste  der  Partialdivi- 
denden  werden  unterwärts,  nicht  überwärts  geschrieben  —  yon  der  häufig  ver- 
kannten indisch-mittelalterlichen  Divisionsmethode.  Fast  ganz  mit  letzterer 
stimmt  die  „symmetrische  Division**  von  C.  J.  Giesing  (Neuer  Unterricht  in  der 
Schnellrechenkunst,  Döbeln  1884)  überein,  nur  dass  Giesing  die  nötigen  Sub- 
traktionen im  Kopfe  ausführt.  Abgesehen  von  der  Verallgemeinerung  der 
Methode  hat  Fourier  das  Verdienst,  ein  Kennzeichen  dafür  gegeben  zu  haben, 
ob  die  jeweils  gefundene  Ziffer  des  Quotienten  zuverlässig  ist. 

8)  Nach  Ä.  Cauchy  (Par.  C.  R.  20,  1846,  p.  280)  «  Oeuvres  (1)  9,  p.  6, 
der  diese  Regel  in  den  Par.  CR.  11  (1840),  p.  789  »  Oeuvres  (1)  5,  p.  431  auf- 
gestellt hatte,  kommt  sie  in  einem  Buche  von  Berthevin  über  die  Anwendung 
der  Komplemente  in  der  Arithmetik  (1888)  vor. 
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I 

so  hat  man 

ab  =  a'V+ia  —  a')  (b  —  a')  =  aV+  (a  —  V)  (b  —  6')- 
Während  diese  und  ähnliche  Methoden  komplementärer  Multiplikation, 
von  denen  sich  schon  im  römischen  und  griechischen  Altertum  Spuren 
finden^),  nur  gelegentlich  Vorteil  bringen,  ist  die  komplementäre 
Division  von  allgemeiner  Anwendbarkeit.  Römischen  Ursprungs  und 
im  Mittelalter  viel  geübt*®),  ist  sie  von  Ä.  L,  CreUe^^)  wieder  vor- 
geschlagen und  verbessert  worden.  Auf  Grund  des  Gedankens,  dass 
Additionen  leichter  und  sicherer  zu  vollziehen  sind,  als  Subtraktionen, 
wird  statt  des  Divisors,  dessen  Produkte  mit  den  einzelnen  Ziffern 
des  Quotienten  man  beim  gewöhnlichen  Verfahren  nach  und  nach 
vom  Dividenden  abzuziehen  hat,  die  Er^nzung  des  Divisors  entweder 
zur  nächst  höheren  Potenz  von  10  oder  zur  nächst  höheren  Zahl  mit 
einer  einzigen  geltenden  Ziffer  genommen,  wodurch  die  Subtraktionen 
sich  in  Additionen  verwandeln"). 

3.  Umgehung  der  Diviflion.  Zur  Verwandlung  echter  Brüche 
in  Dezimalbrüche  hat  Ä,  Cauchy^^)  folgende  Regel  gegeben:  Nachdem 
auf  gewöhnliche  Weise  die  zwei  oder  drei  ersten  Ziffern  gefunden 
sind,  multipliziere  man  die  erhaltene  Gleichimg  wiederholt  mit  dem 
Rest  und  kombiniere  die  neuen  Gleichungen  mit  der  ursprünglichen. 
Man  bekommt  so  bei  jedem  neuen  Schritt  imgefähr  doppelt  so  viele 
genaue  Ziffern,  als  vorher  bekannt  waren.    Beispiel: 

Diese  Gleichung  mit  dem  Rest  2  wiederholt  multipliziert,  giebt 

-f  =  0,28i-,  4-  =  0,56l-0^7|, 
somit 

y  =  0,142857  142857  . . . 


9)  M.  Cantor,  Vorl.  üb.  Qeach.  der  Mathem.  1,  p.  404,  492,  789,  866;  2, 
p.  66  imd  Register. 

10)  M.  Cantor,  Vorl.  üb.  (^esch.  der  Mathem.  1,  p.  544,  817  und  Register. 

11)  J.  f.  Math.  13  (1835),  p.  209. 

12)  Man  kann,  ähnlich  wie  bei  der  „Ostreichischen  Rechenmethode**  (Anm.  1), 
das  Schreiben  der  Partialprodukte  ersparen,  indem  man  letztere  sofort,  w&hrend 
man  sie  büdet,  im  Kopfe  addiert,  aber  es  besteht  dann  derselbe  Nachteil,  dass, 
wenn  im  Quotienten  die  gleiche  Ziffer  mehrmals  auftritt,  das  betreffende  Partial- 
produkt  ebenso  oft  auszurechnen  ist. 

18)  Par.  C.  R.  11  (1840),  p.  847  =  Oeuvres  (1)  5,  p.448;  Cauchy  geht  von 
dem  Gedanken  aus,  dass  die  JVeu^ton'sche  Annäherungsmethode  zur  Auflösung 
numerischer  Gleichungen  [s.  I B  8  a,  Nr.  10]  schon  bei  linearen  Gleichungen  an- 
gewendet werden  kann. 
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Nachdem  für  die  Division  mit  gewissen  Zahlen^  wie  9^  mehrfietch 
besondere  Regeln  gegeben  worden  waren^  hat  J,  F<ynXes^^^  allgemein 
die  Frage  untersucht^  in  wie  weit  die  arithmetische  Division  entbehr- 
lich ist,  d.  h.  wie  Quotient  und  Best  der  Division  einer  beliebigen 
Zahl  durch  eine  andere  bei  geeigneter  Beschaffenheit  der  letzteren 
durch  einfachere  Operationen  direkt  gefunden  werden  können. 

4.  Besohränkong  in  den  verwendeten  Ziffern.  Zur  Verein- 
fachung der  Multiplikation  hat  A»  Cauchy  ^^)  vorgeschlagen,  mindestens 
im  Multiplikator  statt  der  Ziffern  6,  7,  8,  9  ihre  negativen  Ergän- 
zungen zu  10  einzuführen^^),   sodass  man  nur  Multiplikationen  mit 

2,  3,  4  =  2-2  und  5  =  ^   vorzunehmen  oder   eigentlich   nur  noch 

mit  2  und  3  zu  multiplizieren  und  mit  2  zu  dividieren  hat.  Bei  der 
Addition  und  Subtraktion  ist  der  Gebrauch  negativer  Ziffern  von  ge- 
ringem Nutzen,  bei  der  Division  im  allgemeinen  nicht  zu  empfehlen. 
Nach  Ed.  Coüignon  ^^)  lässt  sich  die  Multiplikation  zweier  Zahlen  auch 
erleichtem  durch  die  (höchstens  drei  Glieder  erfordernde)  Zerlegung 
des  einen  Faktors  in  Zahlen,  die  nur  aus  den  Ziffern  0, 1,  2, 5  zu- 
sammengesetzt sind  (z.  B.  7289795  =  5200005  -f-  2100000  —  10210 
=  5255555  -f-  2022220  +  12020). 

IL   Numerische  Tafeln  ^^). 

5.  Froduktentafeln.  Sie  werden  auch  Pythagoräische  Tafeln 
genannt  und  haben   zwei  Einenge  fiir   die  Zahlen  x  und  y,   deren 


14)  A880C.  fran9.  21*,  Pau  1892,  p.  182.  Font^  erläutert  sein  Verfahren 
an  der  Division  durch  99,  37  und  499. 

15)  Par.  C.  R.  11  (1840),  p.  796  «  Oeuvres  (1)  5,  p.  438. 

16)  Die  negativen  Ziffern  werden  überstrichen.  Die  nötige  Umwandlung 
einer  Zahl  geschieht,  indem  man  rechts  anfangend  jede  Ziffer,  die  grösser  als  5 
ist,  durch  ihre  Ergänzung  zu  10  mit  einem  Strich  darüber  ersetzt  und  die  links 
davon  stehende  Ziffer  um  1  erhöht,  z.  B.  187647  ^  2J2458.  E.  Selling  (Eine 
neue  Rechenmaschine,  Berlin  1887,  p.  16)  empfiehlt,  1,  2,  3,  .  .  .  zu  lesen:  Huss- 
eins, mizwei,  midrei  .  .  . ,  oder  auch:  abeins,  abzwei,  abdrei  u.  s.  w. 

17)  Annales  ponts  chauss^s  (7)  5  (1893),  1.  s^m.,  p.  790.  Ein  ähnliches 
Verfahren  scheinen  übrigens  nach  M.  Cantor,  Vorl.  üb.  Gesch.  der  Mathem.  1, 
p.  670,  schon  die  Inder  gekannt  zu  haben. 

18)  Es  wird  nur  von  Hülfstafeln  die  Rede  sein,  die  das  Rechnen  im  all- 
gemeinen zu  erleichtem  bestimmt  sind,  dagegen  z.  B.  nicht  von  Tafeln  für  die 
besonderen  Zwecke  der  Zahlentheorie  [s.  I  C].  Monographien:  A.  De  Morgan 
English  Cjclopaedia,  London  1861,  Artikel  „Tables*^;  J.  W.  L.  Glaisher,  Report 
of  the  Committee  on  mathematical  tables  (Brit.  Assoc.  Report  1873),  London 
1878. 
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Produkte  xy  sie  enthalten.  Wie  in  den  vorhergehenden  Jahrhunderten, 
bilden  sie  noch  immer  das  verbreitetste  Erleichterungsmittel  des  Zahlen- 
rechnens; in  der  Ilegel  sind  sie  bei  Multiplikation  und  Division  gleich 
gut  verwendbar.  Ganz  abgesehen  von  den  für  Unterrichtszwecke  be- 
stimmten ^^inmaleinstafeln^'  giebt  es  schon  solche,  bei  denen  ein 
Faktor  einstellig  ist,  der  andere  nur  bis  Hundert  geht^^.  Bis 
10  X 10000  reichten  von  älteren  bereits  eine  Tafel  von  J,  Dodson 
(1747)  ^),  von  neueren  zeigen  diesen  Umfang  diejenigen  von  2J.  Picarte 
(1861?)  ^1)  und  Th.  v.  Esersky  (5.  Ausg.  1874)»).  Die  obere  Grenze 
10x100000  haben  C.  A,  Bretschndder  (1841) «»),  S.  L.  Laundy  (1865)  «*) 
und  G.  Diakow  (1897)  *^  gewählt,  während  am  weitesten  in  dieser 
Richtung,  bis  10x10000000,  A.  L,  Grelle  in  seiner  wenig  bekannten 
,yErleichterungstafel"  geht^),  wenn  wir  von  einer  in  der  Anwendung 
sehr  umständlichen  Tafel  Ch.  Z,  Slonimshy^s  ^  mit  völlig  anderer  Ein- 
richtimg absehen,  bei  der  die  Zahl  der  Ziffern  des  zweiten  Faktors 
unbegrenzt  ist. 

Den  grössten  Ruf  gemessen   mit  Recht  A.  L.  CreUe^s  „Rechen- 
tafehi"*«),  die  alle  Produkte  bis  1000x1000  in  zweckmässiger  An- 


19)  Z.  B.  die  „kleine  Produktentafel'^  der  königl.  preuss.  Landesaufnahme, 
trigonom.  Abteilung,  Berlin  1897. 

20)  In  „The  calculator*',  London. 

21)  „Tables  de  multiplication^^  s.  Glaiaher  a.  a.  0.  p.  84. 

22)  ^ausgeführte  Multiplikation  und  Division*^,  St.  Petersburg  u.  Leipzig. 
Ein  Anhang  gestattet  noch,  den  zweiten  Faktor  bis  1111111  auszudehnen. 

23)  „Produktentafel . .  .*^  Hamburg  u.  Gotha. 

24)  „A  table  of  products  . . .",  London. 

25)  „Multiplikations-Tabelle*^  St.  Petersburg.  Sie  umfasst  1000  S.  quer 
Quart,  80  viel  wie  die  100  mal  so  weit  reichende  „Erleichterungstafel"  yon 
Crelle  *%  Laundy'8  Tafel  nur  10  S.,  BretschnMer^s  (ähnlich  wie  CrelWa  eingerich- 
tete) 100  S. 

26)  Berlin  1836.  Interessant  ist  die  Vorrede,  der  zufolge  beim  Drück  der 
Tafel  kein  Manuskript  benützt  worden  ist. 

27)  Dem  J.  f.  Math.  30  (1846)  beigefügt;  ebenda  p.  216  CreUe'B  Erklärung 
und  Beweis  des  zu  Grunde  liegenden  arithmetischen  Satzes.   Vgl.  auch  Anm.  96. 

28)  Sie  erschienen  zuerst  1820  in  zwei  Oktavbänden  von  etwa  900  S.;  die 
2.,  von  C.  Bremiker  besorgte  Ausgabe,  Berlin  1867  (7.  Ausg.  1896,  deutsch  u. 
französisch,  1.  englische  Ausg.  1897),  besteht  nur  noch  aus  einem  Band  mit 
460  S.  klein  Folio.  Auf  jeder  halben  Seite  befinden  sich  die  Produkte  der 
am  Kopfe  stehenden  (1-,  2-  oder  3-zif&igen)  Zahl  mit  den  Zahlen  von  1 — 999, 
wobei  leider  die  durch  10  teilbaren  Faktoren  nicht  berücksichtigt  sind.  Die 
Raumersparnis  gegenüber  der  ersten  Ausgabe  rührt  wesentlich  daher,  dass 
die  zwei  letzten,  den  Produkten  einer  und  derselben  Reihe  gemeinschaft- 
lichen Ziffern  abgetrennt  und  in  eine  besondere  Spalte  gesetzt  worden  sind. 
CrdU^s  Fortschritt  ist  ein  rein  technischer,  denn  die  zwar  noch  sehr  unhand- 
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Ordnung  geben.  Wenn  in  einer  Produktentafel  die  beiden  Faktoren 
zur  gleichen  Höhe  ansteigen,  kommt  jedes  Produkt  zweimal  vor  und 
die  Tafel  nimmt  daher  nur  halb  soviel  Baum  ein^  wenn  man  jedes 
Produkt  nur  einmal  schreibt.  Diesen  Gedanken  haben  C,  Gario- 
H.  C,  Schmidt  ^  und  A.  Henselm  ^  zur  Ausführung  gebracht^).  In 
manchen  I^en  erweisen  sich  Produktentafeln  bequemer,  bei  denen 
ein  Faktor  sich  nur  von  1 — 100  erstreckt,  der  andere  von  1 — 1000*^). 
Es  gab  solche  schon  im  18.  Jahrhundert,  z.  B.  von  Ch,  HMon^] 
•neuere  Tafeln  dieser  Art  sind  die  von  C.  L.  Petrick^)y  H.  Zimmer- 
moftn^),  CA.  Müller^)  und  L.  Zimmierma/nn^y  während  in  einer 

liehen  Tabnlae  ariihmeticae  TTPOI6A0AIPEZEQZ  universales  des  Hervoarth  von 
Hchenburg  aus  dem  Jahre  1610  (Beschreibung  und  Probe  z.  B.  in  JFV.  Unger, 
Methodik  der  prakt.  Arithmetik,  Leipzig  1888,  p.  127)  hatten  schon  dieselbe 
Ausdehnung. 

29)  „Zahlenbuch",  entworfen  von  C.  Ourio,  ausgeführt  u.  s.  w.  von  H,  C, 
Schmidt,  Aschersleben  1896;  Ä.  HenaeUn,  „Rechentafel",  Berlin  1897.  Um  das 
durch  die  veränderte  (bei  der  letzteren  Tafel  wohl  am  wenigsten  gelungene) 
Einrichtung  erschwerte  Aufsuchen  wieder  einigermassen  zu  erleichtem,  sind 
„Begisterzettel"  angebracht.  Dem  Vorteile,  weniger  Raum  zu  beanspruchen, 
steht  bei  diesen  Tafeln  ein  (bei  l&ngeren  Divisionen  ftihlbarer)  Nachteil  gegen- 
über: die  Vielfachen  einer  und  derselben  Zahl  sind  in  der  Regel  durch  die 
ganze  Tafel  zerstreut,  statt  wie  bei  CreUe  auf  einer  halben  Seite  bei  einander 
zu  stehen. 

80)  In  kleinerem  Umfange,  wie  es  scheint,  bereits  E.  PicairU  (1861?);  vgl. 
den  von  Glaitiher  (Anm.  18),  p.  84  angefahrten  Titel:  „Tableau  Pythagorique, 
^tendu  jusqu'ä  100  par  100,  sous  une  nouvelle  forme  qui  a  permis  de  supprimer 
la  moiti^  des  produits*'. 

81)  In  der  Mitte  zwischen  diesen  und  CreUe'a  Tafeln  stehen  einige  von 
kunstloser  Anordnung,  bei  denen  der  eine  Faktor  bis  rund  500  anwächst,  z.  B. 
die  1860  in  Oldenburg  ohne  Verfassemamen  erschienenen  „Multiplikationstabellen 
aller  Zahlen  von  1  bis  600**,  in  deren  Vorrede  auf  ein  französisches  Vorbild  aus 
dem  J.  1806  hingewiesen  wird,  femer  Oyon,  Tables  de  multiplication,  6*"**  M., 
Paris  1886  (2  Bde;  im  1.  geht  der  Multiplikand  von  2—600,  im  2.  von  501 
—1000). 

82)  Tafel  1  der  „Tables  of  the  products  and  powers  of  numbers . .  .'\ 
London  1781. 

88)  „Multiplikationstabellen,  geprüft  mit  der  Thomas'schen  Rechen- 
maschine . .  .**,  erste  Lieferung  1 — 1000,  Libau  1876.  In  den  folgenden  Liefe- 
rungen ist  der  zweite  Faktor  von  1001—2000,  2001—3000  u.  s.  w.  fortgefiibrt. 

34)  „Rechentafel . .  .**,  Berlin  1889. 

86)  „Multiplikations-Tabellen . .  .**,  Karlsruhe  1891.  Sie  sind  viel  handlicher 
als  34),  weil  eine  ähnliche  Anordnung,  wie  bei  CreUe^s  Rechentafeln  benützt  ist. 

86)  „Rechen-Tafeln*^  Liebenwerda  1895.  Durch  Absonderung  der  drei  letzten 
Ziffern  der  Produkte  ist  grosse  Kürze  erreicht  —  10  Doppelseiten,  statt  (wie  bei 
den  vorhergehenden  Tafeln)  deren  100  —  aber  die  Produkte  können  selten  fertig 
der  Tafel  entnonunen  werden,  sondern  es  muss  der  Überschuss  der  Hunderter^ 
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grösseren  Tafel  von  L.  Zimmermann^'')  und  derjenigen  von  J,  Riem^) 
beim  einen  Faktor  ebenfalls  100,  beim  anderen  10000  als  obere  Grenze 
genommen  ist.  Wegen  einer  Art  von  zusammensetzbaren  Produkten- 
tafeln vgl.  Nr.  12  (Apparate  von  SUmimshy,  Jofe  und  GenaiUe). 


6.  (Multiplikaticnstafeln  niit  einfachem  Eingang:)  Tafeln  der 
Viertelquadrate  und  der  Dreieckszahlen.  P.  S.  Laplace  hat  die  Frage 
aufgeworfen,  wie  durch  Benützung  von  Tafeln  mit  einfachem  Ein- 
gang die  Multiplikation  auf  Addition  und  Subtraktion  zurückgeführt 
werden  könne  *^.  Er  denkt  sich  xy  aus  einem  oder  mehreren  Gliedern 
der  Form  ^(X+F)  gebildet,  wo  X  eine  Funktion  von  x  allein, 
Y  eine  Funktion  von  y  allein  bedeutet.  Die  Annahme  xy  =  g){X'\-Y) 
führt  zu  den  Logarithmen  [s.  Nr.  27],  während  die  Annahme 
xy  =  g)(X  -}-  Y)  —  g>(X  —  Y)  einerseits  die  Lösung 

rry  =  I  [cos  (X-  F)  -  cos  (X  +  F)] 

mit  X  =  smX,y  =  sin  F  ergiebt,  auf  der  die,  vor  der  Erfindung  der 
Logarithmen  benützte  prosthaphäretische  Methode*^)  beruht,  anderer- 
seits die  Lösung") 

^y  =  T  K^  +  yy  —  (^  —  y)^- 


der  bis  zu  9  Einheiten  betragen  kann,  im  Kopfe  addiert  werden,  wodurch  die 
Sicherheit  und  Schnelligkeit  der  Rechnung  bedeutend  leidet. 

37)  ,,Rechentafeln . . .",  grosse  Ausgabe,  Liebenwerda  1896.  Die  vier  letzten 
Ziffern  der  Produkte  sind  ahgesondert;  zuweilen  ist  eine  Erhöhung  der  vorher- 
gehenden Ziffer,  aber  nur  um  eine  Einheit,  nötig. 

88)  „Rechentabellen  ftlr  Multiplikation  und  Division*^,  Basel  1897.  Die 
Produkte  sind  in  drei  Teile  zerlegt.  Durch  Benützung  von  Proportionalteilen 
können  auch  die  Produkte  von  2-ziffrigen  mit  5-ziffrigen  Zahlen  gefunden 
werden.  Der  Hauptunterschied  zwischen  87)  und  38)  besteht  darin,  dass  jede 
Doppelseite  in  letzterer  Tafel  die  Produkte  der  am  Eopf  stehenden  2-ziffrigen 
mit  allen  1-  bis  4-ziffrigen  Zahlen  enthält,  in  ersterer  die  Produkte  aller  1-  und 
2-ziffrigen  mit  hundert,  dieselben  Mittelziffem  enthaltenden  4-ziffiigen  Zahlen. 
Bei  der  Division  mit  2-ziffrigen  Zahlen  sind  deshalb  wohl  die  letzteren,  bei 
derjenigen  mit  8-  oder  4-ziffrigen  Zahlen  die  ersteren  vorteilhafter. 

89)  Sur  la  r^duction  des  fonctions  en  tables,  J.  ^c.  pol.  8,  cah.  15  (1809), 
p.  268. 

40)  S.  M.  Cantor,  Vorl.  üb.  Gesch.  der  Mathematik  2,  p.  454;  Ä.v.  Braun- 
müM,  Zeitschr.  Math.  Phjs.  44,  1899,  Suppl.  p.  15. 

41)  J,  J.  Sylvester  hat  im  Phil.  Mag.  (4)  7  (1854),  p.  480  die  Ausdehnung  der 
zweiten  Formel,  J.W.L.  Glaisher  ebenda  (5)  6  (1878),  p.  331  diejenige  der 
ersten  auf  n  Faktoren  gegeben  (weniger  allgemein  beide  Arten  von  Formeln 
schon  bei  J.  B.  Gergonne,  Ann.  de  math.  7  (1816/1817),  p.  157).  Im  Falle  n^S 
ist  z.  B. 
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Den  Gebrauch  dieser  Formel  unter  Zuhülfenahme  einer  Quadrattafel 
hatte  schon  1690  L,  J.  Ludolff*^  gelehrt;  eine  Vereinfachung,  der 
Schreibweise 

xfi  =  (^  +  y)'  _  (^  --  y)' 

y       4  4 

entsprechend,  brachten  die  Tafeln  der  Viertelquadrate  *^.  Eine  solche, 
bis  zum  Argument  20000  gehende  Tafel  gab  zuerst  Ä.  Vaisin  1817 
heraus**).  Ebenso  weit  reichten  die  Tafeln  von  J.  A.  P,  Bürger^, 
und  J.  J.  Centnerschwer^),  dagegen  bis  30000  die  von  J.  Ph.  ÄuZtl*^), 
bis  40000  die  von  J.  M.  Merpatd^),  bis  100000  die  von  S,  L,  Zawnrfy  *»). 
Die  beste  Tafel  der  Viertelquadrate  hat  J.  Blater  herausgegeben^). 
Sie  geht  bis  200000,  liefert  also  noch  die  Produkte  5-ziffriger  Fak- 
toren bis  auf  die  letzte  Stelle  genau.  Eine  derartige  Tafel  wird 
nämlich  in  Stand  setzen,  zwei  Zahlen  mit  n  Ziffern  zu  multiplizieren, 
wenn  ihre  Summe,  deren  obere  Grenze  2  •  10"  betragt,  sich  noch  im 
Eingang  der  Tafel  findet.  Nach  J.  W,  L.  Glaisher^^)  leistet  eine  halb 
so  um&ngreiche  Tafel  der  Dreieckszahlen  dieselben  Dienste;  denn  ist 

Tg  die  zu  x  gehörige  Dreieckszahl,  d.  h.  T«  =  Ya;(a?  -f-  1),  so  hat  man 

^y  =  ^«  +  ^y— 1  —  ^«— y  =  Tx—l  '\'  Ty  —  T«— y_-l  , 


24o6c  =  (a  +  6  +  c)«  — (6  +  c  — a)»  — (c  +  a  — 6)»  — (a  +  i  — c)», 
sowie 

4  sin  a '  sin  5  •  sin  c 

=«  8in(6  -f-  c  —  a)  +  sin  (c  +  a  —  6)  +  sin  (a  -f-  ^  —  c)  —  sin  (a  +  &  +  <^)^ 
oder 

4  cos  a '  cos  h  '  cos  c 

«=  cos  (a  +  ^  +  c)  +  cos  (6  +  c  —  ö)  +  cos  (c  +  a  —  h) -\- cos  (a -{- b  —  c). 

42)  „Tetragonometria  Tabularia*^  Lipsiae  1690. 

43)  Der  bei  ungeradem  Argument  auftretende  Bruch  — -  wird  immer  weg- 

4 

gelassen,   sodass    die   eigentlich    dargestellte   Funktion    unstetig   ist,    nämlich 
f{2x)'^x\  f(2x  +  l)^x*  +  x. 

44)  „Tables  des  multiplications . . .",  Paris  1817. 

45)  „Tafeln  zur  Erleichterung  in  Rechnungen . .  .'\  Karlsruhe  1817. 

46)  ,,Neu  erfundene  Multiplikations-  und  Quadrat-Tafeln^*,  Berlin  1825. 

47)  „Neue  Multiplikationstafeln",  Leipzig  1862. 

48)  „Tables  Arithmonomiques",  Vannes  1832  (Arithmonome  —  Viertel- 
quadrat). 

49)  „Table  of  Quarter-squares  . .  .'^,  London  1856. 

50)  „Tafel  der  Viertel-Quadrate",  Wien  1887.  Durch  verschiedene  Kunst- 
griffe in  der  Anordnung  hat  sie  auf  200  Quartseiten  zusammengedrängt  werden 
können;  eine  dasselbe  leistende  Produktentafel  nach  Art  der  Grelle' sehen  würde 
10  000  Foliobände  umfassen. 

51)  Nature  40  (1889),  p.  575. 
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in  welcher  Formel  kein  grösseres  Argument;  als  die  grössere  der  ge- 
gebenen Zahlen  vorkommt  ^^).  Eine  für  diese  Anwendung  bestimmte 
Tafel  der  Dreieckszahlen  von  1 — 100000  hat  A,  Ärnaadeau^  be- 
rechnet. Zum  Dividieren  eignen  sich  die  Tafeln  der  Viertelquadrate 
und  der  Dreieckszahlen  nicht. 

7.  Quotienten-  und  Divisionstafeln.  Tafeln  zur  Verwandlung 
gemeiner  echter  Brüche,  die  nicht  bei  einer  bestimmten  Anzahl  von 
Dezimalen  stehen  bleiben  (über  derartige  s.  Nr.  33),  sondern  jedesmal 
die  Periode  des  Dezimalbruchs  vollständig  enthalten ,  giebt  es  von 
F.  TT.  C,  Bierstedt^),  K  Goodtoyn^)  und  Jf.  Fr,  Gauss^), 

Unter  dem  Namen  „Tafeln  der  konstanten  Ziffern"  hat  F,  Ccdza^'^) 
Hülfstafeln  im  Entwurf  bekannt  gegeben,  die  das  Dividieren  mit  3- 
und  ^-ziffi-igen  Zahlen  auf  unbedeutende  Additionen  und  Subtraktionen 
zurückführen,  ja  noch  bei  5-  bis  12-ziffrigem  Divisor  anwendbar  sind. 


> 

52)  Laphice  (Anm.  39)  kennt   diese  Lösung   nicht.     Sie   hat    den  Mangel, 

dreimaliges  Eingehen  in  die  Tafel  nötig  zu  machen,  um  welchen  Preis,  wie 
Glaisher  selbst  bemerkt,  mit  einer  «Tafel  der  Viertelquadrate  oder  noch  besser 
der  halben  Quadrate  dasselbe  zu  erreichen  wäre,  wenn  man  die  Formel 

ZU  Grunde  legte. 

63)  Bis  jetzt  ist  nur  ein  Bruchstück  mit  Erläuterungen  unter  dem  Titel 
„Tables  de  triangulaires  de  1  ä  100000 . .  .**,  Paris  1896,  veröffentlicht.  Die 
einzige  ältere  Tafel  scheint  die  von  E.  de  Jonctmrt,  De  natura  et  praeclaro  usu 
simplicissimae  speciei  numerorum  trigonalium. . .,  Hagae  Comitum  1762,  zu  sein, 
welche  bis  20000  geht. 

54)  „Dezimalbruch-Tabellen . .  .^',  1.  Teil,  die  Brüche  vom  Nenner  1  bis  zum 
Nenner  300  enthaltend  (mehr  nicht  erschienen),  Fulda  1812. 

56)  „Table  of  circles . . .",  London  1828;  giebt  nur  die  Ziffern  der  Periode, 
die  bei  der  Division  einer  ganzen  Zahl  durch  eine  ganze  Zahl  unter  1024  auf- 
tritt: sie  wird  durch  die  „Tabular  series  of  decimal  quotients . .  .'*  (8-stellig), 
London  1823,  ergänzt.  .  S.  Glaisher  (Anm.  18)  p.  31,  wo  auch  zwei  kleinere  Tafeln 
desselben  Verfassers  aus  dem  J.  1816  besprochen  sind. 

56)  „Tafel  zur  Verwandlung  gemeiner  Brüche  mit  Nennern  aus  dem  ersten 
Tausend  in  Dezimalbrüche*',  Werke  2,  p.  412 — 434,  Göttingen  1863.  Zum  Ge- 
brauch der  Tafel  sind  Kenntnisse  aus  der  (elementaren)  Zahlentheorie  nötig. 
Ein  Teil  findet  sich  als  tabula  m  in  den  Disqu.  arithm.,  Lipsiae  1801  (s. 
K.  Fr.  Gauss'  Untersuchungen  über  höhere  Arithmetik,  deutsch  hrsg.  von 
H.  Maser,  Berlin  1889),  woselbst  in  Art.  316  die  Erklärung. 

^7)  „Saggio  di  calcolazione  rapida  per  mezzo  delle  tavole  delle  cifre 
costanti**,  Napoli,  Bideri  (1893?).  Eine  Probe  nebst  Erklärung  giebt  G.  C.  Bara- 
veUi,  Nota  su  alcuni  aiuti  alla  esecuzione  dei  calcoli  numerici,  Boma  1895,  p.  19; 
in  verbesserter,  auch  zur  Multiplikation  geeigneter  Form  in  Zeitschr.  Math.  Phys. 
44  (1899),  p.  50. 
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8.  Tafeln  der  Quadrate,  Kuben  und  höheren  Potensen«  Tafeln 
der  Quadrate  aller  ganzen  Zahlen  bis  zu  einer  gewissen  Höhe,  mit 
denen  gewöhnlich  Tafeln  der  Kuben  in  mehr  oder  weniger  enger  Veiv 
bindung  zusammen  vorkommen^^  sind  fast  so  alt  und  zahlreich  wie 
Produktentafeln.  In  vielen  Tafelsammlungen  und  Taschenbüchern^ 
findet  man  (um  von  noch  kleineren  Tafeln  abzusehen)  die  Quadrate 
und  Kuben  der  Zahlen  bis  1000,  in  nicht  wenigen  Tafeln  auch  bis 
10000^).  Bis  zum  Quadrat  von  27000  und  Kubus  von  24000  ging 
6r.  A.  Jahn  *^).  Die  ausgedehntesten  Tafeln  dieser  Art  haben  wir  von 
J.  Ph,  Külik^)]  sie  enthalten  die  Kuben  sowohl  als  die  Quadrate 
aller  1-  bis  &-ziffiigen  Zahlen,  gehen  also,  was  die  Quadrate  betri£ft, 
zwar  nicht  über  L.  J,  Ludciff's  Tetragonometria  tabularia^,  bei  den 
Kuben  dagegen  über  die  Mheren  Tafeln  bedeutend  hinaus.  Quadrate 
bis  zur  gleichen  Höhe  können  auch  mittelst  der  Tafel  der  Viertel- 
quadrate  von  J,  Blaier^)  sehr  leicht  bestimmt  werden.  E.  Duhamd^ 
hat  ein  Tableau  herausgegeben,  das  die  Quadrate  der  Zahlen  bis 
Tausend  direkt,  diejenigen  der  Zahlen  bis  1  Milliarde  mittelst  weniger 
Additionen  und  Subtraktionen  finden  lasst. 

Den  höheren  Potenzen  von  2,  3  und  5  sowie  den  ersten  9  oder 
10  Potenzen  der  Zahlen  von  1  bis  100  beg^^et  man  in  mehreren 
Tafelsammlungen:  erstere  hat  z.  B.  Q,  Vega^)  und  in  Entlehnung 
von  ihm  J.  HiUsse  ^)  bis  2^,  3*^,  5%  letztere  ausser  den  genannten 


65)  Auch  Tafeln  der  Quadrat-  und  Kubikwurzeln;  über  diese,  wie  über 
Tafeln  der  auf  eine  bestimmte  ZaU  Yon  Stellen  verkürzten  Quadrate  oder 
höheren  Potenzen  s.  Nr.  84  u.  85. 

69)  Z.  B.  in  J.  Ä.  HiÜsse,  Sammlung  mathem.  Tafeln,  Leipzig  1840  und 
dem  „Taschenbuch  der  Mathematik*^  von  W.  Ligawski,  Berlin  1867,  8.  Aufl.  1898. 

60)  Wegen  ihrer  Korrektheit  hervorgehoben  werden  z.  B.  die  dem  „Manuel 
d'Architecture . .  .**  von  3f.  Siffwin  ain^  (Paris  1786)  angeh&ngten,  sowie  die 
„Tables  of  Squares,  cubes . .  /*  von  P.  Barlaw,  London  1840.  Die  ältesten  Qua- 
drat- und  Kubiktafeln  dieses  Umfangs  scheinen  die  dem  Werke  „De  centro 
gravitaüs**  von  P.  Guldin,  Yiennae  1686,  beigefflgten  zu  sein. 

61)  „Tafeln  der  Quadrat-  und  Kubikwurzeln  aller  Zahlen  von  1  bis  26600, 
der  Quadratzahlen  aller  Zahlen  von  1  bis  27000,  der  Kubikzahlen  aller  Zahlen 
von  1  bis  24000",  Leipzig  1889. 

62)  „Tafeln  der  Quadrat-  und  Kubik-Zahlen  aller  natürlichen  Zahlen  bis 
Hunderttausend  . . .",  Leipzig  1848.  Die  Eingänge  sind  für  die  Quadrat-  und 
Kubikzahlen,  welche  neben  einander  stehen,  gemeinsam.  Die  sehr  gedrängte 
Anordnung  hat  mit  der  von  CreUe'fi  Rechentafeln'^  Ähnlichkeit. 

68)  „Garr^s  et  radnes  carr^es*^  Marseille,  Barthelet  et  Co.,  ohne  Jahreszahl 
(1896?). 

64)  ,JiOgarithmisch-trigonometri8che  Tafeln*'  2,  2.  Aufl.,  Leipzig  1797. 

66)  „Sammlung  mathematischer  Tafeln**,  Leipzig  1840.    Die  Potenzen  von 
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Ch.  Huiton^^)  und  P,  Barlow^,  Eine  besondere  Tafel  der  12  ersten 
Potenzen  der  Zahlen  von  1  bis  1000,  von  J.  W.  L.  Glaisher^'^)  be- 
rechnet, ist  stereotypiert  (1874),  aber  bis  jetzt  nicht  veröffentlicht 
worden. 

9.  Faktoren-(I>ivi8oren-)Tafeln.  Nicht  blos  in  der  Zahlen- 
theorie [I  C  1,  Nr.  9],  sondern  auch  beim  gewöhnlichen  Rechnen  (be- 
sonders mit  grossen  Zahlen)  leisten  mitunter  Tafeln,  die  entweder 
alle  einfachen  Teiler  oder  wenigstens  den  kleinsten  Teiler  aller  Zahlen 
(allenfalls  mit  Ausnahme  der  durch  2,  3  oder  5  teilbaren)  bis  zu 
möglichster  Höhe  angeben,  treffliche  Dienste.  Vor  Beginn  des  19. 
Jahrhunderts  war  am  weitesten  A.  Felkel^  gekommen.  L.  Chemac^^) 
veröffentlichte  dann  die  einfachen  Teiler  der  Zahlen  bis  1020000, 
J,  Ch,  Burckhardt'^^)  die  kleinsten  Teiler  der  Zahlen  der  3  ersten 
Millionen,  während  diejenigen  der  7.,  8.  und  9.  Million  (die  letzte 
nicht  vollständig)  auf  Gauss*  Veranlassung  von  dem  Rechenkünstler 
Z.  Dase'^^)  berechnet  und  nach  dessen  Tode  (die  9.  Million  von 
H.  Bosenberg  ergänzt)  herausgegeben  wurden.  Die  Lücke  von  3 — 6 
Millionen  hat  J.  Glaisher'^^)  endgültig  ausgefüllt.  Während  nicht 
einmal  die  10.  Million  gedruckt  vorliegt,  befindet  sich  im  Besitz  der 
Wiener  Akademie   als  Manuskript  eine  den  Zahlenraum  von  3 — 100 


2  bis  2^^^  kommen  nach  Olaisher  (Anm.  18)  bei  J.  Hill,  Arithmetic  1745,  jede 
12.  Potenz  von  2  bis  2'"*  bei  W.  Shanks,  Contribution  to  Mathematics . . . , 
London  1853,  vor. 

66)  „New  Mathematical  Tables . .  .^\  London  1814. 

67)  S.  Glaisher  (Anm.  18),  p.  29. 

68)  „Tafel  aller  einfachen  Faktoren  der  durch  2,  3,  5  nicht  teilbaren  Zahlen 
von  1  bis  10000000;  1.  Teil,  enthaltend  die  Faktoren  von  1  bis  144000...", 
Wien  1776.  Der  2.  und  8.  Teil  (bis  336000  bezw.  408000)  ist  nur  in  wenigen 
Abdrücken  erhalten  geblieben.  Im  Manuskript  hatte  FeUcel  die  Tafel  bis 
2  Millionen  fertig. 

69)  „Cribrum  arithmeticum . . .",  Daventriae  1811. 

70)  „Tables  des  Diviseurs  pour  tous  les  nombres  du  deuxi^e  million . .  .*\ 

Paris  1814;    „ troisi^me  million .  . .",   Paris  1816;    „. . .  premier  million . . .", 

Paris  1817. 

71)  „Faktoren tafeln  für  alle  Zahlen  der  siebenten  Million , . .",  Hamburg 
1862;  die  achte  Million  erschien  1863,  die  neunte  1865. 

72)  „Factor  table  for  the  fourth  million*',  London  1879;  fifbb  million  1880; 
sizth  million  1883.  Ä.  L.  Crdle  und  J.  Ch.  Bwrckhardt  hatten  diesen  Teil  eben- 
falls berechnet.  Mehr  als  irgendwo  scheint  auf  diesem  Gebiet  durch  Wieder- 
holung schon  gethaner  Arbeit  Zeit  und  Kraft  verschwendet  worden  zu  sein. 
Vgl.  P.  SeeJhoff,  Geschichte  der  Faktorentafehi ,  Arch.  Math.  Phys.  70  (1884), 
p.  413. 
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Millionen  umfassende  Faktorentafel,  ein  von  J.  Ph,  Ktdik''^  hinter- 
Ip^wenes  Biesenwerk. 

Leicht  zugangliche  kleinere  Faktorentafeln  sind  u.  a.  die  in 
K  Zinmermann's  Rechentafel^)  (bis  1000),  in  J.  HoMb  Tables  de 
Logarithmes^^)  (bis  10841)  und  in  J.  Ä.  HiUsse^Q  Sammlung  mathe^ 
matischer  Tafehi'«^)  (bis  102000). 

nL   Reehenapparate  und  -Maschinen. 

Honographieen  mit  Abbildungen:  M.  cCOcagne,  Le  calcul  sim- 
plifi^  par  les  proc^&  mdcaniques  et  graphiques  [extrait  des  Annales 
du  Gonservatoire  des  Arts  et  Metiers  (2)  5,  6,  1893—1894],  Paris 
1894. —  W.  L  von  Bohl,  Apparate  und  Masdiinen  zur  mechanischen 
Ausf&hrung  arithmetischer  Operationen  (russisch),  Moskau  1896.  — 
Viele  Beschreibungen  und  Abbildungen  enthalt  auch:  W.  Dyck^  Katalog 
mathem.  und  mathem.-physikal.  Modelle,  Apparate  und  Instrument^ 
München  1892,  Nachtrag  München  1893. 

Mechanische  Vorrichtungen,  die  bestimmt  und  geeignet  sind, 
dem  Bechner  einen  kleineren  oder  grosseren  Teil  seines  Geschäftes 
abzunehmen  und  so  nicht  nur  eine  Ersparnis  an  geistiger  Arbeit^ 
sondern  auch  eine  grössere  Sicherheit  und  Schnelligkeit  herbei- 
zuführen, giebt  es  heute  in  überraschender  Zahl  und  Mannigfaltig- 
keit. Die  eigentlichen  Bechenmaschinen  insbesondere  haben  eine  grosse 
Bedeutung  erlangt  und  sind  zu  einem  unentbehrlichen  Werkzeug  von 
nicht  geringer  und  stetig  zunehmender  Verbreitung'')  geworden;  auf 
weiten  Gebieten  haben  sie  die  Anwendung  der  rechnenden  Mathematik 

78)  S.  Kul%k\  kurze  Mitteilung  in  den  Prager  Abb.  d.  böhm.  Ges.  d.  W.  (5) 
11  (1S60),  p.  24,  Fussnote,  sowie  Pet0«ar8  Bericht,  Wien.  Ber.  53*  (1866),  p.  460. 
um  Raum  zu  sparen,  bezeichnet  KuUk  (ähnlich  wie  Felkel)  die  Teuer  nicht  durch 
Ziffern,  sondern  durch  Buchstaben  Verbindungen,  deren  Bedeutung  einem  SchlQssel 
zu  entnehmen  ist. 

74)  Paris  1858;  nur  die  kleinsten  Teiler  der  durch  2,  S,  5  und  11  nicht 
teübaren  Zahlen. 

75)  Leipzig  1840;  die  betr.  Tafel  geht  auf  G.  Vega^^  oder  eigentlich 
J.  H.  Lawheri,  Zus&tze  zu  den  logarithm.-trigonom.  Tabellen...,  Berlin  1770 
zurück.  Ihre  Einrichtung  ist  für  sp&tere  {ßurckhardi,  Dose,  Glaisher)  vorbild- 
lich gewesen. 

76)  In  der  Litteratur  kommen  mehr  als  120  verschiedene  Konstruktionen 
vor.  Mögen  auch  die  meisten  davon  nur  in  Zeichnungen  oder  Modellen  vor- 
handen sein,  also  ihre  Lebensfähigkeit  nicht  bewiesen  haben,  so  beträgt  doch 
die  Zahl  der  ausgeführten  Rechenmaschinen  (deren  grösster  Teil  nur  gani 
wenigen  Systemen  angehört)  immerhin  4000,  während  am  Ende  des  18.  Jahr- 
hunderts kaum  über  16  Arten  mit  etwa  80  Exemplaren  zu  zählen  waren. 
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in  der  jetzigen  Ausdehnung  erst  ermöglicht  und  manche  Wissenschaft- 
liehe  Unternehmung  wäre  ohne  ihre  Hülfe  wahrscheinlich  nicht  in 
Angriff  genommen  worden;  ja  sie  fangen  an^  auf  die  Gestaltung  ge- 
wisser Formeln  und  Berechnungsweisen  einen  bestimmenden  Einfluss 
zu  üben^  so  wie  es  früher  die  Logarithmen  gethan  haben. 

Die  auf  dem  fraglichen  Gebiete  im  19.  Jahrhundert  erzielten 
Fortschritte  sind  von  zweierlei  Art.  Abgesehen  dayon^  dass  wegen 
Unkenntnis  der  früheren  Leistungen  nicht  wenige  Erfindungen  sich 
des  öfteren  wiederholt  haben,  galt  es  in  erster  Linie,  das  Über- 
kommene technisch  durchzubilden  und  zum  wirklichen  Gebrauch  ge- 
eigneter zu  machen  ^^);  auf  der  anderen  Seite  sind  auch  eine  Fülle 
wesentlich  neuer  Gedanken  aufgetaucht  und  teilweise  zur  Durch- 
führung gelangt.  Die  Entwicklung  ist  noch  nicht  abgeschlossen, 
sondern  in  den  letzten  Jahrzehnten  und  Jahren  wieder  in  lebhaften 
Fluss  gekommen. 

Vorrichtungen,  die  nur  Zwecken  des  Unterrichts  dienen,  nämlich 
Begriffe  und  Verfahren  des  gewöhnlichen  Rechnens  veranschaulichen 
sollen,  aber  trotzdem  fälschlicherweise  oft  Rechenmaschinen  genannt 
werden,  bleiben  im  folgenden  von  der  Betrachtung  ausgeschlossen. 

Die  Grenze  zwischen  Rechenapparaten  und  Rechenmaschinen  wollen 
wir  in  der  Weise  ziehen,  dass  wir  automatische  Zehnerübertragung 
[s.  Nr.  11  und  Nr.  14],  ausser  dem  Vorhandensein  von  Mechanismen 
überhaupt,  als  wesentlich  fQr  letztere  ansehen. 

a.   Bephenapparate. 

10.  Beohenbrett  (Abaons).  Das  Rechenbrett  —  6  äßa^  der 
alten  Griechen,  abacus  der  Römer  —  mit  auf  parallelen  Drähten, 
Stäben  oder  in  Rinnen  verschiebbaren  Kugeln,  Knöpfen  oder  dergl. 
zur  mechanischen  Ausführung  der  Addition  und  Subtraktion,  wurde 
bei  uns  noch  im  17.  Jahrhundert  zum  ernstlichen  Rechnen  benutzt^®), 
scheint  aber  seine  Bedeutung  für  Westeuropa  endgiltig  verloren  zu 
haben ''^.    In  Russland  dagegen  ist  es  unter  dem  Namen  Stschoty^), 

77)  In  dieser  Beziehung  sei  schon  hier  bemerkt,  dass  die  wichtigsten  Kon- 
struktionsteile der  heute  verbreitetsten  Rechenmaschinen  am  Ende  des  17.  Jahr- 
hunderts von  G.  W.  Leibniz  erdacht  worden  sind. 

78)  M.  Cantor,  Vorles.  üb.  Gesch.  der  Math.  1,  p.  120,  493  u.  Register.  — 
Indem  der  Rechnende  die  einzelnen  Summanden  —  mit  den  höchsten  Stellen, 
wie  beim  Sprechen,  beginnend  —  der  Reihe  nach  aufstellt,  erhält  er  zugleich 
die  Summe. 

79)  Bei  der  auf  Anregung  von  J.  V.  Poncekt^  welcher  als  Kriegsgefangener 
in  RuBsland  (1812 — 1814)  das  Rechenbrett  kennen  gelernt  hatte,  erfolgten  Ein- 
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bei  den  Chinesen  als  suan-pan  (Bechenwanne)^  bei  den  Ji^Mmern  als 
Soro-Ban®^)  noch  in  allgemeinem  Gebrauch.  G.  van  der  Oabdente  hat 
die  Verwendbarkeit  eines  Rechenbrettes  allgemeinerer  Form  beim 
Bechnen  in  nicht-dekadischen  Zahlensystemen  gezeigt®^. 

11.  Sonstige  Addition«-  (beaw.  Sabtraktions-)Apparate  ohne 
selbetthfttige  Zehnerübertragong.  Beim  Rechenbrett,  wo  die  Ein- 
heiten der  verschiedenen  Ordnungen  durch  Kugeln  dargestellt  sind^ 
ist  es  beim  Setzen  oder  Addieren  einer  Zahl  notwendig,  die  den 
einzelnen  Ziffern  entsprechenden  Anzahlen  von  Kugeln,  wenigstens 
durch  schnelles  Überblicken,  wirklich  zu  zahlen.  Bei  den  folgenden 
Apparaten  dagegen,  welche  Vorstufen  der  Additionsmaschinen  bilden 
[s.  Nr.  15],  sind  im  einfachsten  Falle  die  natürlichen  Zahlen  bis  zu 
irgend  einer  Hohe  in  gleichen  Zwischennlumen  auf  einer  geraden 
oder  in  sich  beweglichen  krummen  Linie  angebracht,  wobei  als  Trager 
der  so  erhaltenen  Skala  u.  a.  ein  Stab,  ein  Band,  eine  kreisförmige 
Scheibe  genommen  sein  kann.  Das  Weiterzahlen  oder  Addieren  ge- 
schieht dann  entweder  durch  Fortbewegen  eines  Zeigers  an  der  Skala  ^), 
oder  umgekehrt  durch  Bewegung  der  Skala  (z.  B.  unter  einem  Fenster, 
in  welchem  immer  nur  eine  Zahl  derselben  erscheint),  und  kann  — 
worin  der  Ebiuptunterschied  gegenüber  dem  Rechenbrett  liegt  —  durch 
Benützung  einer  zur  ersten  kongruenten  Skala  zu  einem  rein  mechar 
nischen  gemacht  werden^). 


führung  desselben  in  die  Schulen  ist  es  zu  einem  Anschauungsmittel  herab- 
gesunken. Neuere  Versuche,  ihm  wieder  Eingang  in  die  Praxis  zu  yerschaffen 
(vgl.  A.  B.  van  Loehr,  Osterr.  Eisenbahnzeitung  1897,  p.  9),  werden  schwerlich 
ein  besseres  Ergebnis  haben;  auch  wäre  zu  erwägen,  ob  die  russische  Form  mit 
10  Kugeln,  oder  die  chinesisch-japanische  mit  6  oder  7  Kugeln  in  jeder  Reihe, 
Yon  denen  5  je  Eins,  die  übrigen  je  Fünf  bedeuten,  den  Vorzug  verdient. 

80)  Dieses  Wort  ist  plurale  tantnm.  Wegen  einiger  Abarten,  die  zur  An- 
wendung beim  Multiplizieren  und  Dividieren  vorgeschlagen  worden  sind,  vgl. 
van  BM  p.  8,  9. 

81)  Über  das  Rechnen  damit  (einschliesslich  des  Ausziehens  von  Wurzeln) 
vgl.  Ä.  Westjphal,  Mitteilungen  der  deutschen  Oesellscb.  f.  Natur-  u.  Völker- 
kunde Ostasiens  in  Tokio,  1875,  Heft  8,  p.  27. 

82)  Arch.  Math.  Phys.  (2)  11  (1892),  p.  213. 

83)  Ein  ähnlicher  Gedanke  findet  sich  schon  im  Anfang  des  14.  Jahr- 
hunderts bei  dem  Rechenbrett  von  Jean  de  Mwrs  (oder  de  3feurs),  s.  Alfred 
Nagl,  Zeitschr.  Math.  Phys.  34  (1889),  Suppl.  p.  141. 

84)  Der  Gedanke,  die  Addition  durch  Verschieben  eines  gleichmässig  ge- 
teilten Massstabes  an  einem  zweiten  auszuführen,  ist  unbekannten  Ursprungs, 
aber  jedenfalls  alt.  J.  C.  Houzeau,  Fragment  11  sur  le  calcul  num^rique,  Bmz. 
Bull.  (2)  40  (1875),  p.  74,  empfiehlt  die  „addition  au  ruban'\  welche  in  Bank- 
häusern angewendet  werde:  man  misst  mit  einem  Massstab  an  einem  ebenso 
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Zusammengesetzte  Apparate  dieser  Art^  welche  z.  B.  f&r  die  Einer^ 
Zehner  u.  s.  w.  je  eine  besondere  Skala  besitzen,  ermöglichen  auch 
die  Addition  yielziffriger  Zahlen.  So  besteht  der  Apparat  von  Kummer 
(1847)®^),  wie  verschiedene  ältere^)  und  neuere,  aus  parallelen,  in 
Nuten  verschiebbaren  Stäbchen,  derjenige  von  Lagrous  (1828)®')  aus 
konzentrischen  Kreisringen,  der  von  Ljakoff^)  und  der  „Ribbon*s 
Adder^®^)  von  Ch,  Webh  aus  Bändern,  die  über  Rollen  laufen.  Der 
wunde  Punkt  ist  die  sogenannte  Zehnerübertragung:  Wird  z.  B.  7  zu 
46  addiert  durch  Weiterbewegen  der  auf  6  stehenden  Einerskala  um 
7  Stellen,  so  wird  der  Apparat  nur  43  zeigen,  wenn  der  Rechner 
nicht  mit  der  Hand  die  nötige  Erhöhung  der  Zehner  um  eine  Ein- 
heit ausführt.  Oft  ist  nur  eine  Regel  gegeben,  wie  man  sehen  kann, 
ob  eine  Zehnerübertragung  stattfinden  muss;  letztere  erfolgt  mecha- 
nisch bei  dem  oben  genannten  Apparat  von  Kumm^Tj  dessen  Ein- 
richtung auch  einen  Bestandteil  mehrerer  Arithmographen  (z.  B.  der 
von  Troncet  und  BoUee^  s.  Nr.  13,  bes.  Fig.  3  bei  J?)  bildet. 

Mit  den  meisten  dieser  Apparate,  die  alle  nur  ein  verhältnis- 
mässig langsames  Arbeiten  gestatten,  lässt  sich  auch  subtrahieren, 
indem  man  die  bei  der  Addition  nötigen  Bewegungen  umkehrt. 

12.  Multiplikaticns-  und  Divisionsapparate.  Zuerst  seien,  viel- 
fach nur  als  elementare  Unterrichtsmittel  gedachte,  schon  in  früheren 
Jahrhunderten  häufige  und  immer  wieder  in  neuen  Formen  auf- 
tauchende Apparate  von  geringer  Bedeutung  erwähnt,  bei  denen  eine 
fertige  Produktentafel  [s.  Nr.  5],  meist  kleinen  Umfangs,  auf  einen 
Schieber  oder  die  Mantelfläche^  eines  Prismas  oder  Cylinders  geklebt 
oder  auf  Rollen  gewickelt  ist  und  gemäss  den  Werten  der  Faktoren 
so  bewegt  werden  kann,  dass  an  einer  zum  Ablesen  bestimmten  Stelle 
das  gesuchte  Produkt  erscheint^). 

Bemerkenswerter  sind  J,  Neper^s  RechenslÄbchen  (virgulae  nume- 


geteilten  Bande  weiter.    Ein  Messband  ist  auch  in  dem  Apparat  von  L.  Bei- 
mann,  D.  R.  P.  (=  deutsches  Reichspatent)  Nr.  46482  (1888)  benützt. 

85)  van  Bohl  p.  14. 

86)  Z.  B.  der  von  C.  Gaze  (1720),  s.  M,  d'Ocagne  p.  6. 

87)  Soc.  d'Encour.  Bull.  1828,  p.  394. 

88)  von  Bohl  p.  191. 

89)  Dyck'B  Katalog,  Nachtr.  p.  5,  Abb.  bei  von  Bohl  p.  25. 

90)  Eines  unter  sehr  vielen  Beispielen:  Rechenapparat  „Zeus**  von  Edm. 
/Sb^n«»der-Mfinchen  (Walzenform).  Bei  Fr,  Sönnecken'ß  Apparat  D.  R.  F.  Nr.  51445 
(1889)  deutet  ein  Zeiger  auf  das  Produkt,  wenn  zwei  andere  Zeiger  auf  die 
Faktoren  gestellt  worden  sind.  —  Natürlich  können  auch  andere  Tabellen  mit 
einfachem  oder  doppeltem  Eingang  entsprechend  eingerichtet  werden. 
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rafarices)"),  die  nebst  den  zahlreicheii  Abarten,  die  schon  im  17.  nnd 
18.  Jahrlitmdei-t  ersotmeD  worden,  im  19.  Jahrlrnndert  rerschiedene 
Auferstehungen  erlebt  haben**).  Sie  können  als  eine  durch  Zer- 
schneiden in  Streifen  beweglich  gemachte  Einmaleinstafel  betrachtet 
werden  und  fahren  die  Multiplikation  einer  Zahl  von  beliebig  vielen 
Ziffern,  welche  man  ans  den  betreffenden  Stäbchen  zusammenniBetzen 
hat^  mit  einer  der  Zahlen  3  bis  9  auf  eine  Addition  einziffiiger  Zahlen 
znrBck.  Einen  wesentlichen  Fortochritt  zeigen  die  Apparate  toh 
Shnimslaf  (1844)  ■>),  Jofe  (1881)**)  sowie  K  OmaiHe  und  Ed.lMea8 
(1885)*")  (Fig.  1),  da  bei  denselben  keine  Addition*  mehr  nStig  ist; 


Fig.  1.   B^lettea  mnltiplicatrices 
TOD  OenaiOe  und  Lueaa. 


Fig.  S.   K^lettea  mnltisectricee 
von  GenaiBe  und  Ltieat. 


jede  Zusammenstellui:^  der  Stäbchen  giebt  hier  eine  fertige  Produkten- 
tafel").    Von  ähnlicher  Einrichtung  wie  die  r^Iettes  multiplicatrices 


91)  Ende  des  16,  Jahrb.  erfondeD.  Zuerst  beschriuben  in:  Rabdologibo  Mn 
numerationi«  per  viignlas  libri  dao...,  Gdimbnrgi  1617;  Abb.  d'Oeagne  p.  8, 
DON  BoU  p.  89. 

98)  Eine  der  neaeaten  Ausgaben  ist  z.  B.  J.  Btater'e  „Erleichterangstafel", 
Wien  1689.  —  W^en  sonstiger  neaerer  und  Ulterer  Formen  vgl.  von  Bohl 
p.  29—32  und  die  Znaammenatellang  von  Dr.  Both,  Soc.  d'Encour.  Bali.  1843, 
p.  11&.  Fut  jedes  Jahr  werden  Apparate  dieser  und  der  Vorhergehenden  Art 
patentiert. 

9S)  J.  f.Math.  S8(18U),  p.l84.  Die  Beschreibung  iat  ungenflgend,  l&sataber 
vennuten,  dass  der  Apparat  aus  St&behen  derselben  Art  bestand,  wie  der 
sp&tere  von  Jofe;  ausserdem  hatte  er  einen  Hechanismus  für  das  schnelle  Ver- 
bringen der  Stäbchen  in  die  richtige  Ordnung. 

94)  mm  Bohl  p.  194. 

95)  „E^lettas  mnltiplicatrices",  Paris,  Eugene  Belin. 

96)  Joft  (nnd  Termntlich  auch  StonimAy)  hat  bedeutend  mehr  St&bchea 
nStig,  all  (TenotBe  und  Ltteai,  wogegen  die  Ziffern  des  gesuchten  ProduMa  bei 
seinem  Apparat  immer  in  gerader  Linie  stehen,  während  bei  denjenigen  der 
■oletst  genannten  die  Einer,  Zehner  n.  ■.  w.  durch  ein  eigentflmliches  Able«»- 
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• 

sind  die  „reglettes  multisectrices'^  (Fig.  2)  von  GenaiUe  und  Lucas^'^, 
welche  den  Quotienten  und  Best  der  Division  einer  beliebig-zifi&igen 
Zahl  durch  eine  einziffrige  mittelst  blossen  Ablesens  finden  lassen. 

Mehrziffi*igen  Multiplikatoren  angepasst  sehen  wir  Nqper^s  Ge- 
danken in  Äd.  Poppe's  „Arithmograph"^),  in  dem  „Calculateur"  von 
S,  GenaiUe  ^^)  und  dem  ,,Tableau  multiplicateur-diviseur"  von  L^on 
BoU^^^).  Bleibt  bei  diesen  Apparaten  die  Addition  der  von  ihnen 
gelieferten  Partialprodukte  noch  dem  Rechner  überlassen,  so  wird 
das  fertige  Ergebnis  der  Multiplikation  oder  Division  zweier  beliebi- 
gen mehrziffrigen  Zahlen  durch  successives  Ablesen  erhalten  bei  dem 
eine  Verallgemeinerung  der  reglettes  multisectrices  darstellenden  „Arith- 
momfetre"  von  H.  Genaüle^^^),  gleichsam  einer  zusammensetzbaren 
Multiplikations-  und  Divisionstafel,  die,  was  den  Umfang  der  Leistungen 
betrifft,  von  keiner  gedruckten  erreicht  werden  kann. 

13.  Arithmographen  für  alle  vier  Spezies«  Die  hier  zu  be- 
sprechenden Apparate  sind  aus  einer  Vorrichtung  für  Multiplikation 
und  einer  solchen  für  Addition  bezw.  Subtraktion  zusammengesetzt. 
So  finden  wir  eine  Produktentafel  in  Verbindung  mit  einem  Rechen- 
brett bei  Th.  v,  Esersky  (1872)^^*),  in  Verbindung  mit  Additions- 
schiebem  nach  Art  derjenigen  von  Kummer  (s.  Anm.  85)  bei  Troncet 
(1891)^;   dagegen  Neperstabchen  mit  einem  Rechenbrett  vereinigt 


verfahren,  bei  dem  man  (s.  das  Beispiel  42467  x  8  »=  389656  in  Fig,  1)  rechts 
oben  anfangend  den  Spitzen  der  nach  links  gerichteten  Dreiecke  zu  folgen  hat, 
der  Reihe  nach  bestimmt  werden  müssen.  Es  beruhen  diese  Apparate  auf 
demselben  arithmetischen  Satze^  welcher  auch  der  Multiplikationstafel  von  Sh- 
nimshy  (s.  Anm.  27)  zu  Grunde  liegt,  die  Umsetzung  des  mathematischen  Ge- 
dankens in  einen  Apparat  ist  aber  in  diesem  Falle  erfolgreicher  gewesen. 

97)  Paris  1886,  Eugene  Belin.  Links  oben  beginnend  und  den  Linien 
folgend  liest  man  in  Fig.  2  ab    97180 :  7  =  18882,  Best  6. 

98)  Beschreibung  Frankfurt  a.  M.  1876,  s.  auch  Dingler's  polyt.  J.  223 
(1877)^  p.  162;  von  Bohl  p.  38.  Es  ist  nicht  die  gewöhnliche,  sondern  die  ge- 
ordnete Multiplikation  (s.  Nr.  1)  zu  Grunde  gelegt,  weshalb  der  eine  Faktor  in 
umgekehrter  Ordnung  der  Ziffern  aus  Stäbchen  gebildet  werden  muss.  Li  der 
Handhabung  weniger  einfach,  als  die  folgenden  Apparate. 

99)  Assoc.  fran9.  20\  Marseille  1891,  p.  169;  28',  Caen  1894,  p.  272. 

100)  Soc.  d'encouragem.  BuU.  1896,  p.  986.  Entsprechend  den  Ziffern  der 
beiden  Faktoren  sind  wagerechte  und  senkrechte  Schieber  auszuziehen,  worauf 
die  in  den  Offnungen  erscheinenden  Partialprodukte  in  diagonaler  Richtung 
addiert  werden  müssen. 

101)  Assoc.  fran9.  24*,  Bordeaux  1896,  p.  179;   s.  auch  d'Ocagfie  p.  12—13. 

102)  von  Bohl  p.  12. 

103)  von  BoM  p.  19. 
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bei  Michd  Jtous  (1869)*°*),  niit  Ädditionsschiebera  nach  Art  der 
funiMer'scheD  bei  £^is  (1892)  "*).  Eine  organische  Yerbindong  der 
beiden  Teile  ze^  jedoeh  erst  der  „Arithmogrsphe"  von  Ltion  BoBA 


Fig.  S.    Ärithmograph  von  BotUe. 

(Fig.  3)*"*),  der  aiif  der  Qrenze  der  eigentlichen  BechenmaBohineo 
steht  (hinter  deren  Leistungen  er  allerdings  weit  zurDckbleibt),  da 
alle  Rechnongsarten  sich  mechanisch  mit  ihm  auBfOhren  lassen 

b.  Bechenmasoliiiien. 
Es  lässt  sich  nicht  umgehen,  im  folgenden  Über  die  innere  Etn- 
richtui^  Ton  Rechenmaschinen  zu  sprechen.  Jedoch  wollen  wir  tech- 
nische Einzelheiten  so  viel  als  m^lich  bei  Seite  lassen  und  uns  auf 
dos  beschränken,  was  nötig  ist,  um  die  Wirkungsweise  im  ganzen 
zu  verstehen. 


IM)  Soc.  d'enc.  Ball.  1869,  p.  137;  das  Rechenbrett  bat  in  jeder  Reihe 
nur  4  Einerkogehi  und  1  oder  2  Fünferkngelu. 

lOB)  V.  BM  p.  83.  Die  „machine  arithmötique"  von  GriUtt  (1678)  bestand 
ebenialla  aus  NeperBt&bchen  in  Verbindntig  mit  Additionsscheiben  ohne  anto- 
matiBche  Zehnerfibertragung;  s.  J.  Levpold,  Theatnim  ariUimetico-geometiicnin, 
Leipiig  1787,  p.  86. 

106)  8oc.  d'enc.  Bull.  1896,  p.  977,  966;  s.  auch  die  deutsche  Patentschrift 
Nr.  8S963.  Bemerkenawert  iat,  daas  die  Partialprodukte ,  derer  man  beim  Hui' 
tipUzieren  bedarf,  nicht,  wie  bei  den  NeperetUbchen,  durch  Ziffern  angegeben 
sind,  BOndem  ihrem  Werte  nach  dorch  die  Stellung  zu  den  Ädditionsschiebeni 
eingeführt  werden. 
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a,    Maschinen  für  die  gewöhnlichen  Rechnungsarten. 

14.  Zählwerk.  Wie  das  Zählen  die  Grundlage  des  Rechnens^  so 
bildet  ein  Zählwerk  den  Hauptbestandteil  einer  jeden  Rechenmaschine. 
Dasselbe  ist  in  der  Regel  dem  dekadischen  Zahlensystem  angepasst 
und  dementsprechend  aus  je  einem  Element  für  die  Einer,  Zehner, 
Hunderter  u.  s.  w.  zusammengesetzt^*^'').  Die  Elemente  sind  gewöhn- 
lich cylindrische  Scheiben  ^*^®),  auf  deren  ebener  oder  krummer  Fläche 
die  ZiflPem  0,  1,  2, ...  9,  einmal  oder  mehrmals  in  der  Richtung  der 
Halbmesser  bez.  Mantellinien  oder  senkrecht  dazu  im  Kreise  herum 
stehend  angebracht  sind^®^.  Was  die  Anordnung  dieser  ZiflFerscheiben 
betrifft,  so  können  ihre  Drehungsaxen  parallel  sein  und  in  einer  Ebene 
liegen ^^^),  oder  Mantellinien  eines  Cylinders  bilden^"),  oder  endlich 
zusammenfallen,  so  dass  die  Zifferscheiben  sich  auf  gemeinsamer 
Welle  neben  einander  befinden  und  die  Ziffern  auf  der  gekrümmten 
Fläche  senkrecht  zur  Axenrichtung  stehen.  Letztere  Anordnung,  die 
erstmals  bei  der  Maschine  von  Pereire  (1750)  **^)  vorzukommen  und  sich 
mehr  und  mehr  einzubürgern  scheint,  verdient  den  Vorzug,  weil  sie 
den  geringsten  Raum  erfordert  und  die  Resultate  wegen  der  engeren 
Stellung  der  Ziffern  leichter  überblicken  lässt. 

In  keinem  Zählwerk  einer  eigentlichen  Rechenmaschine  fehlen 
Mechanismen,  die  bewirken,  dass  die  „Zehnerübertragung^^  (vgl.  Nr.  11) 
sich  ohne  Zuthun  des  Rechners  vollzieht.    Die  Einrichtung  kann  der- 


107)  In  den  Fig.  11,  13,  14,  16—18,  20  ist  das  Z&hlwerk  mit  Z—Z  be- 
zeichnet. —  Nicht  wenige  der  älteren  Bechenmaschinen  —  hervorzuheben  sind 
in  dieser  Hinsicht  die  von  Pereire  "*)  und  Müller  "*)  —  waren  auch  auf  das 
Rechnen  mit  nicht-dekadischen  Zahlen  und  mit  den  gewöhnlichsten  Brüchen 
(Vs  t  Vs  ^-  B*  ^•)  eingerichtet;  heute  ist  es  (abgesehen  von  den  Differenzen- 
maschinen, Nr.  22,  bei  welchen  auf  die  nicht-dezimalen  Winkel-  und  Zeit- 
teilungen Rücksicht  zu  nehmen  war)  nur  noch  bei  Additionsmaschinen  in  Län- 
dern mit-  nicht-dezimalen  Mass-  und  Münzsystemen  der  Fajl. 

108)  In  Nuten  verschiebbare  Stäbe  ^  wie  sie  die  Additionsmaschine  von 
PerratUt  hatte  (vor  1699,  s.  Machines  approuv^es  par  TAc.  des  sc.  1,  p.  66), 
scheinen  bei  eigentlichen  Rechenmaschinen  nicht  mehr  vorzukommen. 

109)  Die  Anordnung  der  Ziffern  in  Schraubenlinien  ist  selten,  s.  Nr.  15, 
Anm.  119  u.  121. 

110)  Wie  bei  den  Maschinen  von  Pascal  "*),  Leibniz  **^,  Thomas  "*)  und 
vielen  anderen.  ^ 

111)  Ist  der  Fall  bei  den,  dem  18.  Jahrh.  angehörigen  Maschinen  von 
Leupold  "*),  Hahn  ***),  Müller  ^•*)  und  der  neueren  von  Edmondson  "*);  bedingt 
kreisförmige  Bauart  der  Maschine. 

112)  J.  des  Savans,  1761,  p.  607.  Es  haben  dieselbe  u.  a.  die  Maschinen 
von  Orant^^^),  Tschebyscheff'^'') ,  Odhner'**),  SeUing^^^^^,  Büttner  ^*% 
BolUe^*^,  Küttner'*^. 
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art  Bein,  dass  wenn  irgend  eine  Zifferscheibe  über  die  Stellung,  in  der 
sie  die  Ziffer  9  zeigt,  hinaus  gedreht  wird,  die  Zifferscheibe  nächst 
höherer  Ordnung  sich  plötzlich  um  eine  Stelle  weiter  bewegt,  oder 
aber  so,  dass  bei  jeder  Drehung  einer  beliebigen  Zifferscheibe  die 
nächste  sich  1/10  so  schnell  dreht  und  folglich  mihrend  einer 
Drehung  der  ersten  Scheibe  um  10  Stellen  die  nächste  sich  allmäh- 
lich um  eine  Stelle  dreht.  Im  ersten  Fall,  der  die  B^el  bildet^ 
spricht  man  von  unstetiger  oder  springender,  in  dem  sehr  seltenen 
letzteren  Falle  ^^')  Ton  stetiger  oder  schleichender  Zehnerübertragung. 
Für  das  Rückwärtszahlen  beim  Subtrahieren  —  wenn  dieses  vor- 
gesehen ist  —  hatten  die  älteren  Maschinen  ^^^)  meist  in  jedem  Ele- 
ment des  Zählwerks  noch  eine  zweite,  rot  gefärbte  Ziffemreihe  mit 
yerkehrter  Ordnung,  der  Ziffern,  so  dass  die  Bewegung  der  Elemente 
inmier  in  demselben  Sinne  stattfand.  Wegen  mancher  Unbequem- 
lichkeiten ist  später  diese  Einrichtung  verlassen  und  die  Rückwärts- 
bewegung der  Elemente  an  ihre  Stelle  gesetzt  worden.  (Näheres  in 
Nr.  19.) 

16«  Maaohinen  nun  Addieren  und  Subtrahieren«  Ist  beim 
Zählwerk  Yorsoi^  getroffen,  dass  jedes  seiner  Elemente  unabhängig 
von  den  übrigen  sich  nach  Belieben  um  eine  Ziffer,  oder  um  2,  3, ...  9 
Ziffern  vorrorts  bewegen  lässt^  so  kann  man  es  offenbar  zum  Addie- 
ren benützen.  Wir  legen  hier  keinen  Wert  darauf,  ob  die  Elemente 
unmittelbar  von  der  Hand  des  Rechners  bewegt  werden,  oder  die 
Bewegung  an  besonderen  Gliedern  ausgeführt  und  durch  gezahnte 
Räder  oder  Stangen,  Gliederketten  oder  dergleichen  auf  die  Elemente 
übertragen  wird.  Dagegen  macht  es  für  die  erreichbare  Schnelligkeit 
des  Arbeitens  einen  Unterschied  —  wir  verwenden  ihn  als  Eintei- 
lungsgrund  für   die   sehr   zahlreichen   Additionsmaschinen  ^^^)   —    ob 

113)  Er  findet  sich  zuerst  in  dem  „Ariihmometer*'  von  P.  L,  Tgchebyscheff 
(1878,  Abb.  bei  d'Ocagne  p.  40 flg.,  von  BoU  p.  113  flg.),  femer  (mit  denselben 
kinematischen  Elementen,  sog.  Planetenrädem,  die  übrigens,  obwohl  für  einen 
andern  Zweck,  schon  in  dem  „Arithmaorel**  ^'^)  verwendet  sind)  in  der  älteren 
Rechenmaschine  von  SeUing'^^%  Diesen  Zählwerken  eigentümlich  ist,  dass  die 
Ziffern  des  Resultates  nicht  in  einer  geraden  Linie  stehen  —  in  den  Augen 
mancher  Rechner  ein  Nachteil,  dem  Tsckebyscheff  und  Sdling  in  verschiedener 
Weise  zu  begegnen  gesucht  haben. 

114)  Z.  B.  die  von  Pascal  "•),  Perrault  »•«),  Hahn  "»),  MÜUer  "«)  und  noch 
die  Masddine  von  Thomas  ^*')  in  ihrer  ersten  Gestalt  (1820). 

116)  Verfasser  konnte  über  80  Arten  zählen  und  fast  jedes  Jahr  kommen 
einige  neue  hinzu;  die  Zahl  der  ausgeführten  Additionsmaschinen  lässt  sich  auf 
1000  schätzen.  Es  kann  sich  hier  nur  darum  handeln,  an  Vertretern  der  wich- 
tigsten Gattungen  die  stattgehabte  Entwicklung  darzulegen.    Die  zu  tausenden 
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Tencliiedene  Ziffern  desBelben  Ranges  durch  die  Bewegung  eines  und 
deggelben  Gliedes,  jedoch  um  verschiedene,  diesen  Ziffern  proportio- 
nale Betr^e,  addiert  werden,  oder  aber  durch  Bewegung  verschiede- 
ner Glieder  (Tasten  oder  Dnickknöpfe). 

Zur  ersten  Gruppe  gehört  die  älteste  aller  Bechenmaschinen,  die 
(techniach  noch  unvollkommene)  „machine  arithmäiqne"  (Fig.  4)  von 


Fig.  C.    WeVb't  Adder. 


Waise  TaaceH  (1642)  ^"),  welche  zum  Addieren  und  Subtraliieren  diente 
Die  vielen  älteren  Versuche  zur  Yerbesserong  der  Haschine  von  Pascal 
Dbergehend,  erwähnen  wir  als  einige  der  letzten  Auslaufer  dieser  Reihe 


verbreiteten  sog.  R^sterkusen  mit  Additdonawerk  mttgen  ganz  auBser  Betracht 
bleiben. 

116)  Sie  hat  B&der  mit  10  Speichen  (abgeaeheu  von  den  mit  Sola  und  De- 
nieia  fiberschriebenen),  die  der  Rechner  mit  einem  Stift  heromdreht,  bis  Ietzt«rer 
an  die  betreffende  Znnge  8  anatSsat;   die  auafObrlichen  Beschreibungen  in  dett 

Ka^Uop.  d.  matli.  Wtuaiuoh.    L  61 
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den  gnt  konstruierten  ^dditionneur"  des  Dr.  Botk  (1843)  *")  and  doi 
einfachen  ,^dder"  (Fig.  5)  von  C.  H.  Wd>h  (1868)^.  Auch  J.  v. 
Orlm's  „aatomstische  Schraubenrech  enmaschine"  für  Addition  and 
Subtraktion  (1893)  läset  sich  hier  anscblieasen  ^>^). 

Eine  Steigerung  der  Schnelligkeit  und  Sicherheit  der  Bewegungen, 

I  die   sehr   zu   wflnschen  war,   ist   dorch 

^^S^Mgffgfggl^  Einführung  der  Tasten  ermöglicht  wor- 

-^  4-™^5r^SJr '  ff^^^^    den "").     Man    hat    bei    den   Maschinen 

"~    !„„.v,  ^^S^^äl    'J^®*^''  zweiten  Gruppe  entweder  nur  die 

F  ■' .iriirtrt»''- "i  - ' "^^^^r    Addition    einzifFriger   Zahlen    ine    Auge 

j^Um^lil^^U^^^      gefasst   und  fOr  jede  der  Zahlen   1 — 9 

Yia.^  ^1°^   Taste   vorgesehen,   wie   z.  B.  AB). 

Jtf.'Jfoyn-'sAdditioimiiuchiiie.      i^ön«r (1882)"*)  xmAMÖxMayer  (1887, 

s.    Fig.  6)  **'),     zuweilen     sa^^x     sich 

noch  eine  BeseluiuikuDg  in  der  Zahl  der  Tasten  auferlegt'**),    oder 

aber  fUr  die  Einer,  Zehner  o.  a.  w.  je  9  Tasten,  in  parallelen  Reihen 


vencbiedenen  Ausgaben  der  Oeurres  compl^tea  von  Paeeal  geben  auf  Diderot 
(Qrande  EDcjclopädie  1,  Paris  llbl,  p.  680;  Encjclopidie  mdthodique  1,  Paris 
1784,  p.  ISS)  mrfick. 

117)  Soc.  d'enc.  Bull.  1843,  p.  411,  421.  Abb.  bei  d'Ocagnt  p.  30,  wm  BM 
lithogT.  Tafel. 

118)  Amer.  scient.  30  (1SG9),  p.  20;  J.  Franklin  Institute  (3)  60  (1870),  p.  8. 
Eine  grossere  Scheibe  für  die  Ziffern  1^100  und  eine  kleinere  fflr  die  Hondertrar 
befinden  sich  neben  einander  und  werden  unmittelbar  mit  einem  Stift  gedreht. 

119)  S.  con  Bohl,  Hoakau,  techn.  GesellBchaft  Denkschr.  (russisch),  189S. 
Der  Antrieb  der  Zifferacheiben ,  welche  anf  den  Spindeln  paralleler  Schraaben 
befestigt  sind,  erfolgt  durch  Verschieben  (ohne  Drehen)  von  Schraubenmnttem 
in  der  Axenrichtung.  —  Schraubengewinde,  aber  als  Träger  einer  Ziffernreihe, 
haben  auch  die  für  das  ernstliche  Rechnen  kaum  in  Betracht  kommenden  „Addier- 
stifte" zum  Addieren  einziffriger  Zahlen,  z.  B.  der  von  Smith  und  Pcytt  187A, 
Amer.  scient.  33,   p.  214  oder  Polyt.  J.  219  (1876),  p.  401;   vgl.  auch  Anm.  ISl. 

120)  Eine  1851  auf  der  Weltanastellung  in  London  durch  ehrenvolle  Er- 
wähnung ausgezeichnete  Additiottsmaschine  von  V.  Schilt  soll  nach  C.  Diettsehoid 
(Die  Rech enmasch ine,  Leipzig  1882,  p.  19)  Taeteu  gehabt  haben;  ältere  Beispiele 
sind  dem  Verfasser  nicht  bekannt. 

121)  Deutsche  Patentschr,  Nr.  21236  und  23098.  EigentümUch  ist  die  An- 
ordnung der  (bis  1000  gehenden)  Ziffern  nach  einer  Schraubenlinie  auf  einer 
drehbaren  und  in  der  Aienrichtung  verschiebbaren  Trommel, 

12a)D.  R.  P.  Nr.  44398.  Abb.  des  Inneren  Dyck'a  Katalog  p.  147,  nm 
Bohl  p.  63;  jetziger  Handelsname  „Summa".     Ältere  Konstruktion  s.  Anm.  184. 

123)  Abgesehen  von  wertlosen  „Tascheaaddierem",  die  nnr  Eins  wieder- 
holt addieren  kGnnen,  seien  erwähnt  Fritt  Äriberger'e  Addiermaschine  [Schweiz, 
polyt.  Zeitschr.  11  (1866),  p.  SS;  Dingl.  polyt.  J.  181,  p.  28]  mit  nur  iwei  Tasten, 
nämlich  füt  Eins  und  Drei,  und  die  von  ShoAe  Tanata  (lS»e,  D.  R.  P.  Nr.  M2SB) 


15.  Uaschinen  snm  Addieren  und  SubtraHeren.  ^63 

angeordnet,  bestimmt***).  Seitdem  noch  eelbsttliätige  Vorrichtnr^eii 
zum  Drucken  der  addierten  Zahlen  und  ihrer  Summe  auf  einen 
weiterlaufenden  Papierstreifen  hinzugekommen  aind  (vgl.  auch  Änm. 
165),  ist  das  Problem  einer  Additionsmasehine  als  befriedigend  gelöst 


Fig.  T    Burrougha  aelbatsobretbende  AdditionemaBchuie 

zu  betrachten.  Von  dieser  neuen  Gattung  hat  zur  Zeit  die  grdsste 
Verbreitung  Burrough's  „selbstschreibende  Additionsmaschine"  (j,B^gi- 
Btering   Accountant",   1888,  s.  Fig.  7)  "*),    neben  welcher    noch    die 

mit  5  Tasten  fOr  die  Ziffern  1—6  (es  wird  i.  B.  7  durch  gleichzeitigSB  Drücken 
der  Tasten  fOr  6  und  2  addiert). 

124)  Beiapiel:  Der  „Comptometer"  Ton  Dorr.  E.  Feit  (1887),  Abb.  von  Bohl 
p.  1&8.  —  Die  Kltere  Additionsmaschine  von  M.  Mayer  [18S1,  D.  £.  P.  Nr.  39106 
and  35496,  Dingl,  poljt.  J.  260  (1886),  p.  263]  hatte  zwar  je  eine  besondere 
Zifferaoheibe  fOr  die  Einer,  Zehner  u.  s.  w. ,  aber  nur  eine  Reibe  Tasten  fOr  die 
Ziffern  1 — 9,  die  mit  jeder  einzelnen  Zifferscheibe  in  Verbindong  gebracht  wer- 
den  konnte]  ähnlich  der  Grundgedanke  der  Additionsmaschine  Ton  E.  Runge, 
D.R.P.  Nr.  ante  (1896),  Abb.  Zeitschr.  Math.  Phys.  44  (1899),  Snppl.  p.  688, 
nor  dass  die  Wirkong  jener  Tasten  anf  die  einzelnen  Zifferscheiben  dnrch  eine 
sweite  Reihe  von  Tasten  vermittelt  wird ,  also  mehrziffrige  Zahlen  sich  addieren 
lassen,  aber  bei  jeder  Ziffer  zwei  Tasten  gleichzeitig  gedrückt  weiden  mQssen. 

126}  S.  deutsche  Patentschrift  Nr.  T7068  (ältere  Konstruktion  Nr.  60S24); 
es  ist  die  u.  a.  bei  vielen  dentschen  PoHtämtem  eingeführte  Uaschine.  Weniger 
Anklang  scheint  der  einst  viel  genannte  „Comptegraph"  gefunden  zn  haben, 
von  welchem  der  Comptometer,  Aum.  121,  eine 'vereinfachte  Form  ist.  Bei  der 
Mascbioe  von  Äd.  Bahmann  (1888,  D.  B.  P.  Nr.  46960)  geschah  die  Registrierung 
der  Summanden  nicht  durch  Drucken  der  Ziffern  selbst,  sondern  ^hnlicb  wie 
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Additionsmasclune  mit  Posten-  und  Summeodruck  von  W.  BsmiU 
(Fig.  8)***)  genaimt  sei;  da  durch  das  Niederdrücken  der  Tosten 
die  Summanden  nur  vorläufig  eingestellt  und  erst  nach  Bew^ong 
eines  Hebels  wirklich  addiert 
und  registriert  werden,  so 
stehen  derartige  Uaschinen  den 
in  Nr.  17  zu  behandelnden  er- 
weiterten Ädditionsmaschinen 
bereits  sehr  nahe'^). 

FQr  Subtraktion  süid  die 
neueren  Ädditionsmaschinen  ge- 
wöhnlich nicht  eingerichtet, 
weil  das  Bedürfnis  daza  ge- 
ring ist*"). 

16.  BciLaltwerk.  Um  eine 
Bechenmascfaine  fBr  die  wie- 
derholte Addition  einer  und 
derselben    mehrziffrigen    Zahl 

'  ond  damit  für  die  Hnltiplika- 

rig.  8.    Adaibonnaaschine  mit  Posten-  and  ,-         •  >  ■  i_ 

a  j     .  TT  -  •.  Qon    brauchbar    zu     machen, 

Snuuneadnick  tou  HeintU.  .  . 

kann  man  sie  mit  besonderen 

Uechanismen  versehen  —  sie  bilden  das  sog.  Schaltwerk  —  die  es 
ermf^lichen,  nach  Vornahme  der  nötigen  Einstellungen  alle  Ziffer- 
scheiben des  Zählwerks  zugleich,  jede  um  eine  gewünschte  Zahl  von 
Stellen,  weiter  zu  bewegen  (zu  „schalten";,  und  zwar  durch  eine  ein- 
zige Handbewegung,  z.  B.  das  Drehen  einer  Kurbel  (K  in  Fig.  1 1, 
13,  16—18,  20). 

Bis  jetzt  sind  im  weaenthchen  vier  Arten  von  Schaltwerken  in 
Anwendung  gekommen.    Am  öftesten    b^egnet  man  der  von  G.  W. 

bei  Kontroll utu'en)  durch  Stifte,  deren  relative  Loge  der  Grosse  der  addierten 
Ziffern  enUpi&ch. 

13«)  D.  ß.  P.  Xr.  111906,  111916,  112252. 

127)  Ana  jeder  Maschine  für  aUe  vier  Spesies  (a.  Nr.  17)  läest  sich  durch 
Vereinfacbniig  eine  bloaae  Additionsmuschine  ableiten,  wie  dies  z.  B.  SaMm, 
Thomas,  Selling  gethan  haben  (bei  TtehtbyKheffi  Arithtnometer  "^  kann  sogar 
das  Addierwerk  abgetrennt  nnd  für  sich  benutzt  werden);  sofern  derartige  Ma- 
schinen nicht  mit  Tasten  versehen,  also  den  luletzt  beecbiiebenen  ähnlich  sind, 
arbeiten  sie  za  langsam. 

12H)  Auch  lässt  sich  die  Subtraktion  einer  Zahl  anf  die  Addition  ihrer 
leicht  im  Kopf  zu  bildenden  Ergänzung  zur  nächst  höheren  Potenz  von  10  cn- 
rOckfObren  (der  Comptometer '")  hat  schon  auf  den  Tasten  neben  jeder  Ziffer 
die  Ergftnzmig  ra  10). 


S.  MeJtmke:  Nmiierisdteg  Bedmm. 


(Zu  &  9€SJ> 


Fig.  lt.    £«i{i«iVeche  Recbeumascbioe  ia  Haonover,  ohne  Gebäuse 
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Fig.  IS.    LeSmiz'aehe  Rechenmaichine  in  HannOTer. 
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LeSmie  erfundenen  „Stufenwake"  oder  „Staffelwalze"'**),  (franzSsiech 
cjlindre  ou  tambour  dente,  eBglisch  stepped  reckoner),  einem  Cylinder 
mit  nenn  ^hnen  Terscfaiedener  Länge,  der  als  Verschmelzung  von 
neun  auf    derselben    Welle    neben    ein-  ^     , 

ajider  befindlichen  Rädern  oder  Sektoren, 
die  der  Reihe  nach  1 , 2, ...  9  Zähne 
gleicher  Grösse  haben,  betrachtet  werden 
kann  ^'*^.  In  der  Regel  ist  für  die  Einer, 
Zehner  u.  s,  w.  je  eine  Stufenwalze  be- 
stimmt, jedoch  lässt  sich  auch  mit  einer 
einzigen  auskommen'"). 

Ein  anderes  Mittel,  das  ebenfalls 
schon  Leibniz^")  gekannt  hat,  ist  die 
Verwendung  von  Zabmüdem,  tob  deren 
Zähnen  sich  beliebig  viele  nach  innen 
schieben'^  und  dadurch  unwirksam 
machen  lassen  (s.  Fig.  9).  Schaltwerke  mit  solchen  Bädern  zeichnen 
sich  vor  denen  mit  Stufenwalzen  durch  geringen  Raumbedarf  aus  und 
sind  in  neuerer  Zeit  sehr  in  Äufoahme  gekommen***). 

129}  Die  einzige  uns  erhalten  gebliebene  (1694  vollendete?)  von  den  beiden 
Bicher  anagefOhiten  RecbenmaechiDen  von  &.  W.  Leibnin  (Fig.  11  u.  12),  welche 
in  der  kgl.  Bibliothek  za  Hannover  aufbewahrt  wird  nnd  uenerdings  von 
A.  Burkhardt  wieder  in  Stand  gesetzt  worden  ist  (a.  Zeitechr.  f.  Yennesanngs- 
wesen  1897,  p.  392),  begitzt  deren  acht,  die  man  in  Fig.  10  oben  neben  einander 
bemerkt.  Ausserdem  kommen  Stafenwalzen  z.  6.  vor  in  den  Uaachiuen  von 
Hahn  (1774)'")  Viacount  Mahon,  späterem  Earl  of  Stanhope  [in  der  eraten  von 
1776,  8.  Phil.  Mag.  (6)  20  (1886),  p.  16],  MüOer  (1788)'*'),  Thomag  (1820)»'*). 

130)  Befindet  sich  ein  Zahni^chen,  das  die  Bewegung  auf  eine  Ziffer- 
scheibe zu  flbertcagen  hat,  z.  B.  der  Stelle  gegenüber,  bis  eo  welcher  7  Zähne 
der  Stufenwalze  reichen,  so  wird  es  bei  jeder  vollen  Umdrehung  der  letzteren 
um  7  Zähne  weiter  gedreht  werden. 

181)  Das  zeigen  die  „Arithmaurel"  genannte  Maschine  von  Mawril  tmd 
Jayet,  Fig.  14  [Par.  C.B.28  (1849),  p.  20S;  mit  Abb.  der  Hechaoiamen:  L<ämme, 
Ann.  ponta  chausa^ea,  (3)  S  (1864),  2.  aäm.,  p.  288;  e.  auch  ^Oeagtte  p.  29]  nnd 
diejenige  von   Tschebyscheff  '"). 

132)  S.  die  von  Jordan  veröffentlichte  Übersetzung  eines  Manvskripta  aas 
dem  Nachlasse  von  Ltibniz,  Zeitachr.  f.  Verm,-Wes. ,  1897,  p.  308;  vielleicht 
hatte  die  verschollene  zweite  Becheomascbine  von  Jjeibnii  ein  aolchea  Schaltwerk. 

138)  Nach  der  Seite  umlegbare  Zähne  hatten  die  Scbalträder  der  im  übri- 
gen unvollkommenen  Maachine  von  Joh.  Pokni  (Miacellanea,  Venetüs  1709, 
p.  27;  B.  auch  Lettpold,  Theatrum  arithmetico-gBometricam ,  1727,  p.  27). 

134)  Nach  dem  Vorgange  von  Odhner  "*)  haben  sie  z.  B.  Bütttier  '"), 
Esser '")  und  Küttiter  '")  angenommen.  Übrigena  bat  Dr.  Both  etwa  40  Jahre 
vor  Odhwr  ähnliche  Schalträder  verwendet  (auageatellt  im  Conservatoire  des 
Arts  et  Mätiera  zu  Paria). 


ggg  I  F.   Numerisches  Rechnen. 

Drittens  giebt  es  Schaltwerke  mit  gezahnten  Rädern  oder  Stangen^ 
die^  sobald  von  ihren  Zähnen  die  gewünschte  Zahl  gewirkt  hat,  ausser 
Eingriff  mit  den  Zahnrädern^  welche  die  Drehung  der  Zifferscheiben 
vermitteln,  gebracht  werden  können^'*). 

Endlich  kann  die  Einrichtung  getroffen  sein,  dass  die  Glieder 
des  Schaltwerks  (z.  B.  Zahnstangen)  sich  mit  verschiedener  Schnellig- 
keit bewegen  lassen^**). 

Von  grosser  Bedeutung  ist  es  noch  —  ein  ebenfalls  von  Leibniz 
zuerst  unternommener  Schritt  —  das  Schaltwerk  und  Zählwerk  um 
beliebig  viele  Stellen  gegen  einander  verlegbar  zu  machen,  damit 
auch  das  10-fache,  100-fache  u.  s.  w.  irgend  einer  mehrziffrigen,  im 
Schaltwerk  eingestellten  Zahl  durch  eine  einzige  Handbewegung  auf 
das  Zählwerk  übertragen  werden  kann^*'). 

17.  Erweiterte  Additionsmasohinen  (fär  alle  vier  Spezies).  Eine 
auch  die  Subtraktion  zulassende  Additionsmaschine  mit  einem  verleg- 


136)  Ein  solches  kommt  zaerst  in  einer  Rechenmaschine  von  J<ic.  Leupold 
vor,  8.  dessen  Theatrom  arithm.-geometr.,  1727,  p.  88;  femerhaben  es  z.  B.  die 
zweite  Rechenmaschine  von  Viscount  Charles  Mahon,  späterem  Earl  of  Stanhope 
(1777,  8.  Vogler^  Anleitung  zum  Entwerfen  graphischer  Tafeln,  Berlin  1877,  p.  69), 
sowie  die  Maschinen  von  C.  Dietzschold  („Die  Rechenmaschine^^  Leipzig  1882,  p.  40; 
gebaut  von  1877  an),  Fr.  Weiss  (D.  R.  P.  Nr.  71307  von  1898),  Bollee^*^  und 
Steiger  "*).  Bei  Grant''B  Maschine  **•)  ist  der  Gedanke  eigentlich  der  umge- 
kehrte: jedes  Schaltrad  hat  nur  einen  Zahn,  durch  welchen  eine  Hemmung  fQr 
die  zugehörige  Zifferscheibe  (die  sich  sonst  fortwährend  drehen  würde)  ausgelöst 
wird,  sobald  letztere  die  gewünschte  Drehung  vollzogen  hat. 

136)  Einziges  Beispiel  die  ältere,  1886  patentierte  Rechenmaschine  von 
Ed.  SelUng,  Fig.  16  („Eine  neue  Rechenmaschine",  Berlin  1887;  ausführlichste 
Beschreibung  der  von  M.  Ott  durchgebildeten  Konstruktion  von  A.  Poppe^ 
Polyt.  J.  271  (1889),  p.  193).  Jede  Zahnstange  des  Schaltwerks  kann  nach  Be- 
lieben mit  dem  1.,  2.,  3.  u.  s.  w.  der  beweglichen  Gelenkpunkte  einer  „Nürn- 
berger Schere"  mit  festem  Anfangspunkt  verbunden  werden,  so  dass  beim 
Offnen  der  Schere  um  einen  und  denselben  Betrag  die  Zahnstange  je  nach  der 
Einstellung  um  1,  2,  8  u.  s.  w.  Zähne  weiter  geschoben  wird. 

137)  Da  es  nur  auf  die  gegenseitige  Lage  von  Schaltwerk  und  Zählwerk 
ankommt,  ist  es  gleichgiltig,  ob  das  erste  bewegt  wird  und  das  zweite  ruht, 
wie  bei  den  Maschinen  von  Leibniz  *"),  Selling  *'•),  BolUe  "•)  u.  s.  w.,  oder  um- 
gekehrt, wie  bei  denen  von  Hahn  **^),  Müller  "*),  Thomas  ***),  Odhner  "*)  u.  s.  w. 
Meistens  geschieht  die  Verlegung  des  Schaltwerks  resp.  Zählwerks  von  Hand, 
man  kann  aber  auch,  wie  Leibniz^  für  diesen  Zweck  eine  besondere  Kurbel  an- 
bringen (in  Fig.  12  links),  oder  der  schon  vorhandenen  Kurbel  auch  diese  Auf- 
gabe zuweisen,  wie  Thomas  bei  seinen  späteren  Maschinen  grossen  Formats, 
Tschehyscheff  ^^\  Dietzschold  ^^^)  und  Steiger  ^^^).  Beim  „Arithmaurel"  >»>)  ist 
jene  Verlegung  durch  Wiederholung  des  Schaltwerks  und  der  Kurbel  (JT,  K\ 
K'\  K'"  in  Fig.  14)  unnötig  gemacht. 
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baren  Schaltwerk  (Nr.  16),  das  in  jedem  Gliede  auf  irgend  eine  der 
Ziffern  0,  1, ...  9  gestellt  werden  kann  ^^),  ist  für  Multiplikation  und 
Division  ebenfalls  tauglich,  denn  um  z.  B.  1973  mit  Ö54  zu  multi- 
plizieren, wird  man,  nachdem  die  Zifferscheiben  alle  auf  Null  gestellt 
(s.  Nr.  20)  und  die  Einer  des  Schaltwerks  denen  des  Zählwerks 
(Nr.  14)  gegenüber  gebracht  sind,  den  Multiplikanden  1973  im 
Schaltwerk  einstellen,  dann  viermal  die  Kurbel  drehen ^'^),  hierauf 
das  Zählwerk  um  eine  Stelle  nach  rechts  verlegen,  dann  fünfmal  die 
Kurbel  drehen,  endlich  das  Zählwerk  um  eine  weitere  Stelle  nach 
rechts  verlegen  und  die  Kurbel  zweimal  drehen,  worauf  im  Zählwerk 
das  gesuchte  Produkt  501142  erscheinen  wird.  Und  wie  die  Multi- 
plikation durch  wiederholte  Addition,  so  lässt  sich  auch  die  Division 
durch  wiederholte  Subtraktion  ausführen  (s.  Nr.  19).  In  der  That 
sind  die  Erfinder  der  meisten  und  verbreitetsten  Rechenmaschinen 
von  dieser  Erwägung  ausgegangen.  Indem  wir  einige  der  bemer- 
kenswertesten dieser  „erweiterten  Additionsmaschinen^'  hier  aufzählen, 
nennen  wir  nach  der  an  der  Spitze  stehenden  „machina  arithmetica^^ 
von  G,  W.  Leibniz  (s.  Fig.  10 — 12)  ^*®),  die  Rechenmaschine  des  Pfarrers 

138)  Die  Vorrichtungen  zum  Einstellen  (das  „Stellwerk",  S—S\n  Fig.  11, 
13,  14,  16 — 18,  20)  betreffend,  ist  zu  bemerken,  dass  für  die  Einer,  Zehner  u.  s.  w. 
entweder  je  ein  in  einem  Schlitz  entlang  einer  Skala  beweglicher  Knopf 
{Thomas  **•))  oder  Hebel  {Odhner)  "*)  vorhanden  sein  kann,  oder  ein  Schieber 
{Hahn  ***),  Edmondson  "*))  bezw.  eine  drehbare  Scheibe  {Leibniz,  s.  Fig.  11,  S — S\ 
Müller  ^^*),  Büttner  ^*^))^  mit  Ziffern  besetzt,  von  denen  die  gewünschte  etwa 
unter  eine  Ofi&iung  gebracht  wird,  oder  aber  —  f3r  schnelles  Arbeiten  am 
zweckmässigsten  —  eine  Beihe  von  Tasten  für  die  Ziffern  1 — 9  {Selling^^^)). 
Wegen  der  nachträglichen.  Prüfung  der  eingestellten  Zahl  ist  es  erwünscht, 
dass  deren  Ziffern  (wie  bei  Duschanek'^^^  Büttner^  Steiger  ^^^))  in  gerader  Linie 
neben  einander  erscheinen.  —  Bei  den  Maschinen  von  Chrant  "*)  und  Selling 
lässt  sich  die  Einstellung  häufig  wiederkehrender  Eonstanten  so  vorbereiten, 
dass  dieselbe  (statt  Ziffer  für  Ziffer)  momentan  erfolgen  kann. 

139)  Bei  der  ältesten  Maschine  von  Thomas  (1820)  wurde  die  Bewegung 
durch  Ziehen  an  einem  Bande  eingeführt;  beim  ArithmaureP'^)  genügte  es, 
einen  Zeiger,  deren  für  jede  Stelle  des  Multiplikators  einer  vorhanden  war 
{M,  M\  M'\  M'"  in  Fig.  14),  mittelst  der  zugehörigen  Kurbel  auf  die  be- 
tlreffende  Ziffer  eines  Zifferblattes  zu  drehen,  weshalb  diese  Maschine  sehr  schnell 
arbeitete;  bei  der  älteren  Maschine  von  Selling  ^^^)  geschah  die  Multiplikation 
mit  2,  3, . . .  durch  Ofi&ien  des  Systems  der  Nürnberger  Scheren  um  das  Doppelte, 
Dreifache,  .  .  .  des  bei  einfacher  Addition  nötigen  Betrags ,  also  auch  durch  eine 
einzige  Handbewegung. 

140)  Erfunden  1671,  ehe  Leibniz  die  Po^coTsche  Maschine  kannte.  Be- 
schreibung von  Leibniz  selbst  Miscell.  Berol.  1  (1710),  p.  317,  Übersetzung 
Zeit6chr».Verm.-W.  1892,  p.  646.  Zur  (beschichte  s.  W.  Jordan^  Zeitschr.  Verm.- 
W.  1897,  p.  289,  woselbst  weitere  Litteratur.  Grundriss  ebenda.  S.  auch  Anm'. 
129  u.  182. 


ggg  T  F.   NnmerUcbes  Rechnen. 

Ph.  M.  Hahn  ***)   als  erste   wirklich  brauchbare   und   gewerbBrnäsaig 
hergestellte  "»};  den  j^thraomfetra"  toh  Ch.  X.  IJtomas  (Fig.  13)"») 


0ffrf*^*f"f'f'f*ff*^l 


Fig.  IS.   AriÜimometer  von  Thomat  im  Qnmdrisa. 


Fig.  11.    Bechenmuchine  von  Maurel  und  Jat/et. 


als  erste  Maschine,  die  grössere  Verbreitung  erlangt  hat;  dann  wegen 
besondere  eigenartiger  Bauart  die  zu  ihrer  Zeit  leistungsfähigste,  den 


141)  £rfandea  1770;  1774  erste  Maachina  fertig,  b.  J%.  M.HoJm,  Beschreib, 
mechoa.  Eonetwerke,  Stuttgart  1774,  Vorrede;  Teotschei  Merkur,  2  (1779), 
p.  137.  Abb,  und  gute  Beechreibung  feblt  noch.  Mehrere  noch  bnuichbaz« 
Maachiuen  vorhanden,  i.  B.  in  den  Sammlungen  der  techn.  HocbBchulon  Berlin, 
Mflnchen,  Stuttgart. 

142)  Noch  im  Anfang  dee  19.  Jahrb.  von  dem  Uhrmacher  Chr.  SdnuUr  in 
Ansbach,  vgl.  Dyek'a  Katalog  p.  160. 

US)  Erfinden  1820;  hat  viele  dnichgreifende  Änderungen  erlebt  und  war 


17.  Erwetterte  AddiUoiumaBoliiiieii.  969 

eigentlichen  Multipilkationsmaschinen  (Nr.  IS)  n^e  stellende  Maschine 
von  Mawel  und  J(^et  (Fig.  14)"'),  sowie  die  ältere  Maschine  von 
E.  Selling  (Fig.  15)"*);  femer  den  ^^thmometer«  von  W.  T.  Odhner 


Fig  16    Altere  Bechenmaschme  von  SeUmg 


Fig.  16.  Ärithmometor  von  Odhntr. 


(Fig.  16)'"),  welcher  zwar  in  mancher  B^ehung  hinter  den  vorigen 
Maachinen    zurücksteht**'),   aber  weniger   Raum    einnimmt    und    zu 


a  (bis  18G8)  teilweise  weniger  Kweckm&Mig  eingerichtet,  ab  die  Beclien- 
magchinen  von  Hahn  '*'),  MHOer  "■),  und  aogai  von  LeOmiz  '*").  Aiufahrl.  Be- 
schreib, mit  Abb.  F.  Beuleaux,  Die  ThomaB'sche  RecheDmaicbine,  Freibetg  1662 
(aus  Civilingeoieut  8),  2.  Aufi.  Leipzig  1893;  Sebtrt,  Soc.  d'enc.  Bull.  1S79, 
p.  893;  A.  Cavallero,  Torino  Ist.  tecn.  Ann.  8,  besw,  Bevae  uniTerselle,  1880, 
p.  S09  (wegen  der  älteren  Formea  a.  Boyau,  Soc.  d'enc.  Bull.  1B32,  p.  856, 
Senoit,  Soc.  d'enc  Ball.  1861,  p.  llS);  wird  in  vielen  Werkstätten  hergestellt, 
in  Deutschland  (mit  Verbesseningen)  von  A.  BurlAardt,  GlaahOtte  im  S.  aeit  1878. 

144)  In  Deutachlajid  1878  patentiert  (Nr.  7393,  u.  Nr.  e492t>  TOn  1891); 
aeit  1893  &U  „Bninaviga"  im  Handel  (a.  Trinkt,  Zeitachr.  Ver.  deutacher  Ingen. 
189!,  8.  1623),  in  Frankreich  unter  den  Namen  ,J)act;Ie"  und  „la  Hapide". 

146)  lat  nicht  zuverläBaig,  weil  die  Bewegungen  nicht  binreiehend  ge- 
sichert und  die  Zehnerübertragnngen  nicht  weit  genug  gefahrt  aind  (erfüllt  die 
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neuer  Erfindungsthätigkeit  anger^  hat"*};  endlich  die  BechenmaBcltiiie 
von  W.  Küthter  (Fig.  17)"'),  als  die  am  meüten  Vorteile  bietende 
der  jetzt  im  Handel  befindlichen  erweiterten  Additionsjnaachinen ""): 


^.jg  : 


BechennwBchine  v 


18.    EigentUohe  HoltiplikatioiunnsMliinen.     Einen  ganz  neuen 
Gedanken    hat    1888    Leon    BoHee    in    seiner    „madiine    ä   calculer" 


an  jede  ß.-Maadtiue  lu  etelteude  Bedingong  nicht,  dasB  im  Zählwerk  000  -  -  -  0' 
erscheint,  wenn  99B  -  -  -  B  eingeBtellt  war  und  1  addiert  wird);  hat  sehr  schweren 
Gang  und  andere  Mängel. 

Ii6)  Ton  ähnlicher  Banart,  jedoch  in  wesentlichen  Pnn]rt«n  verbesmrt 
sind  die  Bechenmucbinen  tob  User '")  und  Kiiüner '").  Auch  die  sehr 
branchbare  Uaechine  Ton  0.  BäUntr  (D.  B.  P.  Nr.  4T!1S,  1888,  Abb.  ByeVt  Ka- 
talog p.  161,  von  Bobl  p.  102)  scheint  davon  beeinflnset  zu  sein. 

1*7)  ß.  E.  P,  Nr.  84269  (1894),  s.  BwgUr'a  Polyt.  J.  8O0  (1996),  p.  199 ;  wird 
hergestellt  von  W.  UeiniU  in  Breedeo. 

14B)  Zq  denselben  gehören  auch  u.  a.  die  Rechenmaschinen  von  Lemfold  '"), 


18.  Eigentliche  MultiplikatiansiiiaBchiDt 
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(Fig.  18)^*^)  verwirklicht :  Die  g^enaeitigen  Produkte  d«r  Zahlen 
1 — 9  sind  körperlich  dargestellt,  nämlich  durch  Paare  von  Stiften, 
deren  Längen  den  Einem  und  Zehnem  jener  Produkte  entsprechen*^). 
Diese  Stifte  begrenzen  die  Verschiebung  von  Z^nstangen,  welche  so 


Fig.  SD.    QniDdriBs  der  Bechi 


durch  eine  sich  immer  gleich  bleibende  Handbewegung  (das  einmalige 
Drehen  einer  Kurbel)  gezwungen    werden  können,  das  Produkt    des 

Mahon'")  ^"),  MüSer""),  fitem'"),  Staffel'"),  Grant  "»),  Ts(Mij/Bcheff '"), 
i>i«te«AoM'"),iMm«idson""),i>«s<Aan<* ■•'),£■«*»■■"),  TFüms"»).  S.  ancljNr.58. 

149)  Betchr.  in  den  Far.  C.  R.  109  (18S9),  p.  TS7;  mit  Abb.  Soo.  d'enc. 
Bull.  1894,  p.  989,  auch  iFOcagne  p.  33  flg.,  com  BoU  p.  160 flg.,  denUche  Pa- 
tentschrift Nr.  88936  (TOn  18ß*). 

160)  Der  „calculat«ar"  (Fig.  19)  igt  gewiaiermasBeu  ein  TerkOipertea  Ein- 
maleins; z.  B,  beGnden  sich  an  der  EreozimgBBtelle  der  7.  Reihe  mit  der  9.  Ko- 
lonne swei  Stifte  von  den  Längen  3  niid  6,  weil  7  X  9  =  63.  Offenbar  kCnnen 
statt  Froduktentafeln  ebenso  gut  andere  numerische  Tafelo  verkörpert  und  in 
ilie  Maschine  eingeführt  werden;  in  der  Th&t  hat  Sollte  auf  diese  Art  beson- 
dere Haschinen  fflr  Zinsberechnnng  und  andere  Zwecke  konatniiert. 
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eingestellten  Multiplikanden  mit  irgend  einer  Ziffer  des  Multiplikators 
auf  das  Zählwerk  zu  übertragen.  Bei  der  auf  demselben  Gedanken 
beruhenden  Rechenmaschine  von  0.  Steiger  (Fig.  20)  ^^)  kommen  die 
Teilprodukte  durch  Paare  von  abgestuften  Scheiben  (s.  Fig.  21),  die 
auf  einer  gemeinsamen  Welle  sitzen,  zum  Ausdruck.  E.  Seüing  fuhrt  in 
seiner  „elektrischen  Rechenmaschine^'  ^^  die  Teilprodukte  durch  Elek- 
tromagneten in  der  Art  ein,  dass  die  den  Werten  ihrer  Ziffern  ent- 
sprechenden galvanischen  Leitungen  durch  verschiedene,  den  Multi- 
plikanden- und  Multiplikatorziffem  entsprechende  Einstellungen  ge- 
schlossen werden.     Es  leuchtet  ein,  dass  mit  einer  solchen  Maschine 


«  5  1 


"'z 


Fig.  21. 


viel  schneller  multipliziert  (und  dividiert)  werden  kann,  als  mit  den 
in  Nr.  17  beschriebenen  —  den  „Arithmaurel",  vgl.  Anm.  153,  allen- 
falls ausgenommen  —  namentlich  wenn,  wie  bei  der  Maschine  von 
SeUing,  fttr  das  Einstellen  von  Multiplikand  und  Multiplikator  Tasten 
vorgesehen  sind.  Ein  Mangel  haftet  freilich  auch  diesen  Maschinen 
noch  an:  ohne  Verlegung  des  Zählwerks  (die  zwar  bei  der  Maschine 
von  Steiger  automatisch  während  jeder  Kurbeldrehung  erfolgt)  lässt 
sich   nur   mit   einziffrigen   Zahlen    multiplizieren^^').     K.  Strekl   hat 

151)  In  Deutschland  1892  patentiert,  Nr.  72870;  bei  den  Stnfenscheiben 
entspricht  dem  Wert  einer  Ziffer  der  Abstand  der  betreffenden  Stelle  des 
Scheibenrandes  von  der  Aussenlinie  (Fig.  21  zeigt  die  zur  Multiplikatorziffer  3 
gehörigen  Scheiben,  links  die  der  Zehner,  rechts  die  der  Einer);  s.  auch 
H.  Sossna,  Zeitschr.  Verm.-W.  1889,  p.  674  (hiemach  wendet  Steiger  jetzt  ähn- 
liche Einmaleinskörper  an,  wie  Bollee),  Hergestellt  imter  dem  Namen  „Millionär*** 
in  der  Fabrik  Stolzenberg  in  Oos  (Baden). 

152)  Deutsche  Patentschrift  Nr.  88297  (1894).  Neuerdings  ist  SeUing  zur 
mechanischen  Lösung  zurückgekehrt,  wobei  es  ihm  gelungen  ist^  die  (bei  Bollee 
und  Steiger,  wie  bei  Thomais  u.  a.  noch  vorhandene)  Häufung  der  Widerstände 
bei   der  Zehnerübertragung  zu  vermeiden. 

153)  Maurel  und  Jayet  waren  mit  ihrer  Rechenmaschine"*),  trotzdem  sie 
nur  eine  erweiterte  Additionsmaschine  ist,  dem  anzustrebenden  Ziele  schon 
näher  gekommen,  da  bei  derselben  das  Zählwerk  nicht  verlegt  wird  und  mit 
der  Einstellung  des  Multiplikators  die  Multiplikation  beendigt  ist. 
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eine  Vorriclituiig  beschrieben^"),  durch  die  das  Ideal  einer  Rechen- 
maschine in  erkennbare  Nähe  gerückt  erscheint;  wenn  die  Ausfüh- 
rung gelänge,  so  brauchte  man  bei  dieser  Maschine  die  beiden,  hier 
ganz  gleich  berechtigten  Faktoren  bloss  einzustellen,  und  das  Produkt 
stünde  schon  da. 

19.    Subtraktion   und    Division.     Nebenzählwerk     (Quotient). 

Von  seltenen  Ausnahmen  ^^^)  abgesehen  wird  mit  einer  Rechenmaschine 
subtrahiert,  indem  nach  Einstellung  des  Subtrahenden  im  Zählwerk 
(und  des  Minuenden  im  Schaltwerk,  falls  solches  vorhanden)  die 
Zifferscheiben  des  Zählwerks  gezwungen  werden,  die  den  Ziffern  des 
Minuenden  entsprechenden  (bezw.  durch  das  Schaltwerk  vorgezeich- 
neten) Bewegungen  rückwärts  auszuführen.  Bei  der  Rechenmaschine 
von  Thomas ^^^)  und  einigen  andern,  wie  BoUee^*^)  und  Steiger ^^^\ 
wird  gleichwohl  die  Kurbel  immer  in  demselben  Sinne  gedreht,  aber 
durch  ein  „Wendegetriebe"  bewirkt,  dass  nach  Einstellen  eines  Hebels 
oder  Knopfes  auf  „Subtraktion"  bezw.  „Division"  die  Zifferscheiben  des 
Zählwerks  ihre  Bewegung  umkehren.  In  neuerer  Zeit  nimmt  der  Ge- 
brauch zu,  die  Maschinen  so  einzurichten,  dass  derselbe  Zweck  durch 
Rückwärtsbewegen  der  Kurbel  (oder  des  ihr  entsprechenden  Gliedes) 
erreicht  wird,  wie  dies  schon  bei  der  Rechenmaschine  von  Leibniz  ^^) 
der  Fall  war  und  für  den  Rechner  aus  naheliegenden  Gründen  ange- 
nehmer ist^^). 

Um  zu  dividieren  stellt  man  den  Dividenden  im  Zählwerk,  den 
Divisor  im  Schaltwerk  ein,  bringt  die  Ziffern  höchsten  Ranges  beider 
Zahlen  unter  einander,  subtrahiert  nun  den  Divisor,  so  oft  es  geht, 
wodurch  man  die  höchste  Ziffer  des  Quotienten  erhält,  verlegt  hierauf 
das  Zählwerk  um  eine  Stelle  nach  links  (bezw.  das  Schaltwerk  nach 
rechts),  subtrahiert  aufs  neue  den  Divisor  u.  s.  w.^*'). 


154)  Centralztg.  f.  Optik  u.  Mechanik,  1890,  p.  242;  beruht  auf  einfachen 
geometrischen  Beziehungen. 

155)  Bis  auf  einige  Additionsmaschinen,  wie  den  Comptometer  *'*),  gehören 
dazu  von  neueren  Rechenmaschinen  nur  die  von  G.  B.  CHrant  [s.  Amer.  J.  sc.  arts 
(3)  8  (1874),  p.  277].  Die  Zifferscheiben  ihres  Zählwerks  können  blos  in  einem 
Sinne  gedreht  werden  und  die  Subtraktion  irgend  einer  Ziffer  geschieht  durch 
Addition  ihrer  Ergänzung  zu  10.    Vgl.  den  Schluss  der  Nr.  14  sowie  Anm.  114. 

156)  Unter  den  neueren  Maschinen  haben  solche  Einrichtung  z.  B.  die  von 
OdÄner"*),  Duschan^k  ^^^ ,  Büttner^*')  (ist  gleichzeitig  mit  Umsteuerung  ver- 
sehen)!,  JK««er  "•),  ZiüWwer"'),  unter  den  älteren  die  von  JfcfoÄon  ""),  Mawrel 
und  Jayet  ^^^),  Staffel  ^^^  (bei  dieser  musste  ausserdem  noch  ein  Zeiger  auf 
„Subtraktion'*  gestellt  werden). 

157)  Eine  Ausnahme  bildet  die  Maschine  von  Tschebyacheff  ^^'):  es  wird  im 
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Die  meisten^  för  alle  vier  Grandrechnungsarten  bestimmten  Ma- 
schinen haben  ein  besonderes  Zählwerk  —  Neben-  oder  Teiler^hl^ 
werk^^)  —  in  welchem  beim  Multiplizieren  der  Itfultiplikator^  beim 
Dividieren  der  Quotient  erscheint  und  das  aus  letzterem  Grunde  ge- 
wöhnlich der  Quotient  (^—  ^  in  Fig.  13,  16—18,  20)  genannt  wird«^*). 

30.  Besondere  Binriohtongen.  Man  würde  es  heute  als  einen 
grossen  Mangel  empfinden,  wenn  eine  Rechenmaschine  keinen  ^Aus- 
lascher^'  hätte,  mit  Hülfe  dessen  alle  Zifferscheiben  des  2iählwerks 
rasch  in  die  Nullstellung  zurückgeführt  werden  können  ^®°).  Bei  den 
neueren  Rechenmaschinen  auch  im  Quotienten  (s.  Nr.  19)  angebrachte*^), 
ist  diese  Vorrichtung  (die  gewöhnlich  mittels  eines  Knopfes  oder 
Hebels  durch  Drehen  oder  Druck  in  Thätigkeit  gesetzt  wird,  in  den 
Figuren  13, 14, 16  u.  s.  w.  mit  L  bezeichnet)  stetig  verbessert  worden. 

Schon  Joh,  Hdfrich  MüUer'Q  Rechenmaschine  (1783)^**)  liess  eine 
Glocke  ertönen,  sobald  ihr  zugemuthet  wurde,  eine  Zahl  von  einer 
kleineren   abzuziehen,   oder   grössere  Ergebnisse   zu  bilden,   als    das 

Zählwerk  die  Ergänzung  des  Dividenden  zu  einer  höheren  Potenz  von  10  ein- 
gestellt and  der  Divisor  addiert,  was  einer  Abart  der  komplementären  Division 
(s.  Nr.  2)  entspricht. 

16S)  Bei  der  „circolar  calcnlating  machine"  von  J.  Edmondson  [s.  Phüos. 
Mag.  (6)  20  (18S6),  p.  16;  Abb.  Dyck*8  Katalog  p.  161,  von  Bohl  p.  161]  sind 
Haupt-  und  Nebenzählwerk  mit  einander  vereinigt.  Der  kreisförmige  Bau  der- 
selben gestattet,  jede  Ziffer  des  Zählwerks  jeder  Ziffer  des  Schaltwerks  gegen- 
über zu  bringen,  so  dass  eine  nicht  aufgehende  Division  beliebig  lange  ohne 
neue  Einstellung  des  Restes  fortgesetzt  werden  kann. 

169)  Mit  einem  solchen  waren  bereits  die  Maschinen  von  Hahn  '^^)  und 
Müller  *•*)  ausgestattet;  die  Maschine  von  Thomas  "*)  ist  es  erst  seit  1858.  — 
Zehnerübertragung  ist  gewöhnlich  im  Quotienten  nicht  vorgesehen,  sodass  bei 
Maschinen  mit  Kurbel  die  Drehungen  der  letzteren  blos  dann  richtig  angezeigt 
werden,  wenn  ihre  Zahl  in  keiner  Stelle  mehr  als  9  beträgt.  Bei  wissenschaft- 
lichen Rechnungen  wäre  diese  Zehnerübertragung  oft  erwünscht;  sie  kommt  vor 
bei  der  Maschine  von  H.  Esser,  D.  R.  P.  Nr.  82965  (1892)  und  der  „Duplex"- 
Rechenmaschine  von  KüUner  **^;  bei  Selling'B  älterer  Maschine  "*)  versteht  sie 
sich  von  selbst. 

160)  Wir  finden  einen  solchen  schon  in  der  Rechenmaschine  von  Ltibnit  (s. 
die  polygonalen  Scheiben  L  —  Z?  in  Fig.  11,  deren  Bedeutung  Bwrkhardt^*^ 
erkannt  hat)  während  der  Arithmometer  von  Thomas  **')  ihn  erst  um  1868  erhielt. 

161)  Bei  der  Maschine  von  K.  Duschanek,  D.  R.  P.  Nr.  26778  (1883),  s. 
Poljt.  J.  260  (1886),  p.  264,  können  alle  drei  Systeme  von  Ziffern  durch  eine 
einzige  Kurbeldrehung  auf  Null  gestellt  werden;  bei  derjenigen  von  Edmond- 
son ^'^  lassen  sich  die  Ziffern  des  inneren  Kreises,  in  welchem  Haupt-  und 
Nebenzählwerk  vereinigt  sind,  nach  Belieben  insgesamt  oder  teilweise  auslöschen. 

162)  S.  Götting.  Anzeigen,  120.  Stück,  1784,  S.  1201;  Miüler's  „Beschreibg. 
seiner  neu  erfund.  Rechenmaschine  .  .  ^\  hrsg.  von  Ph.  E.  KlipsUin,  Frankfurt 
und  Mainz  1786;  DyiX%  Katalog  p.  148  (m.  Abb.). 
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Zählwerk  fassen  konnte.  Auch  J.  A.  StaffeVs  Maschine  (1845)  i«») 
hatte  diese  WamungsglockC;  die  man  jetzt  in  yielen  Rechenmaschinen 
antriffl^^^). 

Wichtig,  obwohl  noch  selten  angewendet,  ist  ein  Druckwerk^ 
bestehend  in  Vorrichtungen  zum  automatischen  Kopieren  der  einge- 
steUten  Zahlen  und  der  Ergebnisse,  wie  solche  schon  bei  den  Addi- 
tionsmaschinen (Nr.  16)  erwähnt  wurden  ^^). 

Schon  Leibniz^^^  spricht  davon,  dass  ein  mechanischer  An- 
trieb an  Stelle  des  Bewegens  der  Rechenmaschine  durch  die  Hand 
des  Rechners  gesetzt  werden  könnte.  Ausser  in  der  Rechenmaschine 
von  A,  Stern  ^^)f  die  ein  vollständiger  Automat  war,  scheint  dieser 
Gedanke  noch  nicht  zur  Ausfahrung  gebracht  worden  zu  sein^*^). 

21,  Ansföhnuig  zusammengesetzter  Beohnnngen.  Ihre  Kraft 
am  besten  entfalten  können  Rechenmaschinen  der  in  Nr.  17  und 
Nr.  18  betrachteten  Arten  bei  Ausdrücken  der  Form 

ab  +  a^ii  +  fl^^s  i  ' '  *  • 
Wenn   die  Zahl  a  im  Schaltwerk  eingestellt  und  mit  b  multipliziert 
worden  ist,  lässt  man  das  im  Zählwerk  erschienene  Produkt  ab  stehen 
und  führt   in  derselben  Weise   der  Reihe  nach   die  Multiplikationen 


168)  S.  Tygodnik  illustrowany,  Warschau  1868,  p.  207. 

164)  Z.  B.  in  Ä.  Burkhardt'B  Maschine  Thomas'scher  Bauart  ^^'j  seit  1886.  — 
Durch  Nichtbeachtung  des  dem  Rechner  gegeben  Zeichens  können  Fehler  ent- 
stehen. 

165)  Abgesehen  von  den  DifiFerenzenmaschinen  (Nr.  22)  war  damit  wohl 
zuerst  die  Rechenmaschine  von  Chrant  ^^),  dann  die  ältere  Maschine  von  SeJling  ^'^ 
versehen.  Bei  A,  T,  AshwelVs  offenbar  von  den  Schreibmaschinen  herübergenom- 
mener Konstruktion,  D.  R.  P.  Nr.  102986  und  Nr.  108009  (1897)  kann  man  sogar 
ein  Blatt  Papier,  ohne  es  von  der  Maschine  zu  entfernen,  nacheinander  mit 
parallelen  Reihen  von  Zahlenkolonnen  bedrucken  und  es  ertönt  eine  Glocke, 
wenn  eine  bestimmte  Zahl  yon  Reihen  zum  Abdruck  gekommen  ist. 

166)  S.  Leipz.  Litteraturztg.  f.  d.  J.  1814,  p.  244;  Warschauer  Qesellsch.  d. 
Wiss.  Roczniki  12  (1818),  p.  106.  Nach  Einstellung  der  gegebenen  Zahlen 
fahrte  die  Maschine  ihre  Operationen,  deren  Beendigung  durch  eine  Glocke  an- 
gezeigt wurde,  allein  aus.    S.  auch  Anm.  178. 

167)  Bei  der  älteren  Additionsmaschine  von  Burrough  ^'^  dienten  aller- 
dings Federn,  welche  durch  einen  Fusstritt  gespannt  und  durch  die  Tasten 
lediglich  ausgelöst  wurden,  zum  Hervorbringen  der  Bewegungen.  Nach 
C.  Dietzschold  (Die  Rechenmasch. ,  Leipzig  1882,  p.  48  oben),  wäre  es  leicht 
(entsprechend  einem  Vorschlage  von  G.  Zetmer)  an  Rechenmaschinen  mit  Kurbel 
ein  durch  Pedal  aufzuziehendes  Laufwerk  zum  Antrieb  der  Hauptwelle  anzu- 
bringen. Additionsmaschinen  mit  Uhrwerk  und  Tasten  erwähnt  Dieteschold  p.  19 
als  von  Biermger  k  Hebetam  1878  ausgestellt;  eine  solche  wurde  auch  Fr.  Ouhel 
1890  unter  Nr.  69877  patentiert. 
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^^i;  (h^if'-  ftus;  die  Addition  bezw.  Subtraktion^^)  jedes  neu  ge* 
bildeten  Gliedes  Yolbdeht  sich  von  selbst  ^^^.  G.  Ä.  Hirn  bat  ge* 
zeigt^^®),  wie  auch  Ausdrücke^  die  in  einem  Aggr^^at  von  Gliedern 
der  Form  abc,  cPe^  p  bestehen  ^  ohne  Niederschreiben  von  Zwischen- 
ergebnissen berechnet  werden  können.  Das  Ausziehen  yon  Quadrat- 
wurzehi^^^),  allgemeiner  die  Berechnung  einer  Wurzel  einer  beliebigen 
quadratischen  Gleichung  ^^^,  wird  bei  Anwendung  einer  Rechenmaschine 
eben&lls  zu  einem  mechanischen  Verfahren ,  ebenso  bei  gleichzeitiger 
Benutzung  zweier  Rechenmaschinen  das  Ausziehen  von  Kubikwurzeln 
bezw.  die  Berechnung  einer  Wurzel  einer  kubischen  Gleichung  ^^. 
Zur  Erleichterung  der  ersteren  Operation  sind  einige  Rechenmaschi- 
nen mit  besonderen  Vorrichtungen  yersehen  worden  ^^'). 


168)  Bei  der  Bechenmaacliine  von  Thomas  ^*')  und  anderen  erscheint^  wenn 
man  eine  im  Schaltwerk  eingestellte  Zahl  von  Null  sabtrahiert,  im  Zählwerk 
deren  Erg&nznng  zu  10",  wo  n  die  Anzahl  der  Stellen  des  Z&hlwerks  bezeich-, 
net,  m.  a.  W.  die  Maschine  „entlehnt**  Eins  in  der  (n  -f  1)^  Stelle  und  giebt 
es  zurfick,  wenn  eine  grössere  Zahl  addiert  wird.  Positive  und  negative  Glieder 
können  deshalb  in  beliebiger  Ordnung  in  die  Maschine  eingefOhrt  werden.  Da- 
gegen bei  der  Maschine  von  Mawrel  und  Jayet  ^^%  sowie  der  von  Boüie  ^^*)  ist 
es  durch  eine  Hemmung  unmöglich  gemacht,  eine  Zahl  von  einer  kleineren  in 
subtrahieren,  beim  Dividieren  und  Ausziehen  von  Quadratwurzeln  ein  YorteiL 

169)  Insbesondere  liefert  jede  Eurbeldrehung  ein  weiteres  Glied  einer  arith- 
metischen Reihe  a,  a  ±  d,  a  ±  2d, . . .,  wenn  das  Anfangsglied  a  in  das  Zfthl- 
werk  gebracht  und  die  konstante  Differenz  d  im  Schaltwerk  eingestellt  ist.  — 
Der  Arithmaurel"^)  hat  zwei  Zählwerke;  auf  dem  ersten  (Fig.  14,  Z — Z) 
können  im  Fall  eines  Ausdrucks  obiger  Form  die  Werte  der  einzelnen  Glieder 
a5,  Ol  &i , . . . ,  wenn  man  ihrer  bedarf,  abgelesen  und  dann  ausgelöscht  werden, 
im  zweiten  Zählwerk  (Fig.  14,  Z'  —  Z')  erscheint  der  Wert  des  ganzen  Ausdrucks 
^^ztl^^idl^^fld:'"-  ^  erleichtert  dies  manche  Bechnongen,  z.  B.  die  Be* 
Stimmung  des  grössten  gemeinschaftlichen  Teilers  zweier  Zahlen.  Burkharde  ^*^ 
liefert  Maschinen  Thonuui'ncheT  Bauart  auf  Wunsch  ebenfalls  mit  doppeltem 
Z&hlwerk,  femer  Maschinen  für  abgekürzte  Multiplikation  (s.  Nr.  25). 

170)  G^e  civil,  2*,  1863,  p.  160. 

171)  Man  kann  die  gewöhnliche  Methode  zu  Grunde  legen.  Ä.  TäpUr  hat 
ein  besonderes  Verfahren  angegeben  [s.  F.  Beuleaux^  Yerh.  V.  f.  (Jewerbfleisa, 
44  (1866),  p.  112],  welches  darauf  beruht,  dass  die  Sxunme  der  n  ersten  ungera- 
den Zahlen  gleich  n'  ist. 

172)  S.  J2.  Mehmke,  Zeitschr.  Math.  Phys.  46  (1901),  Heft  4. 

178)  Z.  B.  die  Maschinen  von  Stern  ^*%  Staffel  ^*')  und  BolUe  (Modell  von 
1892)  ^*^.  Stern  hat  drei  Maschinen  konstruiert,  von  welchen  die  erste  (1818) 
nur  für  die  »^er  Spezies^\  die  zweite  (1817)  für  das  Wurzelausziehen  bestimmt 
war,  die  dritte  (1818)  die  beiden  ersten  in  sich  vereinigte.  Die  Mitteilung  der 
Leipz.  Litterat-Ztg.  von  1814,  p.  244,  Stern  arbeite  an  einem  Instrument  znr 
Auffindung  der  Primzahlen,  beruht  wohl  auf  einer  Verwechslung  der  polnischea 
Wörter  für  Quadratwurzel  und  Primzahl. 
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ß.    Maschinen  zur  selbstthätigen  Ausführung  zusammen- 
gesetzter Rechnungen. 

22.  Differenzenmaschinen.  Die  in  der  Überschrift  genannten 
Maschinen  haben  den  Zweck,  mathematische,  astronomische  und  der- 
gleichen Tafeln,  also  Wertereihen  von  Funktionen,  mit  Hülfe  der  Diffe- 
renzen verschiedener  Ordnung  (s.  I  E)  zu  berechnen  und  überdies  zu 
stereotypieren.  Sie  bilden  das  einzige  Mittel  zur  Herstellung  gänz- 
lich fehlerfreier  Tafeln,  woraus  allein  schon  ihre  Wichtigkeit  erhellt. 
Der  Gedanke  geht  auf  J.  K  Müller  (1786)  zurück"*),  aber  erst 
Ch.  Babbage  war  (1823)  in  der  Lage,  den  Bau  seiner  (um  1812  er- 
dachten) Differenzenmaschine  in  Angriff  zu  nehmen,  wenn  auch  in- 
folge ungünstiger  äusserer  Umstände  (1833)  die  Arbeit  wieder  ein- 
gestellt werden  musste^''^)  ^''^).  Zur  Ausführung  gelangte  zuerst  (1853, 
ein  zweites  Exemplar  1858)  die  (1834  erfundene)  Differenzenmaschine 
von  Georg  und  Eduard  Scheute  (Vater  und  Sohn)^''')  ^'®).  Von  ähn- 
licher Wirkungsweise ^'^)^   aber  in    der  Bauart   vereinfacht,  sind    die 

174)  ,,Be8chreibg.  seiner  neu  erfand.  Rechenmaschine^^  hrsg.  von  JPh.  E.  Klip- 
stein,  Frankf.  u.  Mainz  1786,  p.  48. 

176)  S.  Polyt.  J.  47  (1882),  p.  441,  femer: 

176)  Babh<ige*6  Calcnlating  engines ,  London  (Spon)  1889.  (Sammlung 
zahlreicher  zerstreuter  Arbeiten  über  die  Rechenmaschinen  von  Ch.  Babhage.) 

177)  S.  H.  Meidmger,  Polyt.  J.  166  (1860),  p.  241,  821.  Abb.  wn  BöM 
p.  189.  Beschreib,  der  Einzelheiten  in  Brit.  patent  specific,  Oct.  17,  1864, 
Nr.  2216. 

178)  George  et  Edouard  SchetUz,  Späcimen  de  Tables  calcul^es  st^r^otyp^es 
et  imprim^es  au  moyen  d^une  machine^  Paris  1868,  (1867  in  London  englisch 
erschienen).  —  Tables  of  lifetimes,  annuities  and  premiums,  with  an  introduction 
by  W.  Farr,  London  1864. 

179)  Fünf  Zählwerke  mit  je  16  Stellen  sind  vorhanden,  eines  für  die  Werte 
der  Funktion  u  =  f{x)y  die  übrigen  für  die  DifiPerenzen  [IE,  Nr.  2]  der  ersten 
vier  Ordnungen,  von  welchen  die  der  vierten  Ordnung  einander  gleich  voraus- 
gesetzt sind.     Die  anfänglichen  Einstellungen  sind: 

Wo,    Am_i,    A>u_,,    A»i«_,,    A<«. 

Bei  der  ersten  halben  Umdrehung  addiert  die  Maschine  die  Differenzen  gerader 
Ordnung  A*u  und  A'ii.j  zu  den  benachbarten  Differenzen  A'm.,  bezw.  At«.^, 
wodurch  diese  in  A'u.j  imd  At^^  übergehen;  bei  der  zweiten  halben  Um- 
drehung der  Kurbel  werden  die  ungeraden  Differenzen  A^u^^  und  Au^  zu  den 
benachbarten  Zahlen  A'u.j  und  u^  addiert,  sodass  in  den  ZBMwerken  jetzt 

Wi,    AWoi    A"«*oi    A»u_i,    A<w 

erscheinen,  also  die  Lidices  alle  um  Eins  gewachsen  sind.  Ist  A^i«  thatsächlich 
nicht  konstant,  so  darf  es  bei  Abrundung  auf  eine  bestimmte  Zahl  von  Stellen 
wenigstens  eine  Strecke  weit  als  konstant  angesehen  werden. 

Encyklop.  d.  matb.  WitMnsch.    I.  62 
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Differenzenmaschinen  von  M.  Wiberg^  und  C^eorge  B.  Orant^, 
von  welchen  die  erste  gleich  der  Scheubsiachen^''^)  bemerkenswerte 
Proben  ihrer  Leistungsfähigkeit  abgelegt  hat^^). 

23.  Analytisohe  ICasohinen.  Die  1834  von  Ch.  Babbage  er- 
fundene y^analytical  engine^'  ^'^  ^^  hat  die  Bestimmung,  arithmetische 
oder  analytische  Operationen  irgend  welcher  Art^^)  an  beliebigen 
g^ebenen  Zahlen  auszufahren  und  die  Ergebnisse  zu  drucken.  Die 
Formeln  oder  Vorschriften,  nach  denen  die  Maschine  rechnen  soll, 
werden  ihr  in  Gestalt  durchlochter  Ejuions  (ahnlich  den  in  der 
Jacquard -Weberei  benützten)  dargeboten.  Bis  jetzt  ist  nur  ein  kleiner 
(jedoch  benutzbarer)  Teil  dieser  Maschine  yollendet  ^^). 

B.  Gdnähertes  Rechnen. 

Den  Hülfsmitteln  des  Zahlenrechnens,  die  wir  im  folgenden  zu 
betrachten  haben,  wohnt  eine  beschrankte  Genauigkeit  inne,  was  nicht 
ausschliesst,  dass  einzelne  von  ihnen  bei  geeigneter  Verwendung  auch 
zum  genauen  Rechnen  dienen  können  (s.  Anhang,  Nr.  59),  wie  um- 
gekehrt natürlich  die  im  ersten  Abschnitt  vorgeführten  alle  auch 
beim  genäherten  Rechnen  anwendbar  sind.    Zunächst  ist: 

24.  Das  Beohnen  mit  ungenauen  Zahlen  im  allgemeinen  zu  be- 
sprechen. Nicht  nur  sind  alle  durch  Messungen  gefundenen  2jahlen  —  sie 
seien  denn  ihrer  Natur  nach  ganze  2jahlen  —  mehr  oder  weniger  ungenau, 
sondern  es  können  auch  irrationale  Zahlen  (die  wir  uns  durch  un- 
endliche Dezimalbrüche  dargestellt  denken  [I  A  3,  Nr.  9])  immer  nur 
unyoUstandig  angegeben,  also  nicht  genau  in  die  Rechnung  eingeführt 

180)  S.  Delaunay,  Par.  C.  B.  66  (1868),  p.  880. 

181)  Amer.  J.  sc.  arts  (3)  2  (1871),  p.  118. 

182)  So  erschienen  1876  in  Stockholm  die  ausftllirl.  7-stellig^n  ,,Logarithm- 
Tabeller,  uträknade  och  tryckte  med  r&knemaskin  af  Dr.  M.  Wiberg^'. 

188)  Neben  *'*)  sei  als  leichter  zugänglich  genannt  die  Mitteilung  von 
L.  F.  Menabrea,  Par.  C.  B.  99  (1884),  p.  179. 

184)  So  ist  ^'')  p.  46  f.  angegeben,  wie  die  Maschine  verfährt,  um  die  Ber- 
noulU'schQn  Zahlen  [IE Nr.  10;  IIA 3,  Nr.  18)  zu  berechnen. 

186)  Im  Namen  einer  von  der  British  Association  niedergesetzten  EommiB- 
sion,  die  dardber  befinden  sollte,  ob  es  sich  empfehle,  die  Maschine  auszufahren 
und  Tafeln  mit  ihr  zu  berechnen,  hat  C.  W.  Merrifidd  1878  es  für  ratsam  erklärt,  die 
Maschine  zu  spezialisieren,  z.  B.  nur  fOr  Multiplikation  oder  für  die  Auflösung 
eines  Systems  linearer  Gleichungen  (bezw.  die  Berechnung  von  Determinanten, 
8.  IA2)  einzurichten,  s.  *'*)  p.  328  »=  Brit  Ass.  Bep.  1878.  —  Wegen  eine« 
„piano  arithm^que"  von  Oenaüle  zur  Plrüfung  grosser  Primzahlen  s.  Assoc. 
fran^.  20\  Marseille  1891,  p.  169. 
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werden.  Wenn  eine  dekadisch  geschriebeüe  Zahl  mit  einer  grösseren 
Anzahl  von  Stellen  gegeben  ist,  als  ihrer  verbürgbaren  oder  der  für 
einen  bestimmten  Zweck  notwendigen  Genauigkeit  entsprichi^  so  wird 
man  sie  verkürzen  (abkürzen),  d.  h.  rechts  eine  Anzahl  Ton  Stellen 
weglassen  (bezw.  durch  Null  ersetzen,  wenn  keine  Dezimalstellen  vor- 
handen sind^^).  Die  meisten  Rechner  befolgen  hierbei  die  Regel, 
die  letzte  behaltene  Ziffer  um  Eins  zu  erhöhen,  wenn  die  rechts 
folgende  (erste  weggelassene)  Ziffer  5  oder  grösser  als  5  war  („Ab- 
runden")^®'); so  wird  erreicht,  dass  der  Fehler  einer  verkürzten  De- 
zimalzahl höchstens  eine  halbe  Einheit  der  letzten  angegebenen  Stelle 
(statt  bis  zu  einer  vollen)  betragen  kann.  Verlangt  man,  dass  nach 
mehrmaligem  Kürzen  einer  Zahl  sich  dasselbe  ergiebt,  wie  wenn  um 
die  betreffende  Gesamtzahl  von  Stellen  auf  einmal  gekürzt  worden 
wäre,  so  ist  es  notwendig,  bei  der  Endziffer  5  zu  unterscheiden,  ob 
sie  durch  Erhöhung  aus  4  entstanden  („kleine  5"^®®),  gewöhnlich  5 
geschrieben^®^),  oder  schon  vorher  5  gewesen  ist  („grosse  5"^®®))  ^^), 
Die  eigentliche,  von  Wahrscheinlichkeitsbetrachtungen  abhängige 
Fehlerrechnung  ist  in  I D  2  erledigt  worden;  einfacheren  Methoden 
zugänglich    und    deshalb    ausser    in    Monographieen^^^)^^^)    auch    in 


1B6)  Die  Schreibweise  lässt  dann  zwar  nicht  erkennen,  sondern  es  muss 
ausdrücklich  gesagt  werden,  dass  und  auf  wieviel  Stellen  verkürzt  worden  ist. 
{Ä.  Gemerih  hängt  in  seinen  fünfstelligen  Logarithmentafeln,  Wien  1866,  jeder 
▼oUsiAndigen  Zahl  einen  Punkt  an,  zur  Unterscheidung  Ton  den  unvollständigen 
Zahlen.) 

187)  Sie  wurde  schon  von  J,  Kepler  angewendet  (vgl.  die  aus  dem  J.  1623 
stammenden  Beispiele  einer  abgekürzten  Multiplikation  und  Division,  Opera 
omnia,  ed.  Frisch,  7,  Oreifswald  1855^  p.  296),  dagegen  noch  nicht  bezw.  nicht 
folgerichtig  von  Bürgi  "«)  u.  Prätorius  «*^). 

188)  Vgl.  F.  G.  Gauss,  Fünfstell,  logarithm.  u.  trigonom.  Tafehi,  Berlin 
1870,  Einleitung. 

189)  Wegen  anderer  Arten,  die  Erhöhung  zu  bezeichnen,  s.  Anm.  237. 

190)  Weniger  nötig,  aber  dennoch  bei  manchen  Tafeln  (s.  Anm.  237) 
durchgeführt,  ist  bei  anderen  Endziffern  die  Unterscheidung,  ob  Erhöhung  vor- 
liegt oder  nicht.  Sie  giebt  das  Vorzeichen  des  Fehlers,  ohne  die  Grenze  für 
dessen  absoluten  Betrag  herabzusetzen.  Diese  wird  auf  0,25  Einheiten  der 
letzten  Stelle  erniedrigt^  wenn  man  (wie  dies  z.  B.  Gemerih  ^^^  p.  121  als  „zweite 
Methode^*  auseinandersetzt)  jede  nicht  erhöhte  Endziffer  imi  0,26  vermehrt,  jede 
erhöhte  xan.  0,25  vermindert,  was  aber,  als  zu  umständlich,  selten  geschieht. 
J,  Kepler  erreichte  denselben  Zweck,  indem  er  (in  seiner  „Ghilias  Logarith- 
morum*\  Marpurgi  1624  »  Opera  7,  p.  392;  Erklärg.  p.  347)  der  letzten  Ziffer 
eines  unvollständigen  Dezimalbruchs  ein  -f-  oder  ein  —  beifügte,  wenn  derselbe 
um  einen  Betrag  zwischen  0,25  und  0,5  Einheiten  der  letzten  Stelle  zu  klein 
bezw.  zu  gross  war. 

191)  Z.  B.  J.  Vieüle,  Theorie  g^n^r.  des  approzimations  numär.,  Paris  1852, 
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vielen  elementaren  Lehrbüdiem  der  Arithmetik  (namentlich  in  firaiH 
zosischen)^^^^)  mehr  oder  weniger  yollstandig  und  zutreffend  be- 
handelt sind  die  Fragen,  die  sich  nur  auf  die  grosstmöglichen  Werte 
der  Fehler  beziehen.  Zwei  Aufgaben  bieten  sich  hauptsachlich  dar: 
1)  Den  Fehler  zu  bestimmen ,  der  dem  Ergebnis  einer  Rechnung 
höchstens  anhaften  kann,  wenn  die  Fehler  der  in  die  Rechnimg  ein- 
gehenden Zahlen  gegebene  Werte  nicht  überschreiten;  2)  eine  Recbr- 
nung  mit  möglichst  geringem  Aufwand  an  Ziffern  so  auszufElhren^ 
dass  die  für  das  Ergebnis  vorgeschriebene  Genauigkeit  gesichert  ist^^). 
Es  genügt,  die  absoluten  Betrage  der  Fehler  in  Betracht  zu  ziehen  ^^). 
Bezüglich  der  ersten  Aufgabe  sei  folgendes  mitgeteilt.  Der  Fehler 
einer  Summe  oder  Differenz  ist  höchstens  gleich  der  Summe  der 
Fehler  der  einzelnen  Glieder  ^*^.  Die  entsprechenden  Beziehungen  für 
Produkt,  Quotient,  Potenzen  und  Wurzeln  sind  ebenfalls  bekannt  und 
mittelst  elementarer  Methoden  zu  gewinnen  ^^^.  Einfacher  und  in 
schwierigeren  Fällen  nicht  zu  umgehen  ist  es,  mit  Guycu  ^^  sich  der 
Differentialrechnung  zu  bedienen.  In  dem  zu  berechnenden  Ausdruck 
ersetzt  man  die  ungenauen  oder  imvoUstandigen  Zahlen  durch  die 
Buchstaben  a,  6,  c, . . . ,  bildet  hierauf  wenn  /  (a,  6,  c, . . .)  eben  jenen 

Ausdruck    bezeichnet,    die    partiellen    Ableitungen   -J-,  -Jrj  y-y'  '  '9 

setzt  in  jeder  fOr  a  —  unter  a^  den  gegebenen  Näherungswert  dieser 
Zahl,  imter  Aa  den  Höchstbetrag  ihres  Fehlers  verstanden  —  den- 
jenigen der  beiden  Werte  a^  -}'  ^a  und  a^  —  Aa  ein,  zu  welchem 

2.  ^d.  1854 ;  Babinet'Howel,  Calculs  pratiques,  Paris  1857 ;  Ch.  Etichonnet,  £l^ 
ments  de  calcul  approzimatif,  Lausanne  1874,  4.  ^d.  1887;  Ch.  Galopin-SdMMb, 
Th^rie  des  approxim.  num^r.,  Gen^ve  1884;  E.  M.  Langley,  A  treatise  on  com- 
putation,  London  1895;  J.  Chriess,  Approxim.  nomer.,  Paris  1898.  „Lüroth'* 
Kap.  5  und  6. 

192)  Die  deutsche  Litteratur  ist  ziemlich  erschöpfend  angegeben  und  kritisch 
besprochen  in  E.  Ktdlrich,  Die  abgekürzte  Dezimalbruchrechnung,  Progr.  SchOne- 
berg  1897/98. 

193)  Genannt  seien:  J.  A.  Serret,  Traitä  d'arithmätique,  7.  ^d.  Paris  1887; 
J.  Tannery,  Le9ons  d'arithm^tique  th^orique  et  pratique,  Paris  1894,  2.  6d.  1900. 

194)  Vielleicht  zuerst  gestellt,  wenn  auch  nicht  gelöst,  von  F,  Wölff, 
Theoret.-prakt.  Zahlenlehre,  Berlin  1882. 

195)  Die  Einschliessung  jeder  ungenauen  Zahl  zwischen  zwei  Grenzen  igt 
dabei  ebenso  g^t  erreicht,  aber  die  Formeln  und  Regeln  werden  einfacher,  als 
wenn  man  (wie  Vieüle  a.  a.  0.)  die  Vorzeichen  der  Fehler  berücksichtigt. 

196)  C.  Fr,  Gauss,  Theoria  motus  corporum  coelestium,  Hamburg  1809, 
art.  31,  Schluss. 

197)  Vgl.  Griess  a.  a.  0.  p.  14  f. 

198)  NouY.   Ann.   de  math^m.  (3)  8  (1889),  p.  165;    ausführlicher 
a.  a.  0.;  Ansätze  bei  Bmhonnet^  Vieiüe  und  schon  Gauss  ^*'). 
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der  absolut  grössere  Wert  der  betreffenden  Ableitung  gehört  und 
verfährt  ähnlich  mit  b^  c, ,  ,  .]  dann  ist;  wenn  man  die  fraglichen  Ab- 
solutwerte jener  Ableitungen  mit  A,  B,  C, . , ,  bezeichnet,  der  Fehler 
von  f  höchstens: 

(1)  Af=A'Aa-{-B'Ab-{-C'Ac-\ 

Bis  jetzt  haben  wir  nur  den  sogenannten  absoltUen  Fehler,  den 
Unterschied  zwischen  dem  genauen  und  dem  ungenauen  Wert,  ins 
Auge  gefasst.  Ein  besseres  Mass  fQr  die  Ungenauigkeit  einer  Zahl 
ist  eigentlich  der  (oft  in  Prozenten  ausgedrückte)  relative  Fehler,  d.  h. 
der  Quotient  aus  dem  absoluten  Fehler  imd  dem  genauen  Wert, 
jedoch  ist  bei  der  vorliegenden  Aufgabe  seine  Benützung  blos  bei 
„Monomen'',  Ausdrücken  der  Form: 


f  = 


1t  /— ' 

cyd  .,. 


zu  empfehlen ^^*),  wo  man  (mit  den  obigen  Bezeichnungen): 

/\f         Aa    ,         A&     ,    Ac    ,     1    A<2     , 

f  a      '  0      ^     c      ^     n     d      ^ 

setzen  kann^. 

Zuweilen  wird  von  der  Anzahl  der  genauen  Ziffern  ausgegangen. 
Eine  ungenaue  Zahl  hat  m  genaue  Ziffern,  wenn  ihre  m  ersten  Ziffern 
links  mit  denjenigen  gleichen  Banges  in  der  Entwicklung  der  zu< 
gehörigen  genauen  Zahl  in  einen  Dezimalbruch  übereinstimmen.  Die 
von  jenen  Ziffern  gebildete  Zahl  ist  dann  ein  unterer  (zu  kleiner) 
Näherungswert,  dessen  Fehler  höchstens  eine  Einheit  der  m*®^  Stelle 
beträgt.  Umgekehrt,  wenn  der  (absolute)  Fehler  einer  Zahl  nicht 
grösser  als  lO""*  ist,  so  hat  sie  (m  —  1)  genaue  Dezimalen,  ausser 
die  m**  Ziffer  ist  0  oder  9,  in  welchem  Falle  man  sich  nur  auf  (m  —  2) 
Dezimalen  verlassen  kann*^^).  Wenn  zwei  Zahlen  mit  m  bezw.  n 
genauen  Ziffern  bekannt  sind  und  m  <  n  ist,  so  kann  man  bei  ihrem 
Produkt  oder  ihrem  Quotienten  im  allgemeinen  auf  {m  —  2)  genaue 
Ziffern  rechnen,  aber  nur  auf  (m  —  3),  wenn  a  mit  der  Ziffer  1 
beginnt  *^*). 


199)  Vieille  operiert  meist  mit  dem  relativen  Fehler,  was  grosse  Verwick- 
lungen herbeiführt. 

200)  Griess  "^  P-  18- 

201)  S.  Griess  a.  a.  0.  —  Setzt  man  die  Anzahl  der  genauen  Ziffern  zu 
dem  relativen  Fehler  in  Beziehung,  so  kommt  noch  die  erste  geltende  Ziffer  in 
Betracht^  s.  Vieille  u.  Griess  a.  a.  0. 

202)  Hjhriess  a.  a.  0.  p.  19 ;  Vieille  giebt  andere  Regeln  an.  Weitere  Sätze 
dieser  Art,  auch  fclr  Quadrat-  und  Kubikwurzeln,  bei  Griess. 
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Zur  zweiten  der  oben  genannten  An^o^aben  übergehend,  nehmen 
wir  an,  die  Ctenauigkeit,  mit  der  eine  Formel  f{a^  &,  c, . . .)  berechnet 
werden  soll,  sei  geringer  als  die,  welche  bei  direktem  Einsetsen  der 
gegebenen  nngenauen  Zahlen  a,  &,  c, . . .  sich  herausstellen  würde,  eo 
dass  letztere  Zahlen  gekürzt  werden  können.  Das  durch  Einsetzen 
der  gekürzten  Zahlen  entstehende  Yorlaufige  Ergebnis  wird  im  all- 
gemeinen überflüssige  Ziffern  enthalten;  durch  Abrunden  desselben 
auf  die  Anzahl  von  Stellen,  weiche  der  verlangten  Genauigkeit  ent- 
spricht, begeht  man  einen  Fehler,  der  eine  halbe  Einheit  der  letzten 
behaltenen  Stelle  betragen  kann*^.  Soll  daher  das  endgültige  Er- 
gebnis auf  n  Einheiten  einer  gewissen  Stelle  richtig  sein,  so  müssen 
die  gegebenen  Zahlen  o,  &,  c,  . . .  mit  solcher  Genauigkeit  in  die  Rech- 
nung eingeführt  werden,  dass  der  Fehler  des  vorläufigen  Ergebnisses 

höchstens  £  »=  n  —  y  Einheiten  der  fraglichen  Stelle  betriigt.    Die 

Aufgabe  ist  unbestimmt,  da  in  Gleichung  (1)  die  Fehlergrenzen 
Aa,  A&,  Ac,  . . .  auf  unendlich  viele  Arten  so  gewählt  werden  können, 
dass  die  Bedingung  A/*^  b  erfüllt  wird.  Das  einfachste  ist,  mit 
Guycu  *••) : 

^.Aa<i,    J?.A6<~,     C'Lc<^r- 

1H  1H  1H 

also: 

(2)  A»<i^,    ^»<i^'    ^«<i^.--- 

zu  setzen,  wo  m  die  Anzahl  der  Grössen  a,  6,  c,  . . .  bedeutet '^). 
Vor  dieser  allgemeinen  Methode  waren  für  die  einfachen  Bechnimgs- 
arten  wiederholt  Regeln  angegeben  worden,  von  der  Art,  dass,  um  die 
Addition  als  Beispiel  zu  nehmen,  bis  zu  einer  gewissen  Anzahl  von 
Summanden  jeder  mit  einer  Stelle  mehr  eingeführt  werden  soll,  als 
man  im  Ei^ebnis  zu  behalten  gedenkt  („überzählige'^  Stelle  oder 
„Überstelle'^,  und  ähnliche**). 


208)  S.  Guy<m  *^^.  Dieser  Umstand  wird  häufig  übersehen;  berücksichtigt, 
aber  noch  wenig  hervorgehoben,  schon  bei  Harms,  Das  abgekürzte  Rechnen, 
Progr.  Bealsch.  Oldenburg  1872. 

204)  Da  bei  diesen  Fehlergrenzen  1  oder  2  geltende ' Ziffern  genügen,  so 
wird  man  sich  das  Ausrechnen  derselben  durch  Abrunden  aller  Zahlen  mög- 
lichst erleichtem,  wobei  es  statthaft  ist,  die  rechten  Seiten  zu  verkleinern. 
Guyou  bringt  das  Ganze  in  ein  zweckmässiges  Schema,  mit  Kolonnen  fElr  die 
auszuführenden  Operationen,  die  notwendigen  Annäherungen  u.  s.  w. 

205)  Babinet  wollte  sich  noch  bei  20  Summanden  mit  einer  Überstelle  be- 
gnügen, andere  [z.  B.  J.  Vinat,  Ann.  G^nie  civil,  2'  (1863),  p.  172]  sind  auf  10, 
ja  auf  8,  6,  8  (vgl.  KüUrich  a.  a.  0.)  Summanden  herunter  gegangen;  Venn  man 
jedoch  anstrebt,  das  Ergebnis  auf  eine  halbe  Einheit  der  letzten  Stelle  genau 
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25»  Abgekürzte  Multiplikation  und  Division.  Bildet  man  das 
Produkt  zweier  ungenauen  Zahlen  auf  die  gewöhnliclie  Weise,  so  er- 
geben sich  rechts  eine  Anzahl  überflüssiger,  weil  ungenauer  Ziffern. 
Deshalb  wandten  schon  Joost  (Jobst)  Bürgt  ^,  Joh.  PrätoHus  *^')  und 
namentlich  Joh.  Kepler  ^^)  die  sogenannte  abgekürzte  Multiplikation  an. 
Bei  derselben  wird  mit  der  höchsten  Ziffer  des  Multiplikators  begonnen 
und  beim  Übergang  zu  den  rechts  folgenden  Ziffern  des  letzteren  der 
Multiplikand  jedesmal  um  eine  Stelle  gekürzt,  sodass  die  Teilprodukte 
mit  Ziffern  gleichen  Banges  abbrechen.  Es  empfiehlt  sich,  das  De- 
zimalkomma im  Multiplikator  hinter  die  erste  geltende  Ziffer  zu 
bringen  *^^).  Der  grösseren  Genauigkeit  wegen  wird  der  erste  Teil- 
multiplikand entweder  mit  einer  Stelle  mehr  genommen  („Überstelle^'), 
als  im  Produkt  schliesslich  behalten  werden  sollen '^^)  oder  mit  zwei 
Überstellen*")  oder  sogar  drei*^*),  wobei  einige  die  nachträgliche 
Verkürzung  schon  an  den  Teilprodukten  vornehmen*^'),  manche  we- 
wigstens   teilweise*^*),    andere    erst*  an   dem    gesuchten  Produkt *^^). 


zu  erhalten,  so  würde  schon  (wie  Küllrich,  der  bei  nicht  mehr  als  20  Sum- 
manden zwei  Überstellen  anwenden  will,  bemerkt)  bei  zwei  Summanden  eine 
Überstelle  nicht  immer  ausreichen  und  es  kann  sogar  durch  Hinzunahme  wei- 
terer Überstellen  der  Fehler  grösser  werden.  —  Nicht  minder  mannigfaltig  sind 
die  für  die  Multiplikation  u.  s.  w.  aufgestellten  Regeln.  Man  möge  daraus  er- 
sehen, wie  wenig  übereinstimmend  noch  die  Ansichten  auf  diesem  Gebiete  sind. 

206)  In  der  handschriftlichen,  kurz  nach  1692  geschr.  „Arithmetica*\  vgl. 
Cantor,  Vorles.  üb.  Gesch.  d.  Math.  2,  p.  618. 

207)  Vgl.  Max  Cwrize,  Zeitschr.  Math.  Phys.  40  (1896),  hist.-litter.  Abt.,  p.  7. 

208)  Opera  onmia  7,  p.  306,  372  u.  a.  Kepler  weist  auf  Prätork^s  zurück, 
verfuhrt  aber  etwas  anders,  als  letzterer. 

209)  F.  Wolff^^*),  Natürlich  muss  zum  Ausgleich  im  Multiplikanden  das 
Komma  um  ebensoviel  Stellen  in  der  umgekehrten  Richtung  versetzt  werden. 

210)  So  Prätorius,  Kepler  a.  a.  0.  p.  306;  B.  Baltzer,  Elemente  d.  Mathem. 
(p.  48  der  7.  Aufl.,  Leipz.  1886). 

211)  So  Bürgt,  Kepler  a.  a.  0.  p.  872;  CcMchy  (Anm.  217);  Vieille,  Babinet, 
Chriess  u.  a. 

212)  Z.  B.  Krönig,  Über  Mittel  zur  Vermeidung  u.  Auffindung  v.  Rechen- 
fehlem, Progr.  Berlin  1866;  KMrich  a.  a.  0. 

213)  Kepler  a.  a.  0.  p.  306  und  BoMzer. 

214)  Es  kürzen  die  Teilprodukte  schon  tun  eine  Stelle  bezw.  berücksich- 
tigen den  von  einer  weiteren  Überstelle  herrührenden  Übertrag  z.  B.  Bü/rgi, 
Kepler  a.  a.  0.  p.  372,  Babinet,  Küllrich, 

216)  PrMaritM,   Catu^,  Vieille,  Griess,   Krönig   (letzterer   verfährt   beim 

Abkürzen  verschieden,  je  nachdem  die  drittletzte  Ziffer  =  4)  u.  a.     Schon  die 
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Schreibt  man  die  Einerziffer  des  Multiplikators  über  die  letzte  Ziffer 
des  Multiplikanden,  die  noch  berficksichtigt  werden  soll,  und  lasrt 
links  die  übrigen  Ziffern  des  Multiplikators  in  verkehrter  Ordnung 
folgen,  so  kommt  jede  über  die  Ziffer  zu  stehen,  bei  welcher  der  zu- 
gehörige Teilmultiplikand  abzubrechen  ist'^*).  Im  Anschluas  hieran 
die  Multiplikation  selbst  als  geordnete  (s.  Nr.  1)  auszuführen,  liegt 
nahe  *^^).     • 

Ebenfalls  schon  Ton  iCep^er  geübt  wurde  die  abgekürzte  Divi- 
sion'^^),  die  gewöhnlich  mit  der  abgekürzten  Multiplikation  zusammen 
gelehrt  wird  und  auf  ähnlichen  G^edanken  beruht'^*).  Die  geordnete 
Division  (Nr.  1)  eignet  sich  unmittelbar  für  das  Rechnen  mit  un- 
genauen Zahlen'*'). 

26.  Abgekürztes  Wunelaueziehen,  unter  diesem  Namen  wird 
in  den  einschlagigen  Lehrbüchern  ein  Verfahren  beschrieben,  um  bei 
einer  (Quadrat-,  Kubik-  oder  höheren)  Wurzel,  von  der  eine  Anzahl 
genauer  Stellen  auf  irgend  eine  Art  bestimmt  worden  sind''^),   un- 


1 


Teilmoltiplikanden  auf  soviel  Stellen  abzurunden,  als  berücksichtigt  werden 
sollen,  wie  MÜÜer  a.  a.  0.  thut,  ist  nicht  zweckmässig  (vgl.  KuürUh  a.  a.  0. 
p.  28). 

'  216)  Sog.  Regel  von  TT.  Oughtred,  angeblich  in  dessen  Artis  analyticae  präzis 
(1681?)  za  finden,  welche  Schrift  der  Verfasser  nicht  einsehen  konnte. 

217)  Ä.  Cauchy,  Par.  C.  R.  11  (1840),  p.  847  »  Oeuvres  (1)  6,  p.  448. 

218)  Kepler  verweist  auch  bei  dieser,  a.  a.  0.  p.  306,  auf  Prätorius,  von 
welchem  aber  keine  Beispiele  bekannt  zu  sein  scheinen.  Identisch  mit  Kqpier's 
Verfahren  ist  das  von  Ä.  L.  CreUe,  J.  f.  Math.  81  (1846),  p.  167,  der  übrigens  auch 
Genauigkeitsbetrachtungen  anstellt. 

219)  Es  versteht  sich  von  selbst,  dass  nur  der  Quotient  (mehr  oder  weniger 
genau)  erhalten  wird,  nicht  aber  der  Rest.  Ausführliche  Regeln  bei  Serrtt  a  a.  0. 
p.  180  f 

220)  J,  C.  Houzeau  [Bruz.  Bull.  (2)  40  (1875) ,  p.  101  f. j  zeigt  noch  eine 
,,division  en  s^rie",  „div.  par  approximations  successives**  und  einige  andere 
Methoden,  die  aber  nicht  als  zweckm&ssig  bezeichnet  werden  können;  wegen 
einer  von  demselben  Verf.  erwähnten  „multiplication  sommaire"  vgl.  Anhang,  Nr.  69. 

221)  Wegen  der  gewöhnlichen  Methoden  zum  Ausziehen  von  Quadrat-  und 
Kubikwurzeln  muss  auf  die  Lehrbücher  der  Arithmetik  (s.  etwa  Serret  p.  145  f.) 
verwiesen  werden.  S.  auch  „Lüroth^^  Kap.  9.  Übrigens  ist  es,  wenn  eine  grössei^ 
Zahl  genauer  Ziffern   verlangt  ist,    sodass   Logarithmen   nicht  ausreichen,  am 

zweckm&ssigsten,  entsprechend  der  Auffassung  von  y^  ^^  Wurzel  der  Gleichung 
x^  —  iV  SB  0 ,  die  allgemeinen  Verfahren  zur  Auflösung  numerischer  Gleichungen 
(I  B  8  a,  Nrn.  10 — 14)  anzuwenden  (so  mit  besonderem  Vorteil  die  Methode  von 
K,  Bunge  und  W.  Fr.  Meyer,  ib.  p.  440,  Anm.  36)) ;  insbesondere  ist  dasjenige 
von  Homer  (dieser  Band  p.  486)  schon  bei  Quadratwurzeln  bequemer  als  jedes 
andere   (vgl.  U.  Schefßer,  Die  Auflösung  der  algebr.  u.  transcend.  Gleichungen, 
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gefahr  ebensoviel  weitere  genaue  Stellen  durch  eine  blosse  Division 
zu  finden.  In  der  NewUm^schen  Näherungsmethode  [I  B  3  a^  Nr.  10] 
als  besonderer  Fall  enthalten^  besteht  dasselbe  darin^  für  den  ge- 
gebenen Näherungswert  a  von  }/N  die  Verbesserung  d  aus  der 
Formel : 

zu  berechnen"*). 


pa^-^ 


n.  Numerische  Tafeln. 

Monographien  s.  Anm.  18. 

27.  Logarithmentafeln.  Sie  bilden  seit  Erfindung  der  Loga- 
rithmen**') ohne  Frage  das  wichtigste  Werkzeug  in  der  Hand  des 
Rechners,  unentbehrlich  für  ganze  Gebiete  des  wissenschaftlichen 
Rechnens. 

Die  nach  Erklärung  der  Logarithmen  auf  p.  25  dieses  Bandes 
durch  die  Gleichungen  I — IV  ausgedrückten  Grundeigenschaften  der- 
selben zeigen,  dass  mit  ihrer  Hülfe  nicht  nur  (wie  mittelst  der  Tafeln 
der  Viertelquadrate  und  der  Dreieckszahlen,  s.  Nr.  6)  die  Multiplika- 
tion, sondern  auch  die  Division  auf  Addition  bezw.  Subtraktion  sich 
zurückführen  lässt,  und  überdies  die  Potenzierung  ui\d  Radizierung 
auf  Multiplikation  bezw.  Division.  (Wegen  der  Erniedrigung  der 
Operationsstufen  um  zwei  Einheiten  s.  Nr.  81.) 

Den  Vorrang  behaupten  (als  fiir  das  Rechnen  am  bequemsten) 
die  sogenannten  gemeinen  oder  JBriggs'sQhen  Logarithmen,  deren  Basis 
10  ist;  die  Angabe  der  Basis  unterbleibt  bei  ihnen.  (Wegen  anderer 
Logarithmensysteme  s.  den  Schluss  dieser  Nummer.)  Man  schreibt 
jeden  Logarithmus  dezimal***);  der  ganzzahlige  Teil,  welcher  nur  von 

Braunschweig  1869,  p.  20  f.).  —  Wie  2*«,  8*«,  b^  Wurzeln  ans  Zahlen  mit  höchstens 
5,  bezw.  6,  bezw.  10  Ziffern  im  Kopfe  ausgezogen  werden  können,  zeigt 
H.  Schubert  in  seinen  „mathemat.  Mussestunden",  2.  Aufl.,  Leipzig  1900,  p.  184  f. 
222)  Um  bei  mehrmaliger  Verbesserung  wiederholte  Divisionen  zu  ver- 
meiden, setzt  CatwjÄy'*'),  p.  867  «=  Oeuvres  (1)  6,  p.  463: 

wo  -4f  im  voraus  berechnet  wird. 
pN 

228)  Betreffs  der  Geschichte  s.  etwa  Ch.  Hutton,  Mathem.  Tables,  London 
1786  (u.  spätere  Auflagen  bis  zur  6.  von  1822  einschl.),  Introduction;  Glaisher 
p.  49—66  (der  Anteil  Bürgi*s  nicht  richtig  gewürdigt);  Cantor  2,  p.  726—747; 
vgl.  auch  Anm.  272. 

224)  Als  Dezimalzeichen  wird  in  Deutschland  ziemlich  allgemein  bei  Loga- 
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der  Stellang  des  Eonunas  im  Logarithmanden  oder  y^umems^  ab- 
hangty  wird  die  Kemusiffer  oder  Charakteristik  genannt  und  in  den 
Tafeln  gewöhnlich  weggelassen,  der  angeluuogte  Dezimalbruch  ist 
durch  die  Folge  der  ZifFem  des  Numerus  aUein  bestimmt  und  heisst 
die  Mantisse^.  Hat  der  Numerus  n  ganze  Stellen,  so  ist  (n — 1) 
die  Kennziffer  des  zugehörigen  Logarithmus.  Der  Logarithmus  eines 
echten  Bruchs  ist  zwar  negativ,  jedoch  wird  die  Mantisse  positiv 
geschrieben  und  das  Vorzeichen  auf  die  Eennzi£Fer  geworfen,  welch' 
letztere  — m  ist,  wenn  der  ersten  geltenden  Zi£Fer  des  Numerus  m 
Nullen  (diejenige  vor  dem  Komma  mitgerechnet)  yorangehen*^.  Statt 
einen  Logarithmus  zu  subtrahieren,  kann  man  seine  Ergänzung  zu  10 
—  dekadische  Ergäiunmg,  complementum  logarithmi  oder  CahgarOhmtiS 
genannt  —  addieren**^. 

Die  Logarithmentafeln  sind  so  zahlreich,  dass  nicht  einmal  die 


1 


rithmen  der  Punkt,  bei  allen  anderen  Zahlen  das  Komma  yerwendet  —  eine 
Eweckm&ssige  Unterscheidung  (Tgl.  E,  Hammer,  Lehrb.  der  eben.  u.  sph&r.  Tri* 
gonom.,  2.  Aufl.,  Stuttgart  1897,  p.  649,  Anm.  8). 

885)  Das  Wort  mantisa  oder  mantissa  stammt  nach  einer  Stelle  bei  Festus, 
Pauli  ezcerpta  (ed.  E,  0,  MMer)  p.  188,  10  aus  dem  Etrurischen  und  bedeutet 
eine  (unnfitEe)  Zugabe.  S.  noch  E.  Hoppe,  Hamb.  Math.  Qes,  Mitt.  4  (1901),  p.  62.  — 
L,  Sdurdn  "^^  nepnt  jede  der  Kennziffer  angehängte  Dezimalstelle  eine  Mantisse, 
spncht  also  von  der  1.,  2.,  ...  Mantisse,  statt,  wie  sonst  üblich,  von  der  1., 
2.,  .  •.  .  Ziffer  dex^  Mantisse.  —  K.  Fr.  Gauss  benützt  (Disqu.  arithm.,  art.  312) 
das  Wort  Mantisse  auch  für  die  Reihe  der  Dezimalen,  die  sich  bei  der  Verwand- 
lung eines  gewöhnlichen  Bruchs  in  einen  Dezimalbruch  ergeben. 

226)  Manche  setzen  diese  Kennziffer  mit  —  darüber  yor  die  Mantisse,  z.  B. 
log  0,04  »  2.60206  statt  0.60206  —  2 ;  verbreiteter  und  wohl  auch  Torzuziehen 
ist  die  Gewohnheit,  statt  der  negativen  Kennziffer  ihre  positive  Erg^änzung  zu 
10  (bezw.  dem  nächst  höheren  Vielfachen  von  10)  zu  nehmen,  wobei  das  eigent- 
lich noch  anzuhängende  — 10  (bezw.  das  betr.  Vielfache  von  — 10)  gewöhnlich 
nur  hinzugedacht  wird,  z.  B.  log  0,04 »  8.60206,  oder  voUständig  8.60206—10. 

227)  Geschrieben  E  log  oder  cpl.  log  oder  colog.  Sehr  vorteilhaft  nament- 
lich bei  Rechnungen,  die  aus  Multiplikationen  und  Divisionen  zusammengesetzt 
sind.  Man  bildet  die  dekadische  Ergänzung  eines  Logarithmus  im  Kopfe,  indem 
man,  links  anfangend,  jede  Ziffer  von  9  subtrahiert,  bis  auf  die  letzte  geltende 
Ziffer,  die  von  10  zu  subtrahieren  ist.  —  Besondere  Tafeln  der  Cologarithmen 
sind  zwar  überflüssig,  finden  sich  aber  doch,  z.  B.  in  den  4-8telligen  Tablas 
logarltmicas  von  L.  G.  Gascö  (Valencia  1884)  und  (ebenfalls  4-8tellig)  in  SiUu 
W.  Holman'a  Computation  rules  and  logarithms,  New  York  1896.    Die  von  den 

Cologarithmen  nur  um  eine  Konstante  verschiedenen  Werte  von  log  —  (a  und  x 

in  Sekunden  ausgedrückte  Winkel,  a  konstant,  z.  B.  1®  oder  seoo'')  sind  unter 
dem  Namen  logistische  oder  proportionale  Logarithmen  öfters  (mit  4  loder 
6  Stellen)  tabuliert  worden,  vgl  GlaMer  p.  73. 
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bedeutendsten  alle  hier  namhaft  gemacht  werden  können'^).  Fassen 
wir  zunächst  diejenigen  ins  Auge^  bei  deren  Benützimg  in  der  ge- 
wöhnlichen Weise  mittelst  Differenzen  interpoliert  wird***).  (Wegen 
anderer  s.  Nr.  28.)  Adrian  Vlack  (Vlacq)  hat  zum  ersten  mal  die 
Logarithmen  der  ununterbrochenen  Zahlenreihe  von  1 — 100000  ge- 
geben, und  zwar  mit  10  Dezimalstellen*^).  Von  ihm  haben  alle 
Späteren  abgeschrieben  und  eine  Neuberechnimg  von  Logarithmen***) 
in  grossem  Stile  ist,  abgesehen  von  der  unter  B,  Prony^s  Leitung  am 
Ende  des  18.  Jahrhunderts  erfolgten  der  handschriftlichen  „Tables  du 

228)  Die  vollständigste  Liste,  über  653  Tafeln  umfassend,  verdankt  man 
D.  Bierens  de  Haa/n:  Tweede  ontweip  eener  naamlijst  van  Logarithmentafels, 
Amst.  Verh.  15  (1875),  p.  1.  [Vorher  ging:  Jets  over  Logarithmentafels,  Amst. 
Versl.  en  Meded.  (1)  14  (1862),  p.  15.]  Wo  in  den  folgenden  Anmerkungen  ein 
Titel  auf  eine  Tafel  der  Logarithmen  der  natürlichen  Zahlen  allein  sich  bezieht, 
ist  ein  *  vorgesetzt.  In  allen  anderen  FäUen  handelt  es  sich  um  Tafelsamm- 
lungen, die  ausserdem  noch  Tafeln  der  Logarithmen  der  trigonometrischen 
Funktionen  [TD  A  2]  und  andere  (z.  B.  Tafeln  der  natürl.  Zahlenwerte 
der  trigonom.  Funktionen,  Quadrattafeln  u.  s.  w.)  enthalten,  welche  Zugaben 
ausserordentlich  wechseln,  je  nachdem  die  Sammlung  den  Bedürfnissen  der 
Astronomen,  Geodäten,  Ingenieure,  Nautiker  gerecht  werden  will.  Wegen  der 
trigonom.  Tafeln  für  die  dezimale  Teilung  der  Winkel  s.  B,  Mehmke,  Bericht 
üb.  Winkelteilung,  Deutsch.  Math.-Ver.  8  (1900),  insbes.  Anm.  20,  p.  149. 

229)  Die  Handhabung  der  gewöhnlichen  Logarithmentafeln  ist  sehr  be- 
kannt und  darf  hier  um  so  eher  unbesprochen  bleiben^  als  in  den  allermeisten 
Tafeln  ausführliche  Anleitungen  zum  Gebrauche  zu  finden  sind.  Bei  lO-stelli- 
gen  Tafeln  hat  man  zur  Interpolation  im  allgemeinen  auch  die  Differenzen 
2.  Ordnung  nötig  (s.  Interpolation,  I  D  3,  Nr.  6).  Die  kleinste  Zahl  der  Loga- 
rithmen, die  eine  Tafel  enthalten  muss,  wenn  Interpolation  mit  1.  Differenzen 
möglich  sein  soU,  untersucht  J.  E.  A.  Steggall^  Edinb.  Math.  Soc.  Proc.  10 
(1891/92),  p.  35. 

230)  In  seiner  (gleichzeitig  lateinisch,  französisch  imd  holländisch  herausgeg.) 
„Arithmetica  logarithmica^S  Goudae  1628,  (die  er  bescheidener  Weise  als  2.  Auf- 
lage von  H.  Briggs'  1624  unter  gleichem  Titel  erschienenem  Werke,  das  aber 
eine  Lücke  von  20 000-— 90000  enthielt,  bezeichnete);  Ausgabe  mit  Titel  und  Er- 
klärung in  engl.  Sprache  von  George  Müler,  London  1681.  War  neben  G.  Vega^s 
„Thesaurus"**^,  welchem  sie  von  Manchem  (z.  B.  Glaiaher)  vorgezogen  wird, 
bis  vor  kurzem  die  einzige  vollständige  Tafel  mit  10  Dezimalen  (wird  in  den 
Katalogen  meist  unter  Briggs  oder  Neper  aufgeführt,  welche  Namen  im  ausführl. 
Titel  stehen).  Glaisher  giebt  in  den  Lond.  Boy.  Astr.  Soc.  Monthly  Notices  32  (1872), 
p.  255  alle  Stellen  an,  wo  Fehler  in  Vlaek'B  Tafeln  (über  600)  veröffentlicht  sind. 

231)  Wegen  der  thatsächlich  angewandten  oder  zweckmässig^ten  Methoden 
vgl.  etwa  HuUon*^^  (bezügl.  der  älteren);  Vegd'B  Thesaurus •*•) ,  Einleitung; 
A.  Cauchy,  Par.  C.  E.  32  (1851),  p.  610  =  Oeuvres  (1)  11,  p.  382  (Bericht  üb.  e. 
Arbeit  von  Karalek,  nur  7-stellige  Logarithmen)^  J.  Glaisher^  Factor  table  for  the 
fourth  million,  London  1879,  Einleitung  (üb.  die  Anwendung  von  Faktorentafeln, 
s.  Nr.  9,  bei  der  Berechnung);  Ellis*^^);  K.  Zindler,  Zeitschr.  Realschulwesen  22 
(1897),  p.  398;  8.  auch  Nr.  28. 
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Gadastre^^  ^^^)^  erst  wieder  in  der  zweiten  Hälfte  des  19.  Jahrhunderts 
von  E,  Sang  ausgeführt  worden  *•*).  Man  hat  jedoch  nicht  yersaumt^ 
den  überlieferten  Vorrat  an  Logarithmen  wiederholt  zu  prüfen*^) 
und  die  ererbten  Fehler  ^'^)  allmählich  auszumerzen,  sodass  nicht  allein 
in  immer  noch  unentbehrlichen  älteren  Tafeln,  wie  denen  von  Vlack  '^) 
und  Vega^^),  die  Fehler  genau  bekannt  sind,  sondern  auch  die  neueren 
Auflagen  der  besten  heutigen  Tafeln  als  fehlerfrei  gelten  können^, 
wobei  in  Betreff  der  Richtigkeit  der  letzten  Stelle  zu  bemerken  ist, 
dass  die  Anforderungen  sich  immer  mehr  gesteigert  haben»').  Im 
übrigen  hat  sich  besonders  im  19.  Jahrhundert  das  Bestreben  geltend 


t 


232)  Es  gehören  dazu  Tafeln  der  trigonometrischen  Funktionen  und  ihrer 
Logarithmen  für  Dezimalteilung  des  Quadranteu.  Der  Druck  ist  begonnen^  aber 
nicht  zu  Ende  geführt  worden.  Genaueste  Beschreibung  von  F,  Lefari,  Paris 
Observ.  Ann.  4  (1858),  p.  123.  Sang  hat  (Edinb.  Roy.  Soc.  Proc.  1874/75, 
pp.  421,  581)  die  Zuverlässigkeit  dieser  Tafeln  stark  in  Zweifel  gezogen,  Lefari 
(ebenda,  pp.  568,  578)  dieselben  in  Schutz  genommen.  Nachdem  sie  mehrfach 
zur  Revision  anderer  Tafeln  gedient  hatten,  ist  1891  ein  8-stelliger  Auszug'*^ 
daraus  erschienen. 

238)  Sang  berechnete  von  Grund  aus  die  Logarithmen  der  Zahlen  von 
1—10000  mit  28  Stellen,  sowie  von  100000—370000  mit  15  Stellen,  s.  dessen  7- 
stellige,  1871  erschienene  Tafel  '*^,  Preface,  sowie  Edinb.  Roy.  Soc.  Proc,  1874/75, 
p.  421.    VgL  auch  Anm.  248. 

234)  Ausser  Ä.  Gemerth,  der  sich  durch  besonders  gründliche  Prüfung 
zahlreicher  Tafeln  verdient  gemacht  hat  (Bemerkungen  üb.  ältere  u.  neuere 
mathemat.  Tafeln,  Wien  1863  =  Zeitschr.  österr.  Gymn.  1863,  S.  407),  seien 
erwähnt  Bahbage^**),  Bremiker*^^,  Sang*'^^,  Shortrede^^^),  Schrön^^*). 

235)  Vgl.  Glaisher^  On  the  progress  to  accuracy  of  logarithmic  tables, 
Monthly  Notices  Astr.  R.  Soc.  33  (1873),  p.  330;  mehr  als  200  Jahre  waren  seit 
dem  Druck  von  F/ocÄ's  Tafeln'***)  verflossen,  bis  eine  von  deren  Fehlem  freie 
Tafel  erschien,  und  wiederholt  haben  sich  neue  Fehler  eingeschlichen.  —  Ein 
Verzeichnis  aller  bekannten  (an  den  verschiedensten  Orten  veröffentlichten) 
Druckfehler  in  den  im  Gebrauch  befindlichen  Tafeln  ist  (nach  Glaisher)  von  dem 
„Table  Committee^'  der  British  Association  längst  geplant,  aber  noch  nicht  er- 
schienen. 

236)  Ihrer  Entstehung  nach  sollten  die  7-8telligen  Tafeln  von  Wiberg^**) 
unter  allen  Umständen  fehlerfrei  sein. 

237)  Im  18.  Jahrhundert  wurde  ein  Fehler  von  mehreren  Einheiten  der 
letzten  Dezimale  noch  leicht  genonmien  (vgl.  Gemer*/*'"),  Einleitung).  Erst 
später  kam  der  von  K.  Fr.  Gauss  (Einige  Bemerkungen  zu  Vega's  Thesaurus 
Logarithmorum,  Astr.  Nachr.  32  (1851),  p.  181  ==  Werke  3,  p.  257)  stark  be- 
tonte Grundsatz,  „dass  die  Tabulargrösse  dem  wahren  Wert  allemal  so  nahe 
kommen  soll,  als  bei  der  gewählten  Anzahl  von  Dezimalstellen  möglich  isV^ 
allmählich  zur  Herrschaft.  Im  Gegensatz  dazu  begnügt  sich  Glaisher  [Monthly 
Notices  R.  Astr.  Soc.  33  (1873),  p.  440  flg.J  mit  der  Forderung,  der  Tafelwert 
solle  nie  um  mehr  als  0,555  .  .  .  einer  Einheit  in  der  letzten  Stelle  falsch  sein. 
Noch  grössere  Schärfe,  als  Gaitss  für  nötig  hielt,  haben  einzelne  durch  die  An- 
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gemacht^  die  Einrichtung  der  Tafeln  immer  zweckmässiger  und  für 
den  Gebrauch  bequemer  zu  gestalten.  Der  Raumersparnis  und  bes- 
seren Übersicht  wegen  hatte  John  Newton  (1658)  ^^)  auf  jeder  Seite 
nicht  nur  die^  einer  Anzahl  von  Mantissen  gemeinsame  Gruppe  der 
drei  ersten  ZiflFem  abgetrennt *^^)  und  nur  einmal,  am  Anfang  einer 
Zeile,  gedruckt,  sondern  auch  die  Logarithmen  aller  Zahlen  mit  der- 
selben EinerziflFer  je  in  eine  Kolomie,  mit  dieser  ZiflFer  als  Ueberschrift, 
gestellt,  wodurch  seine  Tafel  zwei  Eingänge  erhielt.  Mit  seltenen 
Ausnahmen^  wird  seit  langem  diese  Anordnung  bei  allen  Logarith- 
mentafeln befolgt.  Während  aber  gewöhnlich  die  Vielfachen  der 
Differenzen  oder  auch  die  Proportionalteile  in  einer  besonderen  Spalte, 
die  keinen  Zusammenhang  mit  den  übrigen  hat,  angegeben  sind,  haben 
A.  M,  NeU^"),  Gasco^^),  K  E,  Lomholt^^)  u.  a.  durch  Hinzufügung 

gäbe,  ob  die  letzte  Ziffer  erhöht  ist  oder  nicht,  zu  erreichen  gesucht.  Abgesehen 
von  Kepler  '•®)  bezeichnen  die  Erhöhung  bei  allen  Ziffern  z.  B.  M.  von  Prasse  (fünf- 
stellige logarithmische  Tafeln,  Leipzig  1810),  Bahhage***)  1827,  Sedlaczek  (Wien. 
Ber.  1847,  p.  428)',  Steinhauser ^^"^  1867,  ScÄrrw"«)  1860,  Gemerth^^^  1866, 
Oascö**'^  1884;  dagegen  blos,  wenn  die  durch  Erhöhung  entstandene  Ziffer  5 
ist,  z.  B.  Filipoweki^''*)  1849  u.  F.  G.  Gauss  ^^^  1870,  und  zwar  durch  andere 
Gestalt  der  Endziffer  von  Prasse  (kursiv),  Filipowski  (V  statt  6),  Gascd  (fett  ge- 
druckt), beziehentlich  durch  einen  Punkt  unter  oder  neben  der  Endziffer  Bahhage, 
Sedlaczek  (auch  Steinhauser),  durch  einen  Strich  unter  oder  über  der  Endziffer 
oder  durch  dieselbe  Schrön,  Gauss,  Gernerth.  Jedenfalls  ist  unter  sonst  gleichen 
Umständen  eine  Tafel  mit  Erhöhungszeichen  die  wertvollere  (vgl.  Nr.  24,  insbes. 
Anm.  190).  Auf  einen  höheren  Standpunkt  stellt  sich  .AT.  E.  Lomholt***),  indem 
er  die  letzte  Ziffer  so  wählt,  dass  bei  allen  mittelst  der  Tafel  gefundenen  Lo- 
garithmen (einschl.  der  durch  Interpolation  erhaltenen)  die  durchschnittliche  Ab- 
weichung von  ihrem  wahren  Wert  ein  Minimum  wird. 

238)  In  seiner  zu  London  erschienenen   „Trigonometria  Britannica";   die 

betreffende,  bis  100000  gehende  Tafel   ist  8-stellig  und  statt  der  Differenzen 

sind   ihre  Logarithmen   in   besonderer  Spalte  mit   5  Stellen  gegeben.    Neu^ton 

*  wandte   übrigens   blos   Neuerungen    seiner  Vorgänger   N.  Boe  •"*)   (1688)    und 

E.  Wingate  (1624)  vereinigt  an,  vgl.  Hutton "»)  p.  36,  89. 

289)  Bei  5-stelligen  Mantissen  werden  gewöhnlich  zwei  Ziffern  abgetrennt, 
bei  4-8tellig6n  lohnt  sich  die  Abtrennung  nicht.  Findet  innerhalb  einer  Zeile 
ein  Wechsel  in  der  letzten  abgetrennten  Ziffer  statt,  so  wird  meist  (wie  schon 
von  Vega^*^)),  jedem  folgenden  Mantissenteil  dieser  Zeile  ein  *  vorgesetzt; 
Hutton^*^  druckte  einen  Strich,  Filipowsiki  zwei  Punkte  über  die  Anfangsziffer 
desselben,  Sang*^^  wie  E.  ShorPrede^^^  statt  der  0  das  arabische  Nokta  (d.  i. 
Punkt)  4  (ähnlich  dem  arabischen  Zeichen  für  0),  und  noch  andere  Unter- 
scheidungsmittel kommen  vor. 

240)  Z.  B.  J.  Hoüel  (Tables  de  logarithmes  k  cinq  d^cim.,  Paris  1858)  und 
Th.  AJhrecht  (Logarithm.-trigon.  Tafeln  mit  fünf  Dezimalstellen,  Berlin  1884) 
sind  zu  einem  Eingang  zurückgekehrt. 

241)  Fünfstellige  Logarithmen  .  .  .,  Darmstadt  1866,  9.  Aufl.  1898. 

242)  Fircifret  Logarithmetabel,  Ej0benhavn  1897  [Erklärung  übersetzt  in 
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eines  dritten  Eingangs,  nämlich  fSr  die  mit  den  Logarithmen  auf 
gleiche  Zeile  gebrachton  Froportionalteile ,  die  Intorpolation  noch 
mehr  erleichtert^.  Die  Sorgfsdt  der  Heransgeber  von  Logarithmen- 
tafeln hat  sich  weiter  anf  das  Format,  auf  Schnitt  und  Ghrösse  der 
Ziffern,  deren  Verhältnis  zu  den  Zwischenräumen  und  ähnliches,  ja 
auf  die  Farbe  des  Papiers  und  der  Druckerschwärze  erstreckt*^). 

Während  man  es  anfangs  fBr  nötig  hielt,  die  Logarithmen  mit 
einer  grossen  Zahl  von  Stellen  anzi^eben^  und  auch  f&r  gewisse 
Zwecke  Tafeln  mit  vielen  Stellen  immer  unentbehrlich  bleiben  wei^ 
den,  ist  man  nach  und  nach  auf  eine  immer  kleinere  SteUenzahl  her- 
abgegangen und  im  19.  Jahrhundert  schliesslich  bei  4-  und  3-stelli- 
gen  Tafeln  angekommen.  Bei  10  Stellen  sind  wir  immer  noch  auf 
die  seltene  „Arithmetica  logarithmica^  von  Vlack^  und  den  durch 
photozinkographische  Reproduktion  wieder  zugänglich  gemachten  „The- 
saurus logarithmorum^  Yon  G.  Vega^  angewiesene^.    NeunsteUige 

der  Zeitschr.  f.  YermesBimgsw.  27  (1898),  p.  840];  bietet  unter  allen  vierstelli- 
gen Tafeln  bei  bequemstem  (Jebraach  die  grOsste  durohschnittl.  Genauigkeit, 
▼gl.  AnuL  287,  Schloss. 

248)  Beispiel  einer  Zeile  aus  LamhoWB  Tafel: 


0 

1 

2 

8 

•  •  • 

7 

8 

9 

12  3 

•  •  • 

789 

79 

8976 

8982 

8987 

8998 

•  •  • 

9016 

9020 

9026 

112 

•  ■  • 

446 

Also  z.  B.  log  7,983  =  log  7,98  +  Proport.-Teil  zu  3  —  0,9020  +  2  =»  0,9022. 

244)  Ch,  Babbele  hat  hierüber  12,  aus  der  Yergleichung  vieler  Tafeln  ab- 
geleitete Regeln  aufgestellt  (Tables  of  the  logarithms  .  .  . ,  London  1827,  2.  ed. 
1881,  Preface;  8.  Aufl.  mit  deutscher  Einleitung  von  K.  Nagy^  London  1884); 
vgl.  etwa  noch  Sthrän  ''*) ,  Einleitung.  Selbst  Ga%t88  hat  diesen  Fragen  grosse 
Beachtung  geschenkt,  wie  seine  Besprechungen  verschiedener  Logarithmentafeln 
in  den  GK^ttingischen  gelehrten  Anzeigen  >>»°  Werke  3,  p.  241 — 255,  darthun. 
Vgl.  noch  Anm.  299. 

246)  Die  älteste  Tafel  der  gemeinen  Logarithmen,  Briggs*  *„Logarithmorum 
chilias  prima'*  von  1617  hatte  (nach  Glaither  p.  55)  ebenso  wie  dessen  Arith- 
metica logarithmica  von  1624 '^^  14  Stellen. 

246)  Leipzig  1794;  Titel,  Vorrede  und  Einleitung  auch  deutsch.  Reproduk- 
tion vom  Istitute  Gleografico  Militare  in  Florenz  1889  herausgegeben,  zum 
2.  male  1896.  Hülfstafeln  zur  leichteren  Interpolation  bei  Benützung  des  The- 
saurus, wie  auch  ein  Verzeichnis  der  Fehler  in  letzterem  giebt  M.  v.  Leber ^  Ta- 
bularum  ad  faciliorem  .  .  .  trias,  Vindobonae  1897  (Einleitung  auch  deutsch). 
S.  noch  S.  Gundelfinger  '*")  (9-stellige  Tafehi),  p.  60. 

247)  Zwar  hat  W.  W.  Buffield  [U.  S.  Coast  and  G^odetic  Survey  Report 
1896/96,  Washington  1897,  Appendix  12,  p.  422—722]  eine  neue  (auf  12-stelli- 
gen  Originalberechnimgen  beruhende  und  mit  Vega  verglichene)  Tafel  mit  10 
Stellen  veröffentlicht,  aber  sie  ist  noch  auf  ihre  Korrektheit  zu  prüfen  und  ihre 
Anordnung  lässt  sich  nicht  als  zweckm&ssig  bezeichnen. 
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Tafeln  scheinen  nicht  veroflfentlicht  zu  sein*^);  solche  mit  8  Stellen 
haben  sich  nicht  eingebürgert^®),  wogegen  7-stellige  Tafeln  lange 
Zeit  fast  allein  Gebrauch  gewesen  sind.  Die  erste  vollständige,  d.  h. 
bis  100000  gehende*^)  Tafel  mit  7  SteUen  gab  1633  K  JBoc«"); 
besonderes  Vertrauen  geniesst  L.  Schrön's  Tafel  *^*);  am  bequemsten 
zu  gebrauchen  ist  die  von  E.  Scmg^^^)^  weil  sie  sich  von  20000  bis 
200000  erstreckt;  aus  der  ungemein  grossen  Zahl  sonstiger  seien 
herausgegriffen  diejenigen  von  Ch.  Babbage^,  C,  Bn^ns^^)y  Fr, 
CaUet^^)  und  JB.  Shortrede^^).  An  Ö-steUigen  Tafeln  ist  ebenfaUs 
kein  Mangel;  ausser  der  ältesten  von  S.  Dünn  (1784)*^'')  sei  die  am 
meisten  geschätzte  von  C,  Bremiker^  genannt.  Am  verbreitetsten 
sind  Logarithmentafeln  mit  fünf  Stellen  ~  den  schon  erwähnten  von 
TÄ.  ÄJbrecht^),  F.  G.  Gauss''^),  A,  Gemerth^\  J.  Hoüd^),  A.  M. 
Ndl^^)y    seien    hinzugefügt    die    vermutlich    älteste    von    D.   Bates 


248)  E,  Sang  hat  eine  Subskription  auf  eine  9-steUige  Logarithmentafel 
von  100000—1000000  mit  1.  Differenzen  eröffnet  [sie  wurde  noch  1883  in  der 
2.  Aufl.  der  T-stell.  Tafel  desselben  Verfassers '^^  angeboten  und  als  nahezu 
fertig  bezeichnet],  von  ihrem  wirklichen  Erscheinen  ist  jedoch  nichts  bekannt. 

249)  Die  vom  Service  gäographique  de  TArm^e  hrsg.  „Tables  des  logarith- 
mes  k  huit  däcimales",  Paris  1891^  ein  revidierter  Auszug  aus  den  „Tables  du 
Cadastre"  "*),  sind  die  ersten  seit  1668'"). 

260)  Manche  Tafeh^  wie  die  von  CWfet"*)  und  ÄJÄron"*),  gehen  bis  108000; 
ausserdem  geben  sie  die  letzten  8000  Logarithmen  mit  8  Stellen,  wofür  eigentlich 
kein  Bedürfiiis  vorliegt. 

261)  Tabulae  logarithmicae,  London. 

262)  Siebenstellige  gemeine  Logarithmen  .  .  . ,  Braunschweig  1860,  24.  Aufl. 
1900  (auch  engl.,  französv^  italien.  u.  s.  w.  Ausgaben). 

263)  *Anew  table  of  seven-place  logarithms . . . ,  London  and  Edinburgh  1871, 
2.  issue  1883.  Die  grossen  Differenzen  am  Anfang  anderer  Tafeln  sind  vermie- 
den; zwar  beginnt  die  2.  Auflage,  wie  andere  Tafeln,  mit  1,  man  wird  aber 
die  Logarithmen  der  mit  der  Ziffer  1  anfangenden  mehr  als  6-ziffiigen  Zahlen 
in  der  zweiten  Hälfte  der  Tafel  suchen. 

264)  Neues  logarithmisch -trigonometrisches  Handbuch  auf  sieben  Dezima- 
len, Leipzig  1870,  6.  Aufl.  1900  (gleichzeitig  engl.,  französ.  u.  italien.  hrsg.). 

266)  Tables  portatives  de  logarithmes  .  .  . ,  Paris  1796  und  viele  (nicht 
numerierte)  neue  Ausgaben. 

266)  Logarithmic  tables...,  Edinburgh  1844,  2.  Aufl.  1849  (geht  bis 
120  000);  2.  Teil  (die  Logar.  der  trigonom.  Funkt,  enthaltend)  2.  Aufl.  1864. 

267)  Tables  of  correct  and  concise  logarithms  .  .  . ,  London;  nur  bis  10000. 

268)  Logarithmorum  VI  decimalium  nova  tabula  .  .  .,  Berolini  1862 ;  Loga- 
rithm.-trigonom.  Tafeln  mit  sechs  Dezimalstellen,  Berlin  1860  (diese  beiden  Aus- 
gaben noch  nicht  stereotypiert),  11.  Ausgabe  1890. 

269)  Fünfstellige  vollständige  logarithmische  u.  trigonometrische  Tafeln, 
Berlin  1870,  60.  Aufl.  1899. 

260)  Fünfstellige  gemeine  Logarithmen  .  .  . ,  Wien  1866. 
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(1781) >«*)  und  die  von  C.  Bremiker^%  Fr.  W.  lUix^,  Th.  WiU. 
stein  ^  —  welche  die  7-BteIligen  z.  B.  aus  den  Schulen  nahezu  ver- 
drangt  haben,  nicht  ohne  dass  ihnen  wieder  Yon  den  4-Btelligen  Tafeln 
dieses  Gebiet  streitig  gemacht  würde.  Unter  den  letzteren  sind  bereits 
die  von  Qasoö^^  und  LamhoU^  genannt  worden;  vielleicht  die 
früheste  stammt  von  J.  F.  Encke^\  erwähnt  seien  ausserdem  die 
von  F.  Q.  Chxuss  ^  und  Fr.  W.  Bex  ■•^.  Dreistellige  Tafeln  kommen 
hier  und  da  mit  4-  oder  ÖHstelligen  zusammen  vor^. 

Über  die  Genauigkeit,  mit  welcher  aus  einer  Logarithmentafel 
durch  Interpolation  die  Mantisse  des  Logarithmus  einer  g^^benen 
Zahl  oder  umgekehrt  gefunden  werden  kann,  sind  auf  Grund  der  Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung [s.  I D  1;  I D  3,  Nr.  9]  von  C.  Bremiker^, 
H.  Ä.  Hüwe  "^)  und  Jff.  Stadthagen  "^)  Theorien  aufstellt  und  ex- 
perimentell geprüft  worden.  —  Über  graphische  Logarithmentafeln 
s.  Nr.  48. 


261)  Logarithmic  tables  .  .  .,  Dublin. 

268)  Logarithm.-trigonom.  Tafebi  mit  ffinf  Dezimalstellen,  Berlin  1872, 
8.  Aufl.  (besorgt  y.  Ä,  Kdaius)  1899. 

268)  Fünfstellige  Logarithmen-Tafeln,  Stuttgart  1884. 

264)  Fünfstellige  logarithmisch-tngonom.  Tafeln,  Hannover  1859.  17.  Aufl. 
1896. 

265)  Logarithmen  von  vier  Dezimal-Steilen,  Berlin  1828  (Titelblatt  ohne 
Verfassemamen). 

266)  Vierstellige  logarithm.-trigonom.  Handtafel,  Berlin  1878,  8.  Aufl. 
1899  (auch  Ausgabe  f  Dezimalteilung  des  Quadranten,  2.  Aufl.  1899),  Plakat- 
format. Der  geringe  Umfang  gestattet  es,  4-8tellige  Tafeln  zusammenlegbar 
in  Taschenformat  auf  Karton  zu  drucken,  wie  H.  Schoder'»  logarithm.  u.  trigo- 
nom.  Tafeln  mit  vier  u.  drei  Stellen,  Stuttgart  1866,  2.  Aufl.  1869,  und  die 
*„ vierstellige  logarithm.  Taschentafel**  der  trigonom.  Abteilung  der  kgl.  preussi- 
schen  Landesaufnahme,  Berlin  1897.  Bei  letzterer  ist  über  die  Endziffer  ein 
Punkt  oder  ein  Strich  gesetzt,  jenachdem  die  Abrundung  auf  4  Stellen  eine 
Verkleinerung  oder  VergrOsserung  bedingt  hat  (Anklang  an  Kepler ^  s.  Anm.  190). 

267)  Vierstellige  Logarithmen-Tafeln,  Stuttgart  (Metzler,  ohne  Jahreszahl). 

268)  Vgl.  L.  Schrön,  Tafeln  der  drei-  und  fünfstelligen  Logarithmen  .  .  . , 
Jena  1888;  Hoüel**"^  (5-,  4-  u.  8-stellig);  iVcK*")  (5-  u.  S-stellig),  Schoder**^. 

269)  De  erroribus,  quibus  computationes  logarithmicae  afficiuntur,  in  der 
Einleitung  zu  den  6-stelligen  Tafeln*'"),  Ausg.  v.  1852. 

270)  Annais  of  Mathematics  1  (1885),  p.  126;  3  (1887),  p.  74;  angenähert 
richtige  Theorie. 

271)  „üeb.  die  Genauigkeit  logarithm.  Rechnungen",  Berlin  1888  {Bre- 
miker'B  Unters,  fortgesetzt;  insofern  nicht  abgeschlossen,  als  noch  ein  Unter- 
schied zwischen  Theorie  u.  Wirklichkeit  besteht).  Dass  (bei  belieb.  Tafeln  u. 
Differenzen  aller  Ordnungen)  die  Tafeldifferenzen  den  wahren  Differenzen  beim 
Interpoliren  vorzuziehen  sind,  zeigt  J.  Lefart^  Edinb.  Roy.  Soc.  Proc.  8  (1876), 
p.  602. 
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Für  das  gewöhnliche  Rechnen  von  sehr  geringer  Bedeutung  sind 
Tafeln  der  „natürlichen"  oder  „hyperbolischen"  Logarithmen  ^  deren 
Basis  e  =  2,71828  . . .  ist»'«)  [I A  3,  Nr.  17].  Die  voUständigste,  welche 
ähnlich  wie  eine  gewöhnliche  7-stellige  Logarithmentafel  (wenn  auch 
naturgemäss  nicht  so  bequem)  benützt  werden  und  so  allenfalls  zu 
Eontrollrechnimgen  dienen  kann,  ist  die  von  Z,  Dase^''^). 

28.  FortBetzTuig:  Abgekürzte  Logarithmentafeln,  um  höhere 
Potenzen  oder  Wurzeln  sehr  genau  zu  berechnen,  und  für  andere 
Zwecke*''*),  braucht  man  Logarithmen  mit  einer  grossen  Zahl  von 
Stellen.  Tafeln  der  gewöhnlichen  Einrichtung  würden  hier  zu  um- 
fangreich und  kostspielig  werden,  aber  eine  Reihe  von  Kunstgriffen, 
die  sich  im  wesentlichen  auf  zwei  Grundgedanken  zurückführen  lassen, 
sind  ersonnen  worden,  um  aus  Logarithmentafeln  beschränkter  Zahl- 
bereiche die  Logarithmen  beliebiger  Zahlen  mittelst  mehr  oder  weniger 
einfacher  Nebenrechnungen  zu  bestimmen  und  umgekehrt  die  Numeri 
zu  gegebenen  Logarithmen.  Es  braucht  blos  von  der  ersten  Auf- 
gabe gesprochen  zu  werden,  weil  die  zweite  in  der  Regel  durch  das 
umgekehrte  Verfahren  gelöst  wird. 

,  Dienen  für  gewöhnlich  die  Logarithmen  zur  Verwandlung  der 
Multiplikation  in  Addition,  so  beruhen  die  meisten  abgekürzten  Loga- 
rithmentafeln gerade  umgekehrt  auf  der  Anwendung  von  Produkten, 
deren  Faktoren  auf  elementarem  Wege  bestimmt  werden,  worauf  man 
die  Logarithmen  der  Faktoren  den  einzelnen  Teilen  der  Tafel  ent- 
nimmt  und   addiert*''^).     H.  Briggs^'^^)   zerlegte    die    gegebene   Zahl 

272)  Bis  in  die  neueste  Zeit  ist  der  Irrtum  verbreitet  gewesen,  die  von 
J.  Neper  in  seiner  „Mirifici  logarithmorum  canonis  descriptio^^  1614  veröffent- 
lichten Logarithmen  der  Sinns  seien  natürliche,  weshalb  letztere  vielfach  Neper- 
sehe  Logarithmen  genannt  werden;  jedoch  hat  G.  Kewitsch  [Zeitschr.  math.  naturw. 
Unterr.  27  (1896),  p.  321, 677]  nachgewiesen,  dass  Neper'B  Logarithmen  der  Basis 

—  entsprechen,  während  die  Basis  e  den  „roten**  (weil  rot  gedruckten)  Zahlen 

e 

in  Joost  Bürgi'a  „arithm.  u.  geometr.  Progress-Tabulen  .  .  .",  Prag  1620,  zu- 
kommt. 

273)  Tafeln  der  natürlichen  Logarithmen  der  Zahlen  .  .  .,  Wien  1850 
[=  Wien.  Observ.  Ann.  (2)  14  (1861)]. 

274)  Z.  B.  Zinseszins-  u.  Amortisationsrechnungen  [s.  Thoman*^%  p.  24 flg.], 
zur  Prüfung  mancher  Sätze  der  höheren  Arithmetik  [vgl.  Oray*^^]  u.  s.  w.; 
Tgl.  noch  G.  Govi,  Rapport  sur  Tutilitä  des  tables  de  logarithm.  ä  plus  de  sept 
döcim.,  Tor.  Atti  8  (1872/73),  p.  168. 

276)  Geschichte  dieser  Methode  (mit  wenig  Lücken)  bei  A.  J.  EÜis,  Lond. 
Roy.  Soc.  Proc.  81  (1881),  p.  398  flg.,  Postscript  {Ätwood  betr.)  32  (1881),  p.  377. 
Da  es  mindestens  26  Tafeln  dieser  Art  giebt,  können  oben  nur  die  wichtigsten 
genannt  werden. 

Snejklop.  d.  vuMl  Wiuenich.    I.  63 
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selbst  in  ein  Produkt,  indem  er  als  ersten  Faktor  die  Anfiuigsziffer 
der  Zahl,  als  zweiten  Faktor  die  ersten  beiden  Zi£Fem  des  Quotienten 
ans  der  gegebenen  Zahl  und  dem  ersten  Faktor  u.  s.  w.  nahm;  ähn- 
lieh u.  a.  P.  Gray,  der  jedoch  dem  ersten  Faktor  zwei*^^  bezw. 
drei  ^  Ziffern  giebt,  jedem  folgenden  dieselbe  Zahl  von  Ziffern  mehr, 
xmd  Ä.  Steinhäuser,  der  [wie  vor  ihm  CR.  Borda-J.  B.  J,  Ddambre^'\ 
nur  zwei  Faktoren  verwendet^,  später  drei*®^)  bezw.  vier***),  die 
(abgesehen  vom  letzten)  nach  Gruppen  von  drei  bezw.  vier  Zifiem 
fortschreiten.  Um  grosse  Divisionen  zu  vermeiden,  gab  2Z.  Flower^^ 
der  gegebenen  Zahl  zunächst  die  Form  0, . . .  xmd  multiplizierte  dann 
der  Reihe  nach  mit  Zahlen  der  Form  1,  0"r  (r  einziffirig,  m  =  0, 1, 2,...)^ 
zu  dem  Zweck,  die  Zahl  auf  die  Form  0,999 . . . ,  mit  wachsender  An- 


876)  Tabula  inventioni  logarithmorom  inserviens,  p.  82  der  Arithmetica 
logarithmica  von  1624,  giebt  (mit  16  Stellen)  die  gemeinen  Logarithmen  von 
r;  1,  r;  1,  O^r  mit  r  —  1  bis  9  nnd  m  »  1  bis  8,  was  J^w*'')  im  Anschloaa 
an  Fknoer^^^  „a  positive  niunerical  radiz^  nennt;  von  FIocX;*'^  mit  10  Stellen 
abgedruckt. 

277)  Mechanics  Magazine,  12.  n.  26.  Febr.  1848;  12  Stellen. 

278)  Tables  for  the  foxmation  of  logarithms  .  .  . ,  London  1876;  24  Stellen. 
Vorl&nfer  mit  12  Stellen  1866  erschienen.  Bei  der  Bestimmung  des  Numeros  sn 
gegebenem  Logarithmus  jP2otMr*s  Methode,  s.  unten. 

279)  Anhang  zu  den  gewöhnlichen  Logarithmentafehi  in  den  „Tables  trigo- 
nom.  d^cimales  .  .  .'S  Paris  an  IX  (1801);  ll-stellig.  Der  erste  Faktor  besteht 
in  den  drei  ersten  geltenden  Ziffern  der  gegebenen  Zahl. 

280)  Anhang  zn  . .  .  Logarithmentafeln,  enthaltend  zwei  Hülfstafeln  zor 
Berechnung  eilfstelliger  Logarithmen  .  .  . ,  Wien  1867 ;  wird  im  Titel  als  Er- 
weiterung von  Borda^^  Tafel  bezeichnet. 

281)  Kurze  Hilfstafel  zur  bequemen  Berechnung  16-8telliger  Logarithmen . . ., 
Wien  1866.  Auf  jeder  der  20  Seiten  drei  mit  J.,  JB,  C  überschriebene  Kolonnen, 
die  Logarithmen  der  Zahlen  1  bis  999,  bezw.  100999  und  100000999  enthaltend. 
Beim  letzten  Logarithmus  (wie  in  der  folgenden  und  vorhergehenden  Tafel) 
Interpolation  nötig. 

282)  Hilüatafeln  zur  präzisen  Berechnung  20-stelliger  Logarithmen  . . . , 
Wien  1880.  Prüfungen  durch  J.  Perott  [Darhaux'  Bulletin  (2)  11  (1887),  p.  61)], 
J.  Blater  [s.  F,  C.  Lfikas,  Ehrenzweig's  Assekuranz-Jahrbuch  20  (1899),  p.  69,  78] 
u.  a.  haben  zahlreiche  Fehler  ergeben. 

288)  The  radix,  a  new  way  of  malring  logarithms,  London  1771 ;  zugehörige 
Tafeln  (gemeine  Logarithmen)  23-stellig.  Z,  LeaneUi  [Supplement  logarithmique, 
Bordeaux  an  XI  (180^),  2.  Aufl.  v.  J.  Haüd,  Paris  1876,  deutsch  Ton  G.  W. 
Leanhardi,  Dresden  1806]  giebt  die  Tafeln  mit  20  Stellen  imd  fügt  solche 
gleicher  Ausdehnung  fdr  natürliche  Logarithmen  hinzu  (auch  16-stellige  gemeine 
Logarithmen  der  Zahlen  r  und  1,  o^*"'^^r  mit  r  ==  1  bis  99,  m  =  0  bis  8); 
diese  Tafebi  mehrmals  abgedruckt,  z.  B.  v.  Haüel**^*^^,  Ton  Sckrön*'^*)  (S.Teil, 
p.  76)  mit  16  Stellen.  —  Haüel  teilte  Bord.  M^m.  8  (1870),  p.  188  eine  Methode 
Ton  F.  Bumier  mit,  die  Bechnung  zu  beschleunigen. 
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zahl  der  Zififem  9^  also  der  Einheit  immer  näher  zu  bringen. 
G.  Ahüood^^)  wandte  auch  Faktoren  der  Form  (1  —  Ofi'^r)  an**^), 
wodurch  die  Zahl  von  oben  her  der  Eins  immer  näher  gebracht 
wird,  beseitigte  alles  Probieren  und  vereinfachte  die  Rechnungen 
durch  weitere  Hülfstafeln  und  zweckmässige  Regeln.  Im  19.  Jahr- 
hundert sind  ÄtwoocTs  (wie  Flower^s  und  Briggs^)  Methoden  mehr- 
mals (oft  nur  teilweise)  wieder  entdeckt  worden,  z.  B.  von  Weddle^^), 
H.  Wace^'^),  F,  Thoman^^)  und  R,  Hoppe^^^),  bei  dem  sie  die  ein- 
fachste Gestalt  angenommen  haben.  S.  Pineto^  bringt  durch  einen 
einzigen  gut  ausgewählten  Faktor,  A,  Namur  ^^)  durch  einen  oder 
zwei  solcher,  die  gegebene  Zahl  in  den  Rahmen  der  Tafel. 

Jegliche  Multiplikation  und  Division  (auch  Interpolation)  ver- 
meidet H,  Prytz^^^)  durch  Anwendung  von  Additionslogarithmen 
(s.  Nr.  30);  er  denkt  sich  die  Zahl  N  auf  die  Form: 


284)  An  essay  on  the  arithmetic  of  factors  . . . ,  London  1786  (nach  Ellis  *^*)). 
Ätwood  wandte  seine  Methode  auch  auf  das  Ausziehen  von  Wurzeln  u.  s.  w.  an. 
Damit  verwandt  scheinen  die  Bestrebungen  von  0.  Byrne  zu  sein  (Dual  arith- 
metic, London  1868,  neue  Ausgabe  1864,  Tables  of  dual  logarithms  1867),  der 
alle  irrationalen  Zahlen  in  der  Form  (1,1)«  (l,Ol/ (1,001)^  . . .  oder  (0,9)"  (0,99/ 
(0,999)^  . . .,  symbolisch  geschrieben  ^ccßy  . . .  bezw.  a(Jy'. .  .|,  (of,  (J,  y  . . .  be- 
deuten Ziffern),  darstellen  will. 

286)  Eine  Tafel  dieser  Grössen  und  der  Negativen  der  entsprechenden 
Logarithmen  nennt  Eüis^^^  „a  negative  numerical  radix*^ 

286)  „The  mathematician'',  nov.  1845,  p.  17;  Tafehi  mit  16  und  26  Stellen 
wurden  1849  von  Shartrede*^^  gegeben. 

287)  Mess.  of  math.  (2)  8  (1874),  p.  66;  Tafeln  (gemeine  und  natürliche 
Logarithmen)  auf  20  Stellen. 

288)  Tables  de  logarithmes  k  27  däcimales . . . ,  Paris  1867. 

289)  Tafeln  zur  dreissigstelligen  logarithmischen  Bechnung,  Leipzig  1876; 
natürliche  Logarithmen  mit  SS  Stellen,  nur  7  Seiten  8^.  Hoppe  betont  die  Vor- 
züge der  natürlichen  Logarithmen  beim  Rechnen  mit  sehr  vielen  Stellen. 

290)  Tables  de  logarithmes  vulgaires  k  dix  d^cimales . . . ,  St.  Pätersbourg 
1871.  Dmfang  der  Tafebi  56  S.  %^.  Die  Haupttafel  geht  von  1 000  000  bis 
1011  000;  die  Faktoren  haben  höchstens  (aber  selten)  drei  Ziffern;  Inteipolation 
nötig. 

291)  Tables  de  logarithmes  k  12  d^imales . . . ,  Bruxelles  18l77  (theoretische 
Einleitung  von  P.  Mansian).  Die  Tafeln  nehmen  10  S.  8^  ein.  Direkt  gegeben 
sind  die  gemeinen  Logarithmen  der  natürlichen  Zahlen  zwischen  488300  und 
484299,  weil  nach  einem  von  Namur  empirisch  gefundenen,  von  Mansion  be- 
wiesenen Satz  bei  diesen  in  der  Nähe  des  millionenfachen  Moduls  liegenden 
Zahlen  die  logarithmischen  Differenzen  mit  100...  anfangen,  also  die  Inter- 
polationen leicht  auszuführen  sind.  Jede  Bestimmung  eines  Logarithmus  oder 
Numerus  zur  Probe  auf  zwei  Arten  möglich;  noch  andere  Proben,  auch  Fehler- 
Bchätzung. 

292)  Tables   d^anti-logarithmes,   Copenhague   (kein  Erscheinungsjahr  an- 

63* 
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^=10*.    a,=.10-^ 


2V-J:(l  +  ai)(l+a,)(l  +  a,)...(l+a,) 

gebracht^  woraus  f&r 

^  =  10'',     Or 
einerseits  folgt: 

logJV^-Z+log(l  +  10-^)  +  log(l  +  10~^)  +  --+log(l+10-^), 
andererseits  (wegen 

N=  10^  +  10^-^ +  10^-^  +  10^-^-^ +  10'"'^ +  10^-^-^-^"^ 

S.  Gtmddßnger^  beschrankt  sich  auf  zwei  Faktoren  bezw.  Summan- 
den, wodurch  die  Zahl  der  Additionen  xmd  Subtraktionen  geringer 
wird,  aber  Interpolation  sich  einstellt 

Sammlungen  von  Logarithmen  mit  aussergewohnlich  hoher  Stellen- 
zahl, die  fElr  wissenschaftliche  Zwecke  in  Betracht  kommen  können, 
sind  die  öfters  abgedruckten  Tafeln  der  natürlichen  Logarithmen  von 


gegeben,  nach  den  ^ortschr.  d.  Mathem.'^  1886).  Es  können  die  Numeri  (Anti- 
logarithmen)  zu  gegebenen  Logarithmen  mit  dreistelliger  Mantisse,  deren  Diffs- 
rensen  also  auch  in  der  Tafel  sich  finden,  dieser  entnommen  werden,  und  eine 

Hfilfstafel  giebt  die  Additionslogarithmen  log  (l*-f- 10~  '*).  Anzahl  der  Stellen 
15,  10  und  5  (Umfiuig  bes.  10,  6,  8  Seiten  8*).  Auch  andere  Anwendungen  des 
Grandgedankens  mOglich:  durch  Mitbenütsung  einer  Hül&tafel,  die  nur  eine 
Seite  einnimmt,  werden  16-stellige  log  sin  mittelst  blosser  Additionen  und  Sub- 
traktionen gefunden.  Vorl&ufiBr  eine  1881  in  Kopenhagen  erschienene  8-stellige 
Tafel  („üdkast  til  Antilogarithmetabel . . .''). 

298)  Tafeln  zur  Berechnung  neunstelliger  Logarithmen . . . ,  Darmstadt  1891 

(in  (Gemeinschaft  mit  Ä.  M.  Neu  herausgeg.).    Es  wird  Ns=  n -\- p  =»  n  ll -{-  ~) 

gesetzt,  wo  n  aus  den  vier  höchsten  geltenden  Ziffern  Ton  N  (mit  soviel  an- 
gehängten Nullen,  dass  N  und  n  gleichviel  Stellen  haben)  gebildet  ist.  Die 
erste  Tafel  giebt  die  9-stelligen  Logarithmen  Ton  n»1000  bis  10  000,  die 

zweite  fSLr  J.  =>  log  ^  das  zugehörige  JB^^log  (1  -|-  —V  sodass  log^=>logn+ -B. 

(Beide  Tafeln  zusammen  60  S.  gross  8^)  (Über  die  Genauigkeit  des  Rechnens 
mit  diesen  Tafeln  vgl.  „Lüroth**  S.  118.)  Auf  demselben  Grundsatz  beruht  die 
Anwendung  einer  neuen,  18  S.  4®  einnehmenden  7-stelligen  Tafel  von  Chtmdel' 
finget  (Sechsstellige  Gaussische  und  siebenstellige  gemeine  Logarithmen,  Leipzig 
1900).  —  Durch  Benützung  von  3  oder  mehr  Summanden  könnte  die  Methode 
auf  Logarithmen  mit  mehr  als  9  Stellen  ausgedehnt  werden,  was  noch  nicht 
versucht  worden  zu  sein  scheint.  —  Auf  Additionslogarithmen  beruhen  im 
Grunde  genommen  auch  die  „Canons  de  logarithmes'^  von  Hoene-Wraiiski  (Paris 
1887;  rassisch  von  Äfmenko/f^  St.  Petersburg  1845;  polnisch  in  2  Ausgaben  von 
S.  Didatein,  Warschau  1890;  vgl.  Bibliotheca  mathematica  (2)  7,  1898,  p.  11), 
die  zwar  nur  i,  6,  6  und  7  Stellen  (je  auf  einer  Seite)  bieten;  Anordnung  sehr 
sinnreich,  aber  fär  den  wirklichen  Gebrauch  wohl  zu  künstlich. 
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Wolfram  mit  48  Stellen^,  sowie  der  gewöhnlichen  Logarithmen  von 
A  Sharp  mit  61  SteUen  ^^).  Die  höchste  SteUenzahl,  nämlich  102 
bezw.  260,  haben  H,  M,  ParJchurst^^  und  J.  A,  Adatns^'')  erreicht. 

29.  Tafeln  der  Antilogarithmen.  Sie  bilden  die  Umkehrung 
der  gewöhnlichen  Logarithmentafeln,  haben  also  im  Eingang  Loga- 
rithmen bezw.  Mantissen  und  geben  die  zugehörigen  Zahlen,  d.  h.  die 
Werte  der  Funktion  y  =  10*,  bezw.  y  =  6*,  wenn  natürliche  Loga- 
rithmen zu  Grunde  liegen**®).  Trotz  mancher  Vorteile  trifft  man  sie 
—  als  entbehrlich  und  nochmals  denselben  Raum  beanspruchend,  wie 
die  gewöhnlichen  Tafeln  —  recht  selten,  am  meisten  noch  in  vier- 
steUigen  Sammlungen,  wo  sie  nur  zwei  Seiten  einnehmen.  In  Zwischen- 
räumen von  mehr  als  hundert  Jahren  erschienen:  BürgV%  „Progress- 
tafeln'**^*)  als  erste  aller  Antilogarithmentafeln***),  J.  Dodson'Q  11- 
stellige  Tafel '^)  als  ausgedehnteste*^*)  und  eine  Tafel  in  Shorirede^s 

294)  Für  alle  natürlichen  Zahlen  Ton  1  bis  2200,  von  da  bis  10009  grössten- 
teils nur  für  die  Primzahlen;  zuerst  in  J.  C.  Schuhe,  Neue  und  erweiterte  Samm- 
lung logarithmischer  :  .  .  Tafeln,  Berlin  1778,  erschienen;  abgedruckt  z.  B.  yon 
Vega^*^  und  CaZ/et"*). 

295)  Für  die  natürlichen  Zahlen  von  1  bis  100  und  die  Primzahlen  von  da 
bis  1097,  femer  fOr  die  Zahlen  von  999980  bis  1000020  mit  Differenzen  ver- 
schiedener Ordnungen,  zuerst  in  dem  Werke  „Greometrj  improved . .  .*%  London 
1717;  abgedruckt  z.  B.  von  Hutton**')  und  CoZfe«"*)- 

296)  Gemeine  Logarithmen  der  Zahlen  von  1  bis  109,  in  den  „Astrono- 
mical  tables . . .",  New-Tork  1871. 

297)  Natürliche  Logarithmen  der  Zahlen  2,  3,  5,  7,  10  auf  272  Stellen, 
der  Modul  M  auf  282  Stellen,  wovon  260  als  sicher  bezeichnet  werden,  Lond. 
Roy.  Soc.  Proc.  27  (1878),  p.  88. 

298)  Tafeln  der  „hyperbolischen"  Antilogarithmen,  mehr  den  Zwecken  der 
Analysis  als  dem  gewöhnlichen  Rechnen  dienend,  haben  wir  von  G,  Vega^*) 
[Werte  von  er"  und  log  e'  für  a;  <»  0,00  bis  10,00  mit  7  Ziffern  bezw.  Dezimalen], 
abgedruckt  z.  B.  von  Hiil88e^%  J,  H.  Lambert  [Zusätze  zu  den  logarithmischen 
und  trigonometrischen  Tabellen,  Berlin  1770;  e""*'  für  a;  =  0,1  bis  1,0  und 
x  =»  1  bis  10  mit  7  Stellen]  und  J.  W.  L.  Glaisher  [Cambr.  Trans.  13  (1888), 
p.  243;  «*  für  a:  =  0,001  bis  0,100  sowie  für  ä  =  0,1  bis  10,0;  e""'  für  ä  =  0,01 
bis  2,00  und  für  o;  =  1  bis  500  mit  9  Stellen,  die  gemeinen  Logarithmen  davon 
mit  10  Stellen]  und  H.  W.  Neuman  [Cambr.  Trans.  13  (1883),  p.  146;  e~'  fär 
xs  0,001  bis  27,636  in  verschiedenen  Litervallen  und  mit  12  bis  18  Stellen]. 
Die  Potenzen  von  e  mit  den  Exponenten  1,2,...,  25,  30,  60  gab  Schulze  *^*)  mit 
27  geltenden  Ziffern  (abgedruckt  von  Glaither  a.  a.  0.). 

299)  Auf  Bürgt's  Unterscheidung  der  Logarithmen  von  den  übrigen  Zahlen 
durch  roten  Druck  ist  H.  Schubert  (vierstellige  Tafeln  und  Gregentafeln . . . , 
Leipzig  1898)  wieder  verfallen;  zum  Schutze  gegen  Verwechslung  h&tte  es  wohl 
genügt,  jede  Seite  der  „Gegentafeln^^  mit  einer  roten  Linie  einzufassen. 

300)  „The  antUogarithmic  canon...'*,  London  1742.  Wie  eine  7-8tellige 
Tafel  angeordnet;  die  Mantissen  gehen  von  00000  bis  99999. 
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Sammlnng^  als  erste  T-stellige.  Es  reihen  sich  an  eine  Antilogar 
rithmentafel  mit  7  Stellen  von  H.  E.  Füipotoski^^,  solche  mit  f&nf 
Stellen***)  von  Fr.  Stegmann^  und  JET.  Schubert^),  wahrend  unter 
den  vierstelligen  die  von  LomhoU^  hervorzuheben  ist"^. 

80.  Additions-  und  Subtraktioiifllogazithmen.  Wie  grosse  Er- 
leichterungen bei  Multiplikation^  Division  und  den  Operationen  höherer 
Stufen  die  Logarithmen  gewahren  mögen,  bei  Addition  und  Sub- 
traktion  bilden  sie  im  Gegenteil  ein  Hindernis.  Um  hier  das  Zurftck- 
gehen  von  den  Logarithmen  auf  die  Numeri  überflüssig  zu  machen, 
hat  Z.  Leandli^  die  Additions-  und  Subtraktionslogarithmen  GA^fi^ 
rithmes  additionnels  et  d^uctifs^  erfanden '^.  Die  Aufgabe,  log  (a-f-^) 


801)  Zwar  mit  20  Stellen  und  Differenzen  1.— 8.  Ordnung,  aber  nur  f&r 
die  Mantissen  bis  00189  kommen  die  Antilogarithmen  bei  W.  Gardiner  (Tables 
of  logarithms  . . .,  London  1748,  französisch  Avignon  1770)  vor. 

802)  „A  table  of  anti-logarithms . .  /',  London  1849.  Die  Mantissen  gehen, 
wie  bei  Dodson  and  Sharh^de^  von  00000  bis  99999. 

808)  Fünfstellige  Tafel  besonderer  Art:  B.  wm  Stemeei^  Anti-Logarithmen .... 
Wien  1878;  Titel  irreführend:  Einrichtung  die  einer  gewöhnlichen  Logarithmen- 
tafel, aber  nicht  die  wirklichen  Logarithmen  der  im  Eingang  stehenden  1—4- 
ziffirigen  Zahlen,  sondern  die  kleinsten  Logarithmen,  denen  bei  Abrundung  auf 
die  betr.  Zahl  von  Stellen  jene  Zahlen  noch  zukommen,  werden  geliefert. 

304)  „Tafel  der  fünfstelligen  Logarithmen  und  Anti-Logarithmen**,  Mar- 
burg 1866.    Mantissen  Ton  0000  bis  9999. 

806)  „Fünfstellige  Tafeln  und  Gegentafeln . .  .**,  Leipzig  1897.  Auch  „Gegen- 
tafeln*' zu  denen  der  Logarithmen  und  natürlichen  Zahlenwerte  der  trigonome- 
trischen Funktionen!  Logarithmen  durchweg  mit  anderen  Typen  gedruckt,  als 
die  übrigen  Zahlen,  vgl.  •»^.  —  Die  Fortschr.  d.  Math,  for  1876,  p.  768  er- 
wähnen noch:  B.  W.  Bauern  Femciffrede  logarithmer  til  heia  tal  fra  1 — 16  600 
og  anti-logarithmer,  Ej0benhavn  1876. 

306)  Vielleicht  die  frühesten  kommen  Tor  in  J.  H.  T.  Müller^  Vierstellige 
Logarithmen...,  2.  Aufl.  Halle  1860;  femer  haben  solche  z.  B.  noch  Houel^*% 
Gascd**^,  Ifea;"^  Äj/mat»"'). 

307)  Supplement  logarithmique . . . ,  Bordeaux  an  XI  (1802/8),  2.  Ausgabe 
▼on  J.  Hoüely  Paris  1876  (deutsch  von  G.  W.  Leanhardi,  Dresden  1806),  2"^*  partie. 

308)  Vorher  behalf  man  sich  mit  trigonometrischen  Funktionen,  z.  B. 
wandte  nach  8.  Günther  (Vermischte  Unters,  zur  Geschichte  der  matbemat. 
Wissensch.,  Leipzig  1876,  p.  286  flg.)  J.  Muschel  von  Moschau  (1696)  die  Regel  an 

log(a  +  &)  =  log6+  log2-f  2  log  cos^-^  — |^), 
mit  log  sin  9  =>  log  a  —  log  5 

(ähnlich  später  Delambre^  s.  Leandli  a.  a.  0.  p.  64: 

cos  QP 

log  (a  i  6)  =  log  a  -f  log  2  +  2  log   .    ^ ,  mit  log  cos  tp  «=»  log  5  —  log  a , 

sin  jb 

dagegen  Chr,  Wolf: 
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oder  log  (a  —  6)  zu  bestimmen  ^  wenn  log  a  und  log  6  gegeben,  dar 
gegen  a  und  h  selbst  nicht  bekannt  sind,  löst  Leondli  mittelst  einer 
Tafel,  die  aus  drei,  von  K,  Fr.  Gauss  später  mit  A,  B,  C  über- 
schriebenen  Kolonnen  folgenden  Zusammenhangs  gebildet  ist.  Be- 
zeichnen Ay  B,  C  drei  in  derselben  Reihe  stehende  Werte  dieser 
Kolonnen  und  setzt  man: 

A  =  log  Xy     C  =  log  jsr, 
so  ist: 

JB  =  log^  =  log^n 

Für 

log  a  —  log  b  =  A    bezw.    log  a  —  log  b  =  G 

ergiebt  sich  daher: 

log  (a  -{-h)  =  loga  -\'  B  =  \ogb  -\'  C 
bezw.:  log  (a  —  b)  =  log  a  —  J5  =  log  6  +  J.  *^®). 


log  (a  +  6)  =  log  o  —  2  log  sin  g>, 
mit  log  tg  g>  =  Y  (log  a  —  log  6) 

[ähnlich  noch  J.  C.  Houzeau^  Brox.  Ann.  51  (1883),  p.  103  : 

log  (a  +  5)  =  log  a  —  2  log  cos  9,    mit    log  tg  g>  =  — -  (log  5  —  log  o), 

log  (a  —  6)  =  log  6  +  2  log  ctg  y,    mit  log  sin  y  =  ---  (log  6  —  log  a)]. 

G^em«r(^  zweifelt  noch   1866   an   dem  Nutzen  der  Additionslogarithmen,   der 
allerdings  erst  bei  ausgedehnteren  Anwendungen  recht  hervortritt,  und  schlägt 

'*^  p.  142  Tor,  wenn  loga  und  log  6  gegeben  sind,  log  -r-  »s  loga  —  log  5  zu 
bilden,  die  Zahl  -^  zu  suchen  und  sofort  im  Kopfe  Eins  zu  addieren  bezw.  zu 

subtrahieren,  dann  log  l-j-  ±  ^ )  ^^  suchen  und  log  b  zu  addieren,  was  LeaneUi 

selbst  a.  a.  0.  p.  73  als  Notbehelf  angeben  hatte. 

309)  Offenbar  auch  C  =^  log(l  +  x\  und  für  B  ^logy  überdies: 

a;  = -  =  ;?  — 1,        z—      ^ 


y-i  '  y-1 

Die  Tafel  ist  eigentlich  aus  zweien,  einer  fOr  Addition  (Kolonnen  Ä  und  B) 
und  einer  für  Subtraktion  (Kolonnen  C  und  B\  mit  der  gemeinsamen  Kolonne  B, 
zusammengesetzt. 

810)  Soll  aUgemeiner,  unter  /'(a,  b)  eine  homogene  Funktion  t»^^  Grades 
von  a  und  b  verstanden,  log  /*(a,  5)  aus  log  a  und  log  b  bestimmt  werden,  so  ist 
dies  ebenfalls  ohne  Kenntnis  von  a  und  b  durch  eine  Hülfstafel  mit  einem  Ein- 
gang möglich,  welche  etwa  zu  dem  Argument  u  ->  log  i  den  Wert  v  a«  log  f{t,  1) 
enthält,  da  fOr  u  s=  log  a  —  log  b  sich  ergiebt  log  f(a,  6)  n^  t?  4.  n  •  log  b.  Ho- 
mogene Funktionen  von  drei  reellen  oder  zwei  imaginären  Veränderlichen  wür- 


•^ 
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LeaneUfs,  mit  14  Dezimalen  berechnete  Tafel  ist  nicht  veröffentlicht 
worden  (a.  a.  0.  sind  blos  drei  Probeseiten  mitgeteilt).  Gtmss  hat 
den  Gedanken  aufgenommen  und  eine  ebenso  konstruierte  Tafel^  aber 
nur  mit  fünf  Dezimalen^  herausgegeben'^^).  Nachdem  noch  mehrere 
Tafeln  mit  derselben  Anordnung  erschienen  waren'^*),  hat  man  an- 
gefangen'^')^ letztere  in  mannigfaltiger  Weise  abziundem.  Zuerst 
wurde,  u.  a.  von  J.  Zech^^%  die  Trennung  in  je  eine  besondere  Tafel 
f&r  Addition  und  Subtraktion  yorgenommen,  oft  auch  eine  der  von 
LeaneUi  tabulierten  Funktionen  durch  eine  andere  ersetzt '^)y  schliess- 
lich von  Ol.  Wütstein^^^  durch  Aufgeben  einer  von  LeandKs  drei 
Kolonnen  eine  einheitliche  Tafel  hergestellt,  welche  Möglichkeit 
übrigens  LeoneUi  selbst  schon  ins  Auge  gefasst  hatte  (a.  a.  0.  p.  56). 

den  Hülfttafehi  mit  zwei  Eing&ngen  erfordern  (s.  Mehmke^  „Dyck*8  Katalog*', 
Nachtrag,  p.  20). 

811)  Zaek's  Monatliche  Correspondenz  26  (1812),  p.  498  flg. 

812)  Darunter  als  erste  T-stellige  die  von  E,  A.  Matthiessen  (Tafel  zur 
beqnemen  Berechnung  des  Logarithmen  der  Summe  oder  Differenz...,  Altena 
1818),  die  keinen  Anklang  gefunden  hat. 

818)  Zuerst  yielleicht  J.  H.  T.  MüUer,  Vierstellige  Logarithmen . . . ,  Halle 
1848,  der  nicht  die  Kolonne  der  Resultate,  sondern  umgekehrt  die  Eingangi- 
kolonne  Ä  als  gemeinschaftliche  nimmt,  zu  welcher  die  mit  S  (Summe)  und  U 
(Unterschied)  bezeichneten  Kolonnen  in  derselben  Beziehung  stehen,  wie  bei 
Leoneüi  ^  zu  B  bezw.  C  zu  B. 

814)  „Tafel  der  Additions-  und  Subtraktionslogarithmen'*  ia  J.  A.  JSTtUms's 
Sammlung  mathematischer  Tafeln,  2.  Abdruck,  Leipzig  1849  (in  der  ersten  Auf- 
lage von  1840  noch  nicht),  auch  gesondert  erschienen,  2.  Aufl.  Berlin  1868,  mit 
7  Dezimalen.  Abgesehen  von  der  Stellenzahl  und  dem  dadurch  bedingten  Um- 
fang ist  der  Inhalt  noch  derselbe  wie  bei  MiUkr*^').  Bremiker  nimmt  in  seinen 
6-stelligen '^^,  5-stelligen '"')  und  4-8telligen  Tafeln  (Berlin  1874)  zu  Additions- 
logarithmen wie  Oray  '^")  und  spätere  log  (1  -f  ^)  und  zu  Subtraktionsloga- 
rithmen die  dekadischen  Ergänzungen  der  von  LeaneUi  bis  Zech  gewählten,  um 
lauter  positive  Differenzen  zu  erhalten;  ähnlich  Älbrecht**% 

316)  P.  Gray,  Tables  and  formulae  for  the  composition  of  life  contingen- 
cies . . . ,  London  1849,  second  issue  1870,  verwendet  bei  Addition  log  (1  -f  x), 
bei  Subtraktion  log(l — x)\  statt  der  letzteren  Funktion  nimmt  J.  Haüel  (Re- 
cueil  de  formules  et  de  tables  numäriques,  Paris  1866)   die  mit  wachsendem 

Argument  zunehmende  log ,   ebenso  Bex  ''*)  '"').    Die  Beschränkung   auf 

negative  Werte  des  Argumentes  in  der  ersten  Tafel  ist  bei  manchen  Anwen- 
dimgen  ein  Nachteil. 

316)  Zuerst  (1869)  in  der  6-stelligen  Sammlung*'^),  dann  in  der  besonderen 
Tafel  „Siebenstellige  Gaussische  Logarithmen . .  .'\  Hannover  1866  (Titel  und  Ein- 
leitung auch  französisch).  Die  auch  von  andern  gebrauchte  Bezeichnung 
„Gaussische**  Logarithmen  natürlich  unberechtigt;  Gauss  hat  selbst  LeoneUi  als 
den  Urheber  des  Gedankens  genannt,  sogar  LeoneUi' s  Schrift  ausfOhrlich  be- 
sprochen (Allgemeine  Litteraturzeitnng  vom  J.  1808,  p.  863  =.  Werke  8,  p.  121). 
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Bei  dieser  jetzt  verbreitetsten  Anordnung '^^  stehen  die  beiden  ein- 
zigen, mit  Ä  und  B  bezeichneten  Kolonnen  in  der  Beziehung: 

^  =  log  a;,    B  =  log  (1  +  x),    oder   10»  =  1  +  10^, 

und  die  obige  Fundamentalaufgabe  wird  mittelst  der  Formeln  gelöst: 

log a  —  log 6  =  -4,  log (a+6)  =  B-j- log h  =  loga  +  (5 — Ä) 
bezw.  loga  —  log6  =  B,  log(a — 6)  =  -4  +  log6  =  loga — {B — Ä), 

Von  „Additionslogarithmen  för  komplexe  Grössen'^  hat  R,  Mehmke  '**) 
einen  dreistelligen  Entwurf  gegeben.  Verwandt  mit  den  Additions- 
logarithmen ist  die  nach  einem  Gedanken  von  Gauss  und  auf  dessen 
Veranlassung  von  v.  Weidenbach  berechnete  Tafel  •^^),  die  auch  Hoüd^^ 
und  Bex^^^'^  haben  und  welche  neuerdings  E.  Hammer^^^^)  er- 
weitert hat. 

31.    Quadratische  Logarithmen.     Setzt  man: 

{(^T  =  ^, 
so  wird: 

log  log  X  —  log  log  o 

y  "~  log  6 

Conte  Ä,  dt  Prampero  ^**),  der  speziell : 


317)  Dieselbe  haben  z.  B.  noch  F.  G.  Gauss  "'O  **•)  und  Neu  ">).  Eigent- 
lich nur  eine  Umordnung  von  LeonelKB  Tafel,  denn  WittsUin'a  Kolonne  B 
stimmt  in  ihrer  2.  Hälfte  (für  positive  Ä,  die  Leaneüi  allein  berücksichtigt)  mit 
LeoneUt's  3.  Kolonne  überein  imd  enthält  in  der  1.  Hälfte  (für  negative  Ä)  ins- 
gesamt   dieselben  Funktionswerte,    wie    LeoneÜCa  2.  Kolonne,    weil    man  für 

«  Jl'-=loga;'-=  — logaj  — —  ^,    JB' -=  log (1 -f  «0 

erhält.    Hieraus  folgt  noch 

JB'  =  log (1  +  x)  "  logx  ^  B  —  Ä, 

d.  h.  wird  mit  der  dekadischen  Ergänzung  von  Ä  in  die  Tafel  eingegangen,  so 
liefert  sie  (B  —  Ä)\  deshalb  hat  Crundelfinger  bei  der  4-Btelligen  Tafel  der  ersten 
Seite  von  '^')  und  der  neuen,  in  Anm.  293  genannten  6-8telligen  rechts  diese 
dekadischen  Ergänzungen  als  zweiten  Eingang  angebracht,  wozu  ein  Vorbild  in 
den  trigonometrischen  Tafeln  gegeben  war. 

318)  Zeitschr.  Math.  Phys.  40  (1895),  p.  15. 

x-X-l 

319)  „Tafel,  um  den  Logarithmen  von  zu  finden,  wenn  der  Loga- 

X  ~~^  1 

rithme  von  x  gegeben  ist../^,  Copenhagen  1829;  5  Dezimalen.  Abgedruckt  in 
M.  V.  Prasse'8  logarithmischen  Tafeln,  Ausgabe  von  K.  Br.  MoUweide  und  G. 

Ä.  Jahn,  Leipzig  (ohne  Jahreszahl). 

10  1  -4-  aj 
319  •)  „Sechsstellige  Tafel  der  Werte  log  --^ ",  Leipzig  1902. 

X  "^  X 

820)  Saggio  di  tavole  dei  logaritmi  quadratici,  üdine  1885.    Die  Haupt- 
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a— *v1[0,    6  —  2 
nimmt  und  so: 

^"^  +  10 

erhalt,  nennt  y  den  quadratischen  Logarithmus  von  Xy  geschrieben 
y^=^LqX.    Es  bestehen  die  fundamentalen  Eigenschaften: 

also  f&hrt  eine  Tafel  der  quadratischen  Logarithmen  zusammen  mit 
einer  Hülfstafel  der  Grössen  log^:log&,  wie  solche  di  Pran^ßero  im 
Entwurf  gegeben  hat,  jede  Potenzierung  oder  Badizierung  mit  be- 
Uebigem  Exponenten  auf  eine  Addition  bezw.  Subtraktion  zurfick. 

32.    Tafeln  der  Froportionalteile.     So  heissen  Tafeln   der  auf 
eine  bestimmte  Zahl  von  Dezimalen  abgerundeten  Gh*os8en: 

X      2a;     3a;  a  —  1 

a  *    a  *  "o"'  *  '  * '      ä        ' 

wo  die  Eonstante  a  gewöhnlich  den  Wert  10  oder  100  hat  (dezi- 
male Tafeln)  y  seltener  60  oder  600  (sezagesimale  bezw.  sezoentenare 
Tafeln)''^).  Von  der  ersten  Art  sind  ausser  den  wahrscheinlich 
ältesten  von  J.  Moore ^^  zu  nennen  die  Tafeln  von  C,  Bremiker^^, 
L.  Schrön^^)y  H.  Schubert  ^^)y  von  der  letzten  diejenigen  von  Jckn 
Bemofdli^^  und  K  Schubert^^'^. 


1 


tafel  enthält  fär  (sicli  nicht  in  gleichen  Zwischenräumen  folgende)  Werte  von 
L^x  mit  6  Dezimalen,  die  zwischen  0  und  etwas  über  12  liegen,  die  zugehörigen 
X  mit  verschiedener  Stellenzahl.  Es  liegt  wohl  näher,  a  =  6  =  10  zn  setzen, 
was  Xr^a^ssloglogo;  giebt,  welche  Funktion  noch  nicht  tabuliert  worden  zu 
sein  scheint.  Vorläufig  ist  es  zweckmässiger,  Potenzen  und  Wurzeln  auch  bei 
nicht  ganzzahligen  Exponenten  mit  gewöhnlichen  Logarithmen  zu  berechnen, 
aber  der  Gredanke  ist  vielleicht  entwicklungsfähig. 

821)  Zwar  finden  sich  in  den  meisten  Logarithmensammhi ngen  die  zum 
linearen  Interpolieren  nötigen  Proportionalteile  in  zerstreuten  Täfelchen,  die- 
selben können  aber  auch  zu  einer  besonderen  Tafel  zusammengestellt  sein,  und 
um  solche  handelt  es  sich  hier,  die  oft  noch  anderen  Zwecken  dienen  kann. 
Gewöhnliche  Produktentafeln  (Nr.  5)  und  noch  besser  mechanische  Hülfsmittel, 
wie  der  Bechenschieber  (Nr.  50),  köimen  beim  Interpolieren  ebenfalls  mit  Vorteil 
verwendet  werden. 

822)  In  dem  Werke  „A  new  Systeme  of  the  Mathematicks . . .",  2,  London 
1681.     a  »  10,  x  von  44  bis  4820. 

823)  „Tafehi  der  Proportionalteile . . .",  Berlin  1843.  a » 100,  x  von  70 
bis  699. 

324)  Tafel  m  der  Sammlung'**),  auch  gesondert  erschienen;  aslOO, 
a  von  40  bis  409,  mittelst  eines  Hülfirtäfelchens  bis  40965  ausdehnbar.    Von 
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33.  Tafeln  der  Beziproken  und  mir  Verwandlung  gewöhnlioher 
Brüche  in  Dezimalbrüche.     Tafeln  der  Reziproken,  d.  h.  der  Werte 

— ,  führen  Division  auf  Multiplikation  zurück.     Von  x  gleich  1  bis 

1000  gehen  u.  a.  diejenigen  von  Cht,  EuUon^^^),  E,  Gdin^^^)  und 
W,LigowsU^\  bis  10000  die  von  P.  Barlow^^%  bis  100000  die  von 
TF.  Ä  OaÄes*^*),  womit  die  bemerkenswertesten  genannt  sind.  Auf 
blosse  Additionen  zurückgeführt  werden  Divisionen  durch  eine  Tafel, 
die  ausser  den  Reziproken  auch  ihre  neun  ersten  Vielfachen  enthält. 
Wir  haben  solche  von  JB.  Picarte^  und  J.  C  HouBeau^^),  Sie  bilden 
den  Übergang  zu  Tafeln,  die  allgemein  der  Verwandlung  gewöhnlicher 
Brüche  in  Dezimalbrüche  dienen  [I  C 1,  Nr.  5].  Den  bereits  in  Nr.  7  ge- 
nannten sind  die  von  TT.  F.  Wucherer  ^^),  K  Goodtjoyn  •^*),  A.  Brocot  **^ 


Schrön  „Interpolationstafel*'   genannt,    welche   Bezeichnung   auch   in   anderem 
Sinne  gebraucht  wird,  z.  B.  von  HiUsse^^  für  eine  Tafel  der  Werte: 

12  '        rr2T3       ""•  ^-  '^• 

325)  „Dezimale  Interpolationstafel*'  in  '**);  a=10  und  a»100,  x  von  1 
bis  180. 

826)  „A  sexcentenary  table . . .'',  London  1779.  a  »  600,  x  in  Minuten  und 
Sekunden  ausgedrückt. 

327)  „Sexagesimale  Interpolationstafel''  in  ^^'^);  a  ^  SO,  x  von  1  bis  150. 

328)  MiscelL  math.,  London  1775,  vol.  4;  mit  9  Stellen. 

329)  ßecueil  de  tables  num^riques,  Huy  1894;  mit  10  Dezimalen. 

330)  Mit  6  geltenden  Ziffern  in  ^'),  abgedruckt  im  „Taschenbuch  der 
Hütte",  17.  Aufl.  Berlin  1899. 

831)  „New  mathematical  tables" . . . ,  London  1814,  Stereotypausgabe  von 
1840,  auch  1851,  mit  9  und  10  Stellen. 

332)  „Table  of  the  reciprocals  of  numbers  from  1  to  100000 . . .",  London 
1865;  7  geltende  Ziffern,  wie  eine  7-stellige  Logarithmentafel  angeordnet,  mit 
Differenzen  und  Proportionalteilen,  die  noch  bis  o;  =^  10  Millionen  zu  gehen  er- 
lauben. Amaudeau  ^^  giebt  eine  Probeseite  einer  ebenfalls  bis  100  000  reichen- 
den Reziprokentafel,  aber  nur  mit  5  geltenden  Ziffern. 

333)  „La  division  räduite  ä  une  addition. . .",  Paris  1859;  geht  bis  10000, 
mit  10  und  11  geltenden  Ziffern. 

384)  Brux.  Bull.  (2)  40  (1875),  p.  107;  die  Reziproken  der  Zahlen  bis  100 
mit  20  Stellen  und  ihre  ersten  9  Vielfachen  mit  12  Stellen. 

835)  „Beyträge  zum  allgemeinem  Gebrauch  der  Decimalbrüche . . .",  Carls- 
ruhe 1796;  5-8tellig,  Zähler  und  Nenner  der  Brüche  beide  unter  50  imd 
relativ  prim. 

836)  „A  tabular  series  of  decimal  quotients . . .",  London  1823;   8-Btellig, 

Zähler  und  Nenner  beide  nicht  grösser  als  1000,  die  Brüche  selbst  kleiner  als 

99 
j~-,  nach  ihrem  Wert  geordnet. 

337)  In  „Calcul   des  rouages  .  .  .",    deutsch    herausgegeben   vom  Verein 


1004  I  F-  Kmoeruehes  Bechnen. 

lunznzafBgeiiy  die  im  Gegensatz  za  ersteren  immer  bei  der  gleich- 
yielten  Dezimale  abbrechen. 

34.  Tafeln  der  Quadrate  und  hSiheiren  Foiemsen.  Ausser  den 
in  Nr.  8  besprochenen  genauen  Quadrattafeln  finden  sich  in  einer 
Reihe  von  Sammlongeh^  wie  anch  Lehrbüchern  der  Wahrschein- 
lichkeits-  und  Ausgleichnngsrechnong  [I D  1;  2]  '^  Tafeln,  welche  die 
Quadrate  nur  auf  eine  bestimmte  Zahl  von  Stellen  verkürzt  ent- 
halten. Höhere  Potenzen  geben  ähnlicherweise  J.  H.  Lambert  ^^  und 
HiOsse^^), 

35.  Tafeln  der  Quadrat-  nnd  Kubikwoneln.  Mittelst  einer, 
mit  Einrichtung  zum  Interpolieren  yersehenen  Tafel  der  Quadrate 
(Nr.  34)  können  Quadratwurzeln  auf  dieselbe  Weise,  wie  mittelst 
einer  gewohnlichen  Logarithmentafel  die  Numeri  zu  gegebenen  Loga- 
rithmen, bestimmt  werden.  Von  besonderen  Tafeln  der  Quadrat-  und 
Kubikwurzeln  gehen  mehrere*^  bis  1000;  bis  10000  reichen  u.  a. 
die  von  P.  Barlow^  und  HiOsse^),  bis  25500  die  von  G,±Ja)m^. 

36.  Tafeln  xur  Anüöaung  nmneriaeher  Gleichungen.  Durch 
eine  Substitution  der  Form  Qif=kx  und  Division  mit  einer  Kon- 
stanten lasst  jede  trinomische  (dreigliedrige)  Gleichung  sich  auf  solche 
Form  bringen,  dass  irgend  zwei  der   drei  Koeffizienten  absolut  ge- 


^ütte"  miter  dem  Titel  ,^reclmuiig  der  Räderfibenetzangen'^,  Berlin  1870, 
2.  Aufl.  1879;  yerwandelt  echte  Brüche  mit  Neimem  bis  zu  100  in  (nach  ihrem 
Wert  geordnete)  Dezimalbrüche  auf  11  Stellen.  Gundelfinger's  ,Jnterpolation8- 
tabelle . . .",  p.  2—3  in  ***)  giebt  blos  2  Stellen. 

338)  Z.  B.  in  F.  G.  Gauss  »*•)  die  Werte  «»  für  ac  =  0,000  bis  10,009  mit 
4  Dezimalen;  auch  Proportionalteile  znm  Interpolieren. 

339)  Z.  B.  in  Faä  de  Bruno,  Trait^  ^^entaire  da  calcul  des  erreors . . ., 
Paris  1869;  bis  znm  Quadrat  von  12,000;  ebenfalls  mit  4  Dezimalen. 

340)  Nämlich  x*  für  n  =  1,  2,  .  .  . ,  11  und  x  =  0,01  bis  1,00  auf  8  Dezi- 
malen in  den  „Zusätzen . . ."  ••*),  abgedruckt  z.  B.  von  Schulst  ••*). 

341)  In  der  Tafelsammlung*');  ausser  der  Lambert^chen.  Tafel  noch  x^ 
für  n  =  1,  2,  .  .  .  100  und  12  Werte  von  x  zwischen  1,01  und  1,06,  die  Grenzen 
eingeschlossen,  mit  6  Stellen  und  die  reziproken  Werte  hiervon  mit  7  Stellen, 

100  100 

endlich  die  Werte    ^g*  und    ^g""*. 

K=l  1«  =  1 

342)  Z.  B.  von  Ligowski^*)  mit  6  bezw.  5  geltenden  Ziffern. 

343)  In  "»),  7  Dezimalen. 

344)  In  der  Sammlung**),  die  Quadratwurzeln  mit  12  Dezimalen,  die 
Kubikwurzeln  mit  7  Dezimalen. 

346)  In  *^j,  am  Anfang  mit  14  Dezimalen,  von  1010  an  mit  5  Dezimalen 
6f«/m"*)  giebt  die  Quadrat-  und  Kubikwurzeln  zwar  nur  von  den  ersten  100 
Zahlen,  aber  mit  15  bezw.  10  Dezimalen. 
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nommen  gleich  Eins  werden,  also  nur  noch  ein  Parameter  c  vor- 
kommt —  z.  B.  jede  reduzierte  kubische  Gleichung  auf  die  Form: 

x^  +  x  =  c. 

Eine  Tafel  der  zusammengehörigen  Werte  von  x  und  c  ermöglicht 
daher  die  Auflösung  aller  numerischen  Gleichungen  der  betreffenden 
Art.  So  hat  für  kubische  Gleichungen  schon  J.  H.  Lambert  ***)  eine 
7-stellige  Tafel  der  Werte  ±,{x  —  a?)j  RBarlow^')  eine  8-stellige 
der  Werte  (ar*  —  x)  und  J.  Ph  Kulik^  weiter  fortgesetzte  Tafehi, 
auch  f&r  (a^  +  x),  mit  6  und  7  Stellen  veröffentlicht.  A,  S,  Guldr 
berg^^)  wählt  als  Normalform  einer  trinomischen  Gleichung  n*®^  Grades: 

ad^  -{•  ex  -{•  c^=0 

{c  positiv  oder  negativ)  und  giebt  in  mehreren  Tafeln,  nämlich  für 
Gleichungen  2*®^,  3*®^  und  5*®^  Grades,  zu  gleichmässig  fortschreiten- 
den Werten  von  x  und  1  :  x  nicht  die  Werte  von  c  selbst,  sondern 
ihre  Logarithmen,  weshalb  seine  Tafeln  in  der  Mitte  zwischen  den 
vorigen  und  den  jetzt  namhaft  zu  machenden  stehen.  Offenbar  ist  es 
für  die  logarithmische  Rechnung  vorteilhafter,  wenn  derartige  Tafeln 
auch  die  Werte  von  log  x,  statt  von  x,  enthalten;  für  quadratische 
Gleichungen  hat  solche  K.  Fr,  Gcmss  ^  berechnen  lassen,  B,  Mehmke^^) 


346)  In  den  Zusätzen  zu  den  logarithmischen  und  trigonometrisclien  Tabellen, 
Berlin  1770;  x  geht  von  0,001  bis  1,165;  wie  die  folgenden  nur  fclr  den  Fall 
dreier  reellen  Wurzeln. 

847)  In  "");   X  von  1,0000  bis  1,1649. 

848)  Prag.  Abhandl.  (5)  11  (1860),  p.  23;  x  von  0,0001  bis  3,2800;  für 
alle  Fäüe. 

349)  Christ.  Yidensk.  Selsk.  Forhandl,  aar  1871,  p.  287,  307;  aar  1872, 
p.  144.    Die  Umkehrung  der  Funktion: 


n  "       1  +  * 

wird  mit  x  ^=^  r  {<y)  bezeichnet,  sodass  z.  B.  eine  Wurzel  der  Gleichung: 


durch  e 

x 


geliefert  wird.    Die  Tafeln  geben  5-  und  7-8tellige  Logarithmen,  sind  aber  für 
bequemen  Gebrauch  nicht  ausgedehnt  genug. 

360)  Sie  finden  sich  in  J.  A,  HüUse's  Sammlung  mathematischer  Tafeln, 
Leipzig  1840  (in  der  späteren  Auflage  nicht  mehr).  Drei  mit  D,  E,  F  über- 
schriebene  Eoloimen  für  die  Werte: 

log  ^   ^       1     log(a?  +  ««),     log-^, 
welche  sich  an  die  Kolonnen  Ä^  B^  C  der  Additionslogarithmen  mit  den  Werten 
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eine  bessere  Einrichtung  angegeben.  Endlich  hat  5.  Grtmddfinger^^f 
den  Gedanken  von  Oauss  erweiternd,  Snstellige  Tafeln  mit  zwei  Ein- 
gangen, die  zur  Auflösung  trinomischer  Gleichungen  aller  Arten  und 
Grade  dienen,  veröffentlicht. 


m.   Oraphlsches  Bechnen. 

Monographieen  und  Lehrbücher:  B.E.  Coitsinery,  Le  calcul  par  le  trait,  Paris 
1839;  H.  EggerSf  Grundzüge  einer  graphischen  Arithmetik,  Progr.  Gymn.  Schaff- 
hausen 1865;  E.  Jäger,  Das  graphische  Rechnen,  Prom.-Di8sert.  Speyer  1867; 
J,  Schlesinger,  Vorträge  über  grafisches  Rechnen  und  Grafo- Statik,  Wien  1868/69; 
K.  OtUmann,  Die  graphische  Statik,  Zürich  1866,  zweite  Auflage  Zürich  1876,  1.  Ab- 
schnitt („Culmann^^);  Ä.  Favaro,  Sülle  prime  operazioni  del  calcolo  grafico, 
Venezia  1872;  L.  Oremona,  Elementi  di  calcolo  grafico,  Torino  1874,  deutsche 
Übertragung  von  M.  Curtze  mit  dem  Titel:  Elemente  des  graphischen  Calculs, 
Leipzig  1875  („Cremona*^),  englische  Übersetzung  von  Th,  Hudson  Bea/re  mit 
dem  Titel:  Graphical  Statics,  Oxford  1890;  K,  von  Ott,  Das  graphische  Rechnen 


log  X,  log  (l  -| j,  log  (1  -f~  ^)  anschliessen;  drei  Fälle  mit  verschiedenen  Formeln 

werden  unterschieden. 

851)  Zeitschr.  Math.  Phys.  43  (1898),  p.  80.  Dreistelliger  Entwurf;  zwei 
Teile,  welche  zu  gegebenen  Werten  von  u  =  log  {x*  —  x)  bezw.  log  (x  —  x*)  die 
Werte  von  v  »=  log  x  liefern.  Direktes  Eingehen  in  die  Tafel  und  einheitliche 
Formeln.  Die  Wurzeln  von  ax^  ±bx  —  c  ==  0  bezw.  ax*  ^  6a;  +  c  =  0  ergeben 
sich  aus: 

w  =  log  -^ ,    log  (±  Xi)  bezw.  log  (^0^1)  =  log  y  —  t?, 

log(T^i)  =  »  +  log  — . 

352)  „Tafeln  zur  Berechnung  der  reellen  Wurzeln  sämtlicher  trinomischer 
Gleichungen  . . .'',  Leipzig  1897  [I B  3  a,  Nr.  14,  p.  446,  Anm.  41].  Sie  beruhen  auf 
der  (schon  von  H.  Geelmuyden,  Christ.  Yidensk.  Selsk.  Forhandl.,  aar  1873,  p.  481 
gegebenen)  Anpassung  der  Gaussischen  Formeln  zur  Auflösung  trinomischer 
Gleichungen  an  die  Wittstein  sehe  Anordnung  der  Additionslogarithmen  (Nr.  30). 
Zwei  Tafeln,  welche  die  Werte  von: 

Ä  —  aB^=\og bezw.    B  —  iiA  =  log 

(l  +  xf-  ^  ^    a^ 

zu  gegebenen  Werten  von: 

Ä  =  logx  und  (i  =  0,00;  0,05;  0,10; .  . .  1,00 

bezw.  fi  =  0,000;  0,025;  0,075;  .  . .  0,600 

liefern.  Bei  kubischen  Gleichungen  ist,  namentlich  wenn  drei  Stellen  nicht 
ausreichen  und  alle  Wurzeln  verlangt  sind,  im  Fall  dreier  reellen  Wurzeln  die 
goniometrische  Lösung  (s.  etwa  L.  Matthiessen,  Grundzüge  der  .  .  .  Algebra  der 
litteralen  Gleichungen,  Leipzig  1878,  VI.  Abschn.),  im  Fall  einer  reellen  Wurzel 
die  Lösung  mittelst  Hyperbelfunktionen  (s.  etwa  S.  Crunther,  Hyperbelfunktionen, 
Halle  a.  S.  1881,  p.  154)  vorzuziehen. 
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und  die  graphische  Statik,  erster  Teil,  vierte  Auflage,  Prag  1879;  J.  Wenck, 
Die  graphische  Arithmetik  und  ihre  Anwendungen  auf  Geometrie,  Berlin  1879 ; 
Ä.  Favaro,  Lezioni  di  statica  grafica,  Padova  1877,  französische  Übersetzung 
mit  Zusätzen  von  P.  Terrier  mit  dem  Titel:  Le9ons  de  Statique  graphique, 
2Änie  partie,  Calcul  graphique,  Paris  1885  („Favaro-Terrier") ;  Ä.  Steinhattser,  Die 
Elemente  des  graphischen  Bechnens  .  .  .,  Wien  1885;  J.  J.  Prince,  Graphic 
arithmetic  and  statics,  London  1893;  0.  Bürklen,  Graphisches  Rechnen  und 
graphische  Darstellungen  im  Mathematikunterricht,  Progr.  Realgymn.  Gmünd  1899. 

Zum  graphischen  Rechnen  im  weiteren  Sinne  gehören  alle  Ver- 
fahren^ die  bezwecken,  analytische  Aufgaben  durch  Zeichnung  zu 
lösen.  Jedoch  haben  wir  an  dieser  Stelle  nur  die  gewöhnlichen 
Rechnungsarten  und  die  Auflösung  von  Gleichungen  zu  betrachten***). 
Im  allgemeinen  sind  die  zeichnerischen  Verfahren  anschaulicher,  über- 
sichtlicher, schneller  ausführbar  und  mit  geringerer  Anstrengung  des 
Geistes  verbunden,  als  die  rechnerischen*^);  in  manchen  Fällen  (wie 
bei  der  Auflösung  beliebiger  Gleichungen)  gewähren  sie  bis  jetzt 
allein  die  Möglichkeit  eines  direkten  Vorgehens;  bei  nicht  ausreichen- 
der Genauigkeit***)  können  sie  immer  noch  zur  Vorbereitung,  Er- 
gänzung und  Prüfung  der  Rechnung  dienen.  Zwar  ist  das  graphische 
Rechnen  kein  neues,  etwa  dem  19.  Jahrhundert  eigentümliches  Lehr- 
gebiet**^,  aber  nachdem  es  zeitweilig  durch  die  rechnerischen  Methoden 


353)  Ausgeschlossen  werden  so  hauptsächlich  die  graphische  Interpolation, 
Summierung  von  Reihen,  Differentiation  und  Integration  (die  nebst  der  graphi- 
schen Bestimmung  von  Bogenlängen,  Flächen-  imd  Bauminhalten,  Schwer- 
punkten imd  Momenten  teilweise  in  den  oben  genannten  Schriften  behandelt 
werden)  und  die  graphische  Ausgleichungsrechnung.  Wir  schliessen  femer  aus 
die  geometrische  Yeranschaulichung  von  Begriffen,  Sätzen  und  Beweisen  der 
Arithmetik  und  Algebra. 

354)  G.  Hauck  lässt  (Zeitschr.  mathem.-naturw.  Unterricht  12  (1881),  p.  333) 
diese  Vorzüge  nur  für  die  „geometrische**  AufPassung  des  graphischen  Rechnens 
gelten,  bei  der  als  Gegebenes  und  Gesuchtes  nicht  Zahlen,  sondern  Strecken 
und  Verhältnisse  von  solchen  betrachtet  werden.  Im  Sinne  der  „arithmetischen** 
Auffassung  gegebene  Zahlen  durch  Strecken  zu  ersetzen,  um  diese  geometrischen 
Konstruktionen  zu  unterwerfen  und  die  erhaltenen  Strecken  wieder  durch  Zahlen 
auszudrücken,  lohnt  sich  allerdings  bei  einfachen  Rechnungen,  besonders  wenn 
sie  vereinzelt  vorkommen  und  ein  gewöhnlicher  Massstab  benützt  wird,  nicht, 
wohl  aber  bei  der  Auflösung  numerischer  Gleichungen  und  der  Anwendung  der 
logarithmographischen  Methode  (Nr.  40 — 42). 

355)  Culmann  bezeichnet  (Vorrede  zur  1.  Aufl.  der  graph.  Statik,  p.  V) 
eine  Genauigkeit  von  3  Stellen  oder  1/1000  als  vollständig  erreichbar. 

356)  Schon  1593  hat  Vieta  Konstruktionen  zusammengestellt,  sowohl  mit 
Lineal  und  Zirkel  ausführbare  als  auf  der  Anwendung  von  Kurven  beruhende, 
die  zur  geometrischen  Ermittlung  rechnerisch  erhaltener  Ausdrücke,  sogar  zur 
Lösung  kubischer  und  biquadratischer  Au^aben  dienen  (vgl.  M.  Cantor,  Vorles. 
üb.  Gesch.  der  Mathem.  2,   2.  Aufl.  Leipzig  1900,   p.  584,   sowie   das   Register 
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zurüokgedrSngt  worden  war,  ist  es  in  der  zweiten  Hälfte  des  19.  Jahr- 
hunderts durch  systematischen  Aosban  wie  durch  die  Entwicklung 
neuer^  allgemeiner  Methoden  bedeutend  gefordert  worden  und  es  hat 
(besonders  unter  den  zeichengewandten  Ingenieuren)  grosse  Verbrei- 
tung gefunden. 

Behu£i  Versinnlichung  der  (zunächst  reeU  vorausgesetzten)  Zahlen 
kann  man  diese  entweder  den  Punkten  einer  geraden  Punktreihe ''^ 
ein-erndeutig  zuordnen,  oder  die  (mit  bestimmter  Bichtung  genommene) 
Strecke  vom  Nullpunkt  der  Beihe  bis  zu  einem  beliebigen  Punkt  der- 
selben als  Bild  der  zu  letzterem  Punkt  gehörigen  Zahl  betrachten. 
Am  nächsten  li^  es,  die  Langen  der  Strecken  den  Zahlen,  die  sie 
yersinnlichen  sollen,  proportional  zu  nehmen,  sodass  die  den  natür* 
liehen  Zahlen  1,  2,  3, . . .  entsprechenden  Punkte  der  erwähnten  Punkt- 
reihe einander  in  gleichen  Abstanden  folgen  oder  ein  gewohnlicher 
(gleichmassig  geteilter)  Massstab  vorliegt  (Nr.  37 — 39);  fOr  manche 
Zwecke  (namentlich  die  Auflösung  von  höheren  Oleichungen  und 
Systemen  solcher)  hat  es  sich  weit  vorteilhafter  erwiesen,  die  Zahlen 
durch  Strecken  darzustellen,  deren  Längen  den  Logarithmen  der 
Zahlen  proportional  sind,  d.  h.  einen  logarithmischen  Massstab  zu 
benützen  (Nr.  40—42). 

a.  Orondmassstab  glelchmässlg  geteilt 

37.  Gewölmliohe  arithmetisohe  Operationen«  Die  Addition 
mehrerer  Zahlen  wird  bei  der  Darstellung  durch  ihnen  proportionale 
Strecken  bewirkt,  indem  man  diese  Strecken  unter  Beachtung  ihres 
Sinnes  aneinander  fügt,  und  die  Subtraktion  wird  durch  Umkehrung 
des  Sinnes  der  zu  subtrahierenden  Strecken  auf  die  Addition  zurück- 
geführt;   dagegen    empfiehlt    es   sich,    bei   Benützung    einer    gleich- 

-♦       -5       -;?      -/         c        1        2        3        4 

l.i.iL.>iiii..l....l.i.iti...l.iiiL.i»ii.«|lii.ili.t.j..iil|iiili..il.|iiliitil 

b        a    c         X 

Fig.  22. 

formigen  Punktreihe  als  Bild  der  Zahlenreihe  die  Bestimmung  von 
rc  SB  a  —  h  "{-  c,  welche  dadurch   geschieht,   dass  man  (Fig.  22)   die 


^ 


nnter  „algebraische  Greometrie**).  Ober  geometrische  Auflösung  yon  Gleichungen 
bei  Griechen  und  Arabern  vgl.  z.  B.  Zeu&ten,  G^sch.  d.  Math.,  p.  44,  800,  804. 
Vgl.  auch  AnnoL  875. 

857)  Über  die  Verwendung  krummliniger  Punktreihen  s.  Abschnitt  IV  und 
y,  namentlich  Nr.  46  und  61. 


87.  Gewöhnliche  arithmetische  Operationen 
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Strecke  ex  nach  Länge  und  Richtung  gleich  ba  macht,  als  Orund- 
aufgabe  zu  betrachten,  von  welcher  vermöge  der  Auffassungen 
a  -\-b  =  a  —  0  +  6  und  a  —  b  =:  a  —  6  +  0  die  Addition  und 
Subtraktion  als  besondere  Fälle  erscheinen*^®).  Auch  Multiplikation 
und  Division  werden   am   besten   verallgemeinert,   zu   der  Operation 

X  =:  -^  c  nämlich,  aus  der  sie  fOr  6  =  1  bezw.  c  =  1  hervorgehen. 

Wegen  b  :a=^  c:x  können  die  zu  den  Zahlen  a,  6,  c,  x  gehörigen 
Strecken  als  zwei  Paare  entsprechender  Seiten  zweier  ähnlicher  Drei- 
ecke  betrachtet  werden,    von   denen   man   gern  zwei  entsprechende 


X    a 


Fig.  24. 


Fig.  25. 


Winkel  zusammenfallen  lassen  wird:  a  und  6  können  zu  demselben 
Dreieck  genommen  werden  (Fig.  23  und  24),  oder  nicht  (Fig.  25)*^^). 
Zusammengesetzte  Ausdrücke  der  Form 

lassen  sich  mittelst  der,  bei  dieser  Verwendung  von  Ctdmann  „Sum- 
mationspolygone^'  oder  „Multiplikationspolygone''  genannten,  aus  der 


358)  Die  Zahl  der  Operationen  wird  so  geringer,  z.  B.  ist  bei  der  Bestimmung 
Yon  a  -\-  b  -\-  c  auf  gewöhnliche  Weise  die  Zirkelspitze  7mal,  bei  der  Auffassung 
a  —  ( —  6)  +  c  nur  4mal  einzusetzen. 

359)  Einige  andere  Auffassungen  ,,Gremona"  p.  38.  Das  Verhältnis  a/b 
kann  auch  als  ig  oder  als  sin  eines  Winkels  gedeutet  werden;  in  letzterem 
Falle  l&sst  sich,  wenn  der  Winkel  gezeichnet  ist,  x  unmittelbar  mit  dem  Zirkel 
abgreifen  („Culmann^^  p.  11,  woselbst  auch  Behandlung  des  Falles  a  >  b). 
Sind  eine  Reihe  von  Werten  c  mit  einem  konstanten  Verhältnis  a/b  zu  multi- 
plizieren, und  legt  man  Fig.  24  oder  25  zu  Grunde,  so  beschreiben  die  End- 
punkte von  c  und  x  ähnliche  Punktreihen  in  perspektiver  Lage;  es  ist  auch 
vorgeschlagen  worden,  den  Satz  zu  benützen,  dass  zwei  beliebige  feste  Tan- 
genten einer  Parabel  von  einer  beweglichen  Tangente  in  ähnlichen  Punktreihen 
geschnitten  werden  („Cousinery*^  p.  19),  femer  den  Satz,  dass  ein  Büschel  von 
Kreisen  mit  zwei  reellen  gemeinsamen  Punkten  von  allen  durch  einen  dieser 
Punkte  gehenden  Strahlen  in  ähnlichen  Punktreihen  geschnitten  wird  („Favaro- 
Terrier*^  p.  17).  Die  obige  Aufgabe  lässt  sich  als  besonderer  FaU  der  (mittelst 
projektiver  Punktreihen  zu  lösenden)  ansehen,  zu  gegebenem  c  das  x  zu  be- 
stimmen, wenn  c  und  x  durch  irgend  eine  bilineare  Gleichung  verbunden  sind. 

Enoyklop.  d.  mftth.  WUtMUoh.    I.  64 
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Statik  (TV  5)  entlehnten  Seilpolygone  auswerten '^).  Produkte  nut 
mehr  als  zwei  Faktoren  und  Potenzen  mit  ganzzahligen  Exponenten 
können  durch  Wiederholung  der   vorigen  Konstruktionen   graphisch 

berechnet  werden  ^^).  Vorteilhafter  ist  es, 
eine  im  voraus  gezeichnete  logarithmische 
Spirale  zu  benützen,  am  besten  in  Ver- 
bindung mit  einer  Archimedischen  Spinde, 
wodurch  das  Multiplizieren  auf  Zusammen- 
.>§5c  fagen,  das  Potenzieren  und  Wurzehiusziehen 
auf  Vervielfachen  und  Teilen  von  Strecken 
zurückgefahrtwird»««).  Diese  beiden  Kurven 
leisten  also  in  ihrer  Verbindung  f&r  das 
graphische  Rechnen^  dieselben  Dienste,  wie 
die  Logarithmen  för  das  Zahlenrechnen«^). 
Denselben  Zweck  erreicht  man  mit  Hülfe  der 
logarithmischen  Kurve  *•*). 
Für  das  graphische  Rechnen  mit  komplexen  Zahlen  bildet  die 
Grundlage,  was  auf  S.  155 — 156  dieses  Bandes  über  die  geometrische 


Fig.  26. 


360)  „Culmann^^  p.  21,  über  die  Ennittlimg  von  Aasdrfickeii  der  Formen 
>^  f—  ^  ^i  ^  8-  ^-  durch  wiederholte  Konstruktion  von  Seilpolygonen  p.  28. 

361)  S.  etwa  „Cremona*^  p.  42,  47;  „Favaro-Terrier"*  p.  24,  36.  Aus  den 
Konstruktionen  für  rationale  ganze  Funktionen  in  Nr.  88  erhält  man  durch 
Spezialisierung  ebenfalls  Methoden  zur  gp*aphischen  Potenzierung,  z.  B.  aus  der 
von  Lül^^^  die  später  von  Beuleaitx  angegebene  (Der  Konstrukteur,  3.  Aufl. 
Braunschweig  1869,  p.  84:  „Cremona'^  p.  50). 

362)  „Cousinery'^  P*^;  „Favaro-Terrier^^  p.  42,  52.  Zu  Badienvektoren  der 
Archimedischen  Spirale,  die  eine  arithmetische  Progression  bilden,  gehören  in 
geometrischer  Progression  fortschreitende  Radienvektoren  der  logarithmischen 
Spirale.  Wegen  der  zweckmässigsten  Konstruktionen  für  letztere  s.  auch  „Cre- 
mona^^  p.  32  ff.    Fig.  26  erläutert  das  Ausziehen  von  Kubikwurzeln. 

363)  Wofern  eben  die  Zahlen  durch  ihnen  proportionale  Strecken  dar- 
gestellt sind. 

364)  Beruht  darauf,  dass  wenn  r  =^  a^  die  Polargleichung  der  logarith- 

a 

mischen  Spirale,  q  ^=^  tp  diejenige  der  Archimedischen  ist,  man  hat  q  »=  log  r. 

365)  Die  Abscissen  sind  proportional  den  Logarithmen  der  durch  die  Ordi- 
naten  dargestellten  Zahlen,  wie  bei  J.  de  la  Gowmerie,  Traitä  de  gäomätrie 
descriptive  3,  Paris  1864,  p.  197  u.  fig.  451,  oder  imigekehrt,  wie  „Cremona^^ 
p.  56.  —  Hat  man  häufig  Potenzen  oder  Wurzeln  mit  demselben  rationalen, 
positiven  oder  negativen  Exponenten  zu  berechnen,  so  kann  man  mit  J.  Scfdesinger 
(österr.  Ingen,  u.  Archit.-Ver.  Zeitschr.  18  [1866 J,  p.  156;  „Favaro-Terrier*'  p.  67) 
besondere  „Potenzkurven*^  verwenden,  deren  Polargleichung  r  «=»  sec''^?  bezw. 
r  BS  cos* 9  ist;  über  ein  daraus  folgendes  Annäherungsverfahren  bei  n^'  Wurzeln 


88.  Berechn.  rat.  ganzer  Funkt,  u.  Auflösung  von  Gleich,  mit  einer  ünbek.  1011 

Bedeutung  der  Addition   und  Multiplikation   komplexer  Grössen  ge- 
sagt ist**^). 

38.   Berechnung  rationaler  ganzer  Funktionen  und  Auflösuxtg 
von  Gleichungen  mit  einer  Unbekannten.     J.  A.  v.  Segner  hat  1761 


Fig.  27. 


Fig.  28. 


die  in  Fig.  27  dargestellte  Konstruktion  zur  Bestimmung  des  Wertes 
einer  rationalen  ganzen  Fimktion 

g  =  f{x)  =  aoX*  -f  a^af"-^  +  o^a;»-«  H \-  an-^ix  +  a» 

fftr   einen   gegebenen   Wert   von  x  veröflfentlicht  **"').     Von   den   im 
19.  Jahrhundert  angegebenen  Konstruktionen,  bei  denen  ein  gewöhn- 


8.  ,^avaro-Terrier*^  p.  64.  Dieselben  Kurven  wurden  übrigens  schon  von  B.  Bes- 
cartes  in  seiner  ,,G^om^trie**  von  1637  betrachtet,  der  auch  einen  Mechanismus 
zu  ihrer  Erzeugung  angab  (s.  etwa  die  deutsche  Ausgabe  von  L.  Schlesinger ^ 
Berlin  1894,  p.  21  u.  Taf.  1,  Fig.  6). 

366)  Wie  beim  gp*aphischen  Rechnen  mit  reellen  Zahlen  ist  es  vorteilhaft, 
die  allgemeineren  Operationen  x  =  a  —  b  -{-  c  imd  x  ^=»  (a  :  b)c  zu  betrachten; 
die  erste  wird  ausgeführt,  indem  man  —  unter  a,  6,  c,  x^  0  zugleich  die  Punkte 
verstanden,  welche  diese  komplexen  Zahlen  darstellen  —  die  Strecke  ex  nach 
Länge  und  Richtung  gleich  ha  macht,  die  zweite  durch  Konstruktion  des  zu 
dem  Dreieck  oba  gleichstimmig  ähnlichen  Dreiecks  oex.  Zur  Erleichterung  des 
Potenzierens  und  Wurzelausziehens  dient  wieder  die  logarithmische  zusanmien 
mit  der  Archimedischen  Spirale. 

867)  Acad.  Petrop.  Novi  Comment.  7,  pro  1758/69  (1761),  p.  211.  Sie  stützt 
sich  wie  alle  späteren  (s.  dagegen  Nr.  41)  auf  die  Kette  von  Gleichungen 

£?!  -=  0^0:  + aj,    xr,  =  £fiaj  + o,  =  aöa:*  + 01«  + o,,  .  .  . 

Nachdem  man  zur  Vorbereitung  in  einer  senkrechten  Geraden,  der  z-Axe^  die 
Strecken  001=^0^,  o^o^  =*  ct^,   0, Oj  =  o,,  .  .  .  0^0^  ,j  =  a^  abgetragen  (und 

zwar  abwärts  oder  aufwärts,  je  nachdem  das  Vorzeichen  -f-  oder  —  ist),  durch 

64* 
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lieber  Massstab  benutzt  wird'^)^  ist  nur  eine  der  Torigen  ebenbürtige 
die  von  E,  LiU^^).  Die  Funktion  f{x)  wird  durch  einen  recht- 
winkligen Linienzug  oo^o^o^ , , ,  On^i  (Fig.  28)  dargestellt,  dessen 
Seiten  bezw.  den  (in  einem  beliebigen  Massstabe  aufgetragenen) 
Koeffizienten  a^y  a^y  , , .,  an  gleich  sind'^^).  Beschreibt  man  diesem 
einen  rechtwinkligen  Linienzug  op^p^  -  -  -  Pn  ein,  dessen  erste  Seite 
opi  um  den  Winkel  ( —  tp)  von  der  Richtung  00^  abweicht,  so  ist 
(in  demselben  Massstabe)  PnOn^i  =  f(x)  für  x^^tgip. ''^) 

Der  einbeschriebene  Linienzug  wird  zu  einem  ^^auflosenden^'^ 
d.  h.  tg  q)  ist  eine  Wurzel  der  Gleichung  f(x)  =  0,  wenn  pn  mit  0.4.1 
zusammenfallt'^').  LiU  hat  sein  Verfahren  auch  auf  den  Fall  einer 
komplexen  Veränderlichen  imd  einer  Funktion  mit  komplexen  Eoeffi- 
zienten  ausgedehnt»^»). 

0^  I  j  eine  die  ^-Axe  gebende  Wagerechte,  im  Abstand  -f  1  von  der  jir-Axe 
die  Parallele  P  zn  letzterer  nnd  durch  den  Schnittpunkt  p  derselben  mit  der 
Wagerechten  durch  0  die  Oerade  po^  gezogen  hat,  zieht  man  im  Abstand  x 
von  der  jir-Axe  die  Parallele  Q  mit  derselben,  durch  ihren  Schnittpunkt  g^  mit 
Oijp  die  Wagerechte  qiPi,  von  deren  Schnittpunkt  p^  mit  P  eine  Gerade  nach 
0,  u.  8.  w.  Der  gesuchte  Wert  von  f(x)  ist  dann  gleich  dem  z  des  Punktes  g^. 
Wird  Q  parallel  mit  der  xr-Axe  verschoben,  so  beschreibt  q^  die  Kurve  xur 
Gleichung  z  >-»  f(x).  Die  Methode  ist  von  Beüavitis  wiedergefunden  worden, 
vgl.  „Favaro-Terrier**  p.  204. 

868)  Erwähnt  seien  eine  Konstruktion  von  Ä,  Winckkry  Wien.  Ber.  68 
(1866),  2.  Abt.,  p.  326,  und  die  von  H.  Wehage,  Yer.  Deutsch.  Ingen.  Zeitschr. 
21  (1877),  p.  105,  Fig.  4  u.  5  auf  Textblatt  8  (auch  Liü'a  Konstruktion  erscheint 
wieder,  Fig.  1—3).    Eggers  behandelt  a.  a.  0.  p.  17  allgemeiner  die  Funktion: 

/*(^»  Ä„...,«J  -=  a^x^x^x^    -.«n  +  ®i^^-  •  -^n— i  +  ^^i^  •••«»—jH 

+  ««-1^1  +  «« 

und  fasst  die  o;  als  tg  von  Hülfswinkeln  auf,  „Culmann**  p.  18  dagegen  als  sin, 
um  die  Konstruktion  soviel  als  möglich  mit  dem  Zirkel  ausführen  zu  köimen. 

369)  Par.  C.  B.  65  (1867),  p.  854  [vorher  mitgeteilt  von  „un  aboim^''  Nouv. 
Ann.  math.  (2)  6  (1867),  p.  369];  „Cremona"  p.  61;  „Favaro-Terrier**  p.  197. 

370)  Die  Richtung  irgend  einer  Seite  des  Zugs  folgt  aus  der  Richtung  der 
vorhergehenden  Seite  durch  Drehung  um  einen  Rechten  in  positivem  oder  nega- 
tivem Sinn,  je  nachdem  die  zugehörigen  Koeffizienten  gleiches  oder  imgleiches 
Vorzeichen  haben.  Fig.  28  entspricht  dem  Falle  f{x)  =  o;'  -f  4aj'  -f  3a:  —  2, 
X  =  0,5. 

371)  Femer  ist  op^p^  '  -  •  Pn  ^^  darstellender  Linienzug  der  Funktion 
(n—  1)*«"  Grades  (fii)  —  f(x))  :(£  —  «)  von  J,  s.  „Cremona**  p.  65;  allgemeinere 
Eigenschaften  ebenda  p.  63. 

372)  Ein  auflösender  Linienzug  steUt  zufolge  Anm.  371  die  neue  Gleichung 
dar,  deren  linke  Seite  durch  Division  von  f{x)  mit  dem  betreffenden  Wurzel- 
faktor erhalten  wird.  Auch  der  gleichzeitigen  Division  mit  zwei  Wurzelfaktoren 
steht  ein  geometrisches  Verfahren  zur  Seite,  s.  LiU  ''^  p.  857,  „Cremona**  p.  66. 

873)  Von  „E.  J.**  mitgeteilt  Nouv.  Ann.  math.  (2)  7  (1868),  p.  863. 
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Die  reellen  Wurzeln  einer  gegebenen  reellen  Gleichung  f{x)  =  0 
können  graphisch  bestimmt  werden  ^  indem  man  die  Kurve  zur  Glei- 
chung z  =  f{x)  zeichnet^  unter  x,  z  etwa  Cartesische  Koordinaten 
eines  veränderlichen  Pimktes  verstanden;  die  Abscissen  der  Schnitt- 
punkte dieser  Kurve  mit  der  a:-Axe  sind  die  gesuchten  Wurzeln''*). 
Allgemeiner  können  zwei  Kurven  benützt  werden ;  die  so  gewählt 
sind,  dass  die  Elimination  von  z  aus  ihren  Gleichungen  (p  {x^  z)  =  0 
und  ilf(x,  if)  =  0  die  aufzulösende  Gleichung  f(x)  =  0  ergiebt*'*). 
Was  die  algebraischen  Gleichungen  der  ersten  Grade  betrifft,  so 
werden  die  quadratischen  vielleicht  am  besten  nach  LiWs  Methode''^ 
graphisch  gelöst;  fQr  die  kubischen  und  biquadratischen  Gleichungen 
genügt  eine  im  voraus  gezeichnete  Parabel '").  Vgl.  auch  Nr.  48 
(Methoden  von  Beuschle  u.  s.  w.). 


374)  An  Stelle  der  a?-Axe  nimmt  Ä.  Siehel,  Arch.  Math.  Phys.  66  (1S74), 
p.  422  eine  beliebige  Kurve  z  ««  F(x)y  die  er  mit  der  Kurve  z=^F(x)  —  x/*(a5) 
schneidet,  wobei  er  F(x)  und  die  willkürliche  Konstante  x  so  zu  bestinmien 
sucht,  dass  beide  Kurven  von  einer  beliebigen  Stelle  an  in  der  £;-Bichtung 
konvex  ausfallen;  p.  434  Kennzeichen  dafür,  dass  zwei  in  derselben  Richtung 
konvexe  Knrvenbögen  in  gegebenem  Zwischenraum  sich  schneiden. 

376)  Dies  der  ältere  Gedanke,  auf  dem  die  geometrische  Auflösung  (die 
,JSonstruktion**)  der  Gleichungen  bis  zur  Zeit  v.  Segner's  beruhte  (vgL  etwa 
L.  MaUMeasen,  Grundzüge  der  antiken  und  modernen  Algebra,  2.  Ausg.  Leipzig 
1896,  p.  921  ff. ;  Ä,  Favaro,  Notizie  storico-critiche  sulla  costruzione  delle  equa* 
zioni,  Modena  1878,  Appendice  Modena  1880).  Beim  Fortschreiten  von  quadra- 
tischen zu  höheren  Gleichungen  legte  man  zuerst  Wert  darauf,  mit  Kegel- 
schnitten oder  Kurven  möglichst  niedriger  Ordnung  auszukommen  (De^corte«), 
oder  mit  Kurven  von  einfacher  mechanischer  Erzeugung  (Netoton);  nach  der 
heutigen,  durch  die  Entwicklung  der  darstellenden  Geometrie  und  der  graphi- 
schen Methoden  überhaupt  bedingten  Auffassung  ist  es  an  sich  gleichgültig,  ob 
die  verwendeten  Kurven  mit  einem  Mechanismus  beschrieben,  oder  durch 
stetiges  Verbinden  einzelner  Punkte  mit  einem  von  freier  Hand  (nach  Massgabe 
der,  von  dem  geübten  Auge  vorausgeschauten  Form  der  Kurve)  geführten 
Zeichenstift  erhalten  worden  sind,  wobei  diese  Punkte  selbst  entweder  durch 
geometrische  Konstruktion  (bei  algebraischen  Gleichungen  etwa  nach  v.  Segner 
oder  Lül)  oder  durch  Rechnung  bestimmt  worden  sein  köimen. 

376)  Xri7Z'*^  p.  867,  „Gremona'*  p.  67,  „Favaro -Terrier"  p.  203;  andere 
Methoden  bei  Matihiessen »")  p.  926  ff.,  „Favaro-Terrier*'  p.  232,  234. 

377)  Die  von  Bescartes  zuerst  angegebene  Lösung  mittelst  einer  festen 
Parabel  und  eines  in  jedem  Falle  zu  zeichnenden  Kreises  wurde  u.  a.  wieder 
von  B.  Hoppe,  Arch.  Math.  Phys.  66  (1874),  p.  110,  durchgeführt  und  von  letzterem 
auf  die  Bestimmung  der  komplexen  Wurzeln  ausgedehnt  Arch.  Math.  Phys.  69 
(1888),  p.  216;  von -4. -4<IZcr  dagegen,  österr.  Ingen.  Archit.-Ver.  Zeitschr.  42  (1890), 
p.  146,  technisch  durchgebildet.  Wegen  der  Lösungen  mittelst  Hyperbel  und 
Kreis  oder  Conchoide  und  Kreis  s.  McUthiessen  a.  a.  0.  —  Vorläufig  nur  für 
die  geometrische  Erkenntnis  von  Wert  ist  die  Lösung  im  Sinne  der  projektiven 
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Ein  brauchbares  allgemeines  Verfahren,  komplexe  Wurzeln,  auch 
von  Gleichungen  mit  komplexen  Koeffizienten,  durch  Zeichnung  zu 

bestimmen,  haben  wir  von  JET.  Scheffler^^). 
Setzt  man  rc  =  y  +  iz,  f{x)  ^Y-^-iZ,  und 
tragt  man  (Fig.  29)  vom  Punkt  x  eine  Strecke 
von  der  Länge  und  Richtung  des  zugehörigen 
Y  ab,  deren  Endpunkt  x^  heissen  möge,  lasst 
man  hierauf  den  Punkt  x  irgend  eine  Linie, 
z.  B.  eine  Gerade  parallel  mit  der  ^er-Axe  be- 
schreiben, so  wird  diese  von  der  Linie,  die 
Fiff.  29.  gleichzeitig  der  Punkt  x^  beschreibt,  in  einem 

Punkt  geschnitten,  für  welchen  F  =  0  ist 
Durch  Wiederholung  der  Konstruktion  fOr  eine  Reihe  von  Linien 
erhalt  man  punktweise  die  Kurve  Y=0.  Konstruiert  man  auf  ent- 
sprechende Art  die  Kurve  Z  =  0,  so  stellen  die  Schnittpunkte  beider 
Kurven  die  Wurzeln  von  f(x)  =  0  dar"^. 

39.  Systeme  linearer  GleiohiingeiL  Das  Bedürfiois  der  Ingenieure 
nach   graphischen   Methoden   zur   Auflösung   von    Systemen   linearer 

(Geometrie  mittelst  eines  beliebig  gegebenen  und  eines  punktweise  zu  zeichnen- 
den Kegelschnittes  von  M,  Chasles,  Par.  G.  B.  41  (1856),  p.  677  (Ausdehnung  auf 
komplexe  Wurzeln,  A.  Adler,  Progr.  Oberrealsch.  Klagenfurt  1891,  p.  19);  vgl. 
noch  B.  Klein,  Theorie  der  trilinear-symmetrischen  Elementargebilde,  Marburg 
1881,  p.  67  (nur  kubische  Gleichungen).  —  Descartes'  Lösung  der  Gleichungen 
6.  und  6.  Grades  mittelst  einer  festen  „parabolischen  Conchoide^^  (einer  Kurve 
8.  Ordnung)  und  eines  Kreises  hat  J.  A.  Grunert,  Arch.  Math.  Phys.  27  (1866), 
p.  246  wieder  dargestellt.  A.  Ameseder  löst  Wien.  Ber.  98  (1886),  2.  Abt.  p.  380 
die  Gleichungen  4.  und  5.  Grades  mittelst  einer  Kurve  4.  Ordnung  mit  drei- 
fachem Punkt  und  eines  Kreises  oder  einer  Hyperbel. 

378)  Die  Auflösung  der  algebraischen  und  transcendenten  Gleichungen .  . . , 
Braunschweig  1869,  p.  100;  ein  vorher  von  Scheffler  angegebenes,  Arch.  Math. 
Phys.  16  (1860),  p.  376,  hat  den  Mangel,  auf  reelle  Wurzeln  nicht  anwendbar 
zu  sein. 

379)  Dieselben  Kurven  will  A.  Eaabe,  Wien.  Ber.  63  (1871),  2.  Abt,  p.  733, 
benützen  (die  Arbeit  enth&lt  keinen  Fortschritt).  —  Manchmal  ist  es  besser 
{Scheffler  p.  103),  X  in  Komponenten  senkrecht  und  parallel  zur  Strecke  ox  zu 
zerlegen  und  die  beiden  Kurven  zu  konstruieren,  fSr  die  je  eine  dieser  Kom- 
ponenten verschwindet,  wobei  man  den  Punkt  x  in  Strahlen  durch  den  Null- 
punkt sowie  in  Kreisen  um  den  Nullpunkt  sich  bewegen  lassen  wird.  —  Geo- 
metrisch handelt  es  sich  darum,  bei  der  durch  die  Gleichung  X  =  f(x)  defi- 
nierten konformen  Abbildung  (III  D  6  a)  der  Ebene  der  x  auf  die  Ebene  der  X 
in  der  ersten  Ebene  die  Punkte  zu  bestimmen,  welche  sich  in  den  Nullpunkt 
der  zweiten  Ebene  abbilden;  offenbar  kann  Scheffler^B  Gedanke  auch  bei  be- 
liebigen (nicht  konformen)  Abbildungen  Verwendung  finden,  während  anderer- 
seits bei  der  Auflösung  komplexer  Gleichungen  die  Eigenschaften  der  konformen 
Abbildungen  ausgenützt  werden  können. 


89.  Systeme  linearer  Gleichungen.  1016 

Gleichungen  hat  in  neuerer  Zeit  mehrere  solcher  hervorgerufen.  In 
graphischer  Elimination  besteht  eine  Methode  von  F.  J,  Van  dm 
Berg^.     Man  stellt  die  n  gegebenen  Gleichungen,  deren  i** 

a^a;  +  b^y  +  c^jöt  +  •  •  •  =  Z^ 

sei,  durch  Punktreihen  auf  n  parallelen  Geraden  mit  beliebigen  Ab- 
ständen dar,  indem  man  (Fig.  30)  die  Koeffizienten  a^yb^,Ciy...yl^ 
(unter  Beachtung  des  Vorzeichens)  als 
Strecken  in  beliebigem  Massstab  auf  der 
i*~  Geraden  von  einem  willkürlichen 
Nullpunkt  0^  abtnlgt.  Um  nun  etwa  aus 
der  i****  und  k^""  Gleichung  die  Un- 
bekannte z  zu  eliminieren;  zieht  man 
durch  den  Schnittpunkt  o'  von  o^o^  mit 
CiCj^  eine  Parallele  mit  den  früheren 
Geraden,    dann  wird    auf   dieser   durch 

die  Linien  UiU^,  hi^^  d^dj^j  . . .  eine  Punktreihe  a',  6',  rf',  .  .  .  aus- 
geschnitten, die  mit  Bezug  auf  den  Nullpunkt  o  die  gewünschte 
neue  Gleichung  ohne  z  darstellt'®^).  Das  gewöhnliche  Verfahren  der 
Algebra  nachahmend,  gelangt  man  so  durch  allmähliche  Elimination 
zu  den  Darstellungen  von  n  Gleichungen,  die  je  nur  noch  eine  Un- 
bekannte enthalten'®*).    Figur  31  zeigt  den  Fall  n  =  2.'®*)   J.  Massau 


880)  Amst.  Akad.  Versl.  en  Meded.  (8)  4  (1887),  p.  204. 

381)  Beraht  darauf,  dass  jede  Parallele  mit  den  Trii.gem  der  Pnnktreihen 
von  den  Linien  o^Oj^,  a^a^^,  hfij^^. , .  in  einer  Punktreihe  o,  a,  &, . . .  geschnitten 
wird,  welche  eine  lineare  Kombination  der  i^  und  h^  Gleichung  darstellt 
Van  den  Berg  braucht  eigentlich  doppelt  soviel  Linien,  weil  er  die  neue  Pimkt- 
reihe  auf  den  Träger  einer  der  alten  central  znrückprojiziert;  obige  Verein- 
fachung von  B.  Mehmke,  Mosk.  Math.  Sammlung  (Marex.  C6opHinn>)  16  (1892), 
p.  342.  Weit  umständlicher  verfährt  F.  J,  Vaes,  Engineering  66  (1898),  p.  867, 
Nieuw  Archief  voor  Wiskunde  (2)  4  (1899),  p.  42,  Nouv.  Ann.  math.  (8)  18  (1899), 
p.  74. 

882)  Die  Rückkehr  von  den  Strecken  zu  den  Zahlenwerten  geschieht  erst 
am  Schluss.  Es  empfiehlt  sich,  die  gegebenen  und  die  daraus  abgeleiteten 
Gleichungen  auf  beweglichen  Papierstreifen  darzustellen,  vgl.  auch  Anm.  388. 

TTv"  t{'X' 

888)  Man  erhält  x  «-> ,  t/  «>  =r-  •    Sind  nacheinander  mehrere  Sv- 

a  a  OD 

steme  mit  denselben  Koeffizienten  a,  &,  aber  verschiedenen  Werten  {  aufzulösen, 

so  ist  jedesmal  nur  eine  neue  Linie,  Z^  ^ ,  zu  ziehen.  —  Ist  n  »■  8,  so  kann  man 

sich  die  drei  parallelen  Geraden,  auf  denen  die  Gleichungen  dargestellt  werden 

sollen,  im  Baume  denken.    Es  werden   dann  y  und  e  gleichzeitig  eliminiert, 

wenn  man   eine  Parallele   zu  jenen  Geraden   durch   den  Schnittpunkt  o'  der 

Ebenen   h^b^b^  und  c^c^c^   mit  der  Verbindungsebene   der  Nullpunkte  o^o^o^ 
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kommt  durch  die  Methode  der  ^^alschen  Lage^^  zum  Ziel*^).  Die 
Koeffizienten  der  Unbekannten  einer  jeden  Gleichung  werden  ab 
Strecken  in  einer  Geraden  aneinander  gef&gt  (b.  Fig.  32,  wo  n «»  3); 
durch  die  Endpunkte  der  Strecken  zieht  man  Senkrechte  zur  G^ 
raden.  Wählt  man  zunächst  x,  y,Zy  , . .  beliebig;  setzt  x^^tg  €Cy 
y  =  tg  /J,  ;?  =  tg  y  u.  s.  w.  und  konstruiert  för  jede  Gleichung  einen 
in    0   beginnenden    Linienzug;    dessen    Seiten    der    Reihe    nach    die 


^f  .bf       ^Ij 


Neigungswinkel  a,  ß,  y^ . , .  haben  und  dessen  Ecken  auf  jenen  Senk- 
rechten liegen ;  so  wird  beim  P^  Linienzug  auf  der  letzten  Senk- 
rechten offenbar  eine  Strecke  gleich  ajic  +  6^y  +  c^jet  +  •  •  •  ab- 
geschnitten. Wären  die  f&r  Xjy,Zy...  angenommenen  Werte  die 
richtigen;  so  müsste  letztere  Strecke  gleich  l^  sein.  Es  werden  nun 
die  Richtimgen  der  Seiten  verändert,  bis  diese  Bedingung  bei  allen 
Gleichungen  erfällt  ist;  wobei  der  Satz  zur  Verwendung  kommt;  dass 
wenn  man,  die  Endpunkte  der  (n  —  1)  ersten  Linienzüge  festhaltend; 
die  Richtimg  der  ersten  Seite  ändert;  die  Seiten  aller  Linienzüge  sich 
um   bestimmte   Punkte   dreheU;    deren   Abscissen   überdies   von    den 


zieht;   schneidet  dieselbe  die  Ebenen  Oi  a^a^  und  2,^2,   in  a  bezw.  l\   so  ist 


X 


o't 


o'a' 


Die  AusfÜhrong  geschieht  nach   den  Methoden  der   darstellenden 


Geometrie.  Die  gleichzeitige  Elimination  von  mehr  als  2  unbekannten  gelingt 
mittelst  der  Ausdehnung  der  gewöhnlichen  darstellenden  Geometrie  auf  Räume 
Yon  höheren  Dimensionen,  vgl.  Anm.  885  und  387. 

384)  Assoc.  Ing^n.  sortis  des  dcoles  speciales  de  Gand  Ann.  11  (1887/1888), 
p.  91.  —  Die  „m^thode  de  fausse  position"  verwendet  auch  G.  Fauret,  Par. 
C.  R.  80  (1876),  p.  660;  Ass.  fran9.  Bull.  Nantes  8  (1876),  p.  93;  „Favaro-Terriei'* 
p.  224,  aber  nur  fOr  eine  besondere,  durch  Rechnung  herzustellende  Form  der 
Gleichungen,  ebenso  J,  C.  Dyxhoam,  Instituut  van  Ingen.  Tijdschr.  1886/86,  8, 
p.  124,  dessen  för  n  es  4  gegebene  Methode  Van  den  Berg*^^  p.  261  verall- 
gemeinert 
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Werten  der  ?^  unabhängig  sind.  Bei  einer  anderen  Methode,  die  Vom 
dm  Berg  ^)  p.  205  in  den  Fallen  n  =  2  und  n  =  3  entwickelt  hat, 
betrachtet  man  die  Koeffizienten  einer  und 
derselben  Unbekannten  in  den  gegebenen  Glei- 
chungen je  als  Cartesische  Koordinaten  eines 
Punktes.  Für  n  =  2  z.  B.  seien  die  Glei- 
chungen geschrieben 

und  die  Punkte  mit  den  Koordinaten  a^y  \ 
bezw.  02,62  und  a,  6  durch  p^p^yP  ^^' 
zeichnet  Dann  ist,  wenn  (Fig.  33)  die  Ge- 
rade ppi  von  0|9g   in  s^,  pp^   von    op^  in  s^  geschnitten  wird, 

X  =  ^^        X  =  ^^»  .  ^^^) 

Im  Falle  w  =  2,  wo  jetzt  wieder 

a^x  +  biy  =  li,     a^x  +  62^  =  ^2 

geschrieben  werden  möge,  ist  es  ein  sehr  naheliegender  und  oft  aus- 
geführter Gedanke,  die  Unbekannten  x^  y  als  Koordinaten  eines  Punktes, 
d.  h.  die  gegebenen  Gleichungen  als  die  zweier  Geraden  au&ufassen, 
um  in  den  Koordinaten  ihres  Schnittpunktes  die  gesuchten  Werte 
der  Unbekannten  zu  erhalten;  auch  bei  drei  Gleichungen  macht  die 
Konstruktion'  des  Schnittpunktes  der  zugehörigen  Ebenen  nach  axo- 
nometrischer  Methode  keine  Schwierigkeit*®*).  Van  den  Berg  hat***) 
p.  207  gezeigt,  wie  mittelst  eines,  durch  n  von  einem  Punkt  aus- 
gehende Axen  in  einer  Ebene  gebildeten  Koordinatensystems  der  all- 
gemeinste Fall  sich  durchführen  lässt^^.  A,  Klingaisch  hat  mit  Er- 
folg die  Methoden  der  graphischen  Statik  angewendet^. 


386)  x^  und  x^  sind  auch  die  Koordinaten  von  p  in  dem  System,  von 
welchem  opi  und  ojp,  nach  Lage  und  Ghrösse  die  Einheitsatrecken  der  Axen- 
massstäbe  sind.   Im  Falle  n  ^^  S  erhält  man  vier  Punkte  p^,  p,,  p^^  p  im  Raum 

und  es  wird  z.  B.  x^  =  ^—^ ,  wo  8^  den  Schnittpunkt  von  ppi  mit  der  Ebene 

Pih 
^PtPi  bezeichnet;  die  Durchführung  nach  den  Methoden  der  Axonometrie  (m  A  6) 

ist  leicht.    Im  Falle  n  >»  3  bedarf  es  einer  Verallgemeinerung  der  axonome- 

trischen  Methode,  vgl.  Anm.  387. 

386)  Ein  Nachteil  gegenüber  den  vorher  besprochenen  Methoden  ist  es, 
daes  die  Abschnitte  der  Geraden  bezw.  Ebenen  von  den  Axen  (graphisch  oder 
arithmetisch)  berechnet  werden  müssen. 

887)  Wiederholt  von  J.  t?.  d.  Chriend  jr.,  Nieuw  Archief  voor  Wiskunde  (2) 
4  (1899),  p.  22,  89,  der  sich  des  Begriffs  von  Räumen  höherer  Dimensionen  be- 
dient, was  Vwn  den  Berg  vermeidet    Ober  die  Auffassung  als  graphische  Eli- 
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b.  Gnmdmassstab  logarithmiscli  geteilt 

40.  Gtowöhnliohe  arithmetisohe  OperationeiL  Bei  einem  loga- 
rithmischen Massstabe  ist  (Fig.  34)  allgemein  die,  mit  der  zu  Gh-onde 
liegenden  Einheit  gemessene  Entfernung  von  dem  Anfangspunkte  — 

ojooz    o/m  ^f    o,n     Hiv    Y   <i3t       *.^     f      t         s     ^    zo       io    ^^  too     m 

-I '    '   1  ■■"!      -    '      I    ■   i  Ulli      .1      I    I   I  mil uJ I    I  i  iinl l_J t    I  I  Ulli — i-J I    I  I. 

Fig.  34. 

ZU  welchem  die  Zahl  Eins  gehört  —  bis  zu  dem  Punkte,  an  dem 
die  Zahl  x  steht,  gleich  log^;.*^)  Im  folgenden  ist  vorausgesetzt^ 
dass  die  (positiven  reellen)  Zahlen,  mit  denen  irgend  welche  Rech- 
nungen ausgeführt  werden  sollen,  schon  als  Strecken  in  einem  loga- 
rithmischen Massstabe  mit  bestimmter  Längeneinheit,  dem  Grund- 
massstabe, abgetragen  sind  und  dass  auch  die  Ergebnisse  vorläufig 
nur  in  Gestalt  solcher  Strecken  verlangt  werden  •*^).     Dass  dann  die 


mination  s.  Van  den  Berg**%  p.  244.  —  Graphische  Lösung  von  Systemen  nicht- 
linearer Gleichungen  auf  derselben  Grundlage  möglich,  aber  umständlich  (s.  da- 
gegen Nr.  42). 

388)  Monatshefte  Math.  Phys.  8  (1892),  p.  169.  Die  Koeffizienten  der  Un- 
bekannten werden  als  die  Grössen  von  in  einer  Ebene  wirkenden  parallelen 
Kräften  betrachtet,  von  denen  die  zu  derselben  Gleichung  gehörigen  jedesmal 
dieselbe  Wirkungslinie  haben,  die  Unbekannten  selbst  als  die  J9ebelanne  der 
Kräfte  in  Bezug  auf  einen  festen  Punkt  der  Ebene,  die  rechten  Seiten  der  Glei- 
chungen als  statische  Momente  in  Bezug  auf  diesen  Punkt. 

889)  Der  Gedanke,  die  Logarithmen  als  Strecken  abzutragen,  welcher  sich 
f&r  das  graphische  und  mechanische  Rechnen  (vgl.  Nr.  44,  48,  50 — 52)  äusserst 
fruchtbar  gezeigt  hat,  rührt  von  E.  Gtmter  her  („line  of  numbers",  mit  den 
logarithmischen  Skalen  der  sin  und  tg  nach  dem  Dictionary  of  National  Bio- 
graphy,  23,  p.  350  zuerst  in  dem  Canon  Triangulorum ,  London  1620,  beschrieben, 
nach  Hutton  *'*)  erst  1623  erfunden).  —  Die  Längeneinheit  ist,  wenn  man  von 
gemeinen  Logarithmen  ausgeht,  gleich  der  Strecke  zwischen  den  Punkten  1  und 
10  (der  Übergang  zu  einem  andern  Logarithmensystem  würde  eine  blosse  Ände- 
rung der  Längeneinheit  bedeuten);  der  Massstab  setzt  sich  aus  lauter  kon- 
gruenten Stücken  zusammen,  welche  von  1 — 10,  10 — 100,  100—1000,  .  .  .  und 
auf  der  andern  Seite  des  Anfangspunktes  von  0,1—1,  von  0,01 — 0,1  u.  s.  w. 
reichen.  —  Prismatische  Zeichenmassstäbe  mit  logarithmischer  Teilung  kann 
man  z.  B.  von  der  Firma  Bewneti  &  Fape  in  Altona  (für  die  Längeneinheiten 
125  nmi  und  250  mm)  beziehen,  Zeichenpapier  mit  aufgedrucktem  logarithmischem 
Liniennetz  von  Van  Campenhout  freres  &  soeur,  Bruxelles  (Längeneinheit  500  mm). 

390)  Es  handelt  sich  hier  darum,  die  Lösung  der  schwierigeren  Aufgaben 
in  Nr.  41  und  42  vorzubereiten;  bei  nur  aus  Multiplikation  und  Division  zu- 
sammengesetzten Rechnungen,  beim  Potenzieren  und  Wurzelausziehen  führen 
mechanische  Hülfsmittel,  die  logarithmischen  Rechentafeln  (Nr.  44)  und  Rechen- 
schieber (Nr.  50)  schneller  zum  Ziele  als  die  Zeichnung. 
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dem  Produkt  mehrerer  Zahlen  entsprechende  Strecke  durch  Zusammen- 
fügen der  den  Faktoren  entsprechenden  Strecken  erhalten  wird  und 
auf  ähnliche  Weise  Division,  Potenzierung  und  Radizierung  sich  . 
graphisch  ausführen  lassen,  ist  ohne  weiteres  klar.  Ein  beson-  »^ 
deres  HtOfsmittel  erfordern  dagegen  Addition  und  Subtraktion. 
Sind  (Fig.  35)  die  Strecken  oa  =  log  a  und  ö6  =  log  ß  gegeben,  ^\a 
die  Zahlen  a  und  ß  selbst  dagegen  nicht  bekannt,  und  ist 
oc  =  log(a  -|~  ß)  gesucht,  so  zeigt  es  sich,  dass  die  Lage  von  c 
gegen  a  und  h  nur  von  der  Entfernung  ah  abhängt,  nämlich 


hc  =  log  (l  +  1) 


r 

Fig.  als. 

ist,  wenn  a6  =  log  t  gesetzt  wird.     Benützt  man  daher  eine  für  die 
Längeneinheit  des  Grundmassstabes  im  voraus  gezeichnete  „Additions- 


Fig.  36. 


I  OID 

Fig.  37.  E,  Brauer'B  logarithmischer  Zirkel. 


kurve"  (Fig.  36)  '^^),  deren  Punkte  durch  Auftragen  zusammengehöriger 
Werte   von  log  t  und  log  (1  -f-  1  •  0   ^  Abscisse  und  Ordinate  er- 


391)  It.  Mehmke,  Civilingenieur  36  (1889),  p.  617.  Sie  nähert  sich  der 
positiven  Abscissenaze  und  der  Halbierenden  des  Winkels  zwischen  positiver 
Ordinaten-  und  negativer  Abscissenaze  asymptotisch  (eine  weitere  Eigenschaft 
folgt  ans  der  Yertauschbarkeit  der  Pankte  a  und  h);  sie  ist  das  logarithmische 
Bild  (Nr.  41)  der  Funktion  2r  =  1  -j-  ^  :  ^  und  lässt  sich  als  graphische  Dar- 
stellung der  Additionslogarithmen  in  der  ursprünglichen  LeoneUC Bchen  Gestalt 
(s.  Nr.  80)  betrachten. 
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halten  worden  sind,  so  hat  man,  um  den  Ponkt  c  zu  finden,  blos  die 
Strecke  ab  mit  dem  Zirkel  auf  der  Abscissenaze  der  Additionskurve 
abzutragen,  die  zugehörige  Ordinate  dieset  Kurve  abzugreifen  und 
die  Strecke  bc  gleich  derselben  zu  machen.  Noch  bequemer  ist  die 
Anwendung  des  ^ylogarithmischen  Zirkels^'  (Fig.  37)  von  E. Ä,  Brauer ^^: 
Man  setzt  die  erste  seiner  drei  Spitzen  auf  den  Punkt  a,  Sfihet  bis 
die  zweite  Spitze  auf  b  kommt,  dann  giebt  die  dritte  Spitze  den  ge- 
suchten Punkt  c.  Auf  die  umgekehrte  Weise  lasst  sich  mittelst  der 
Additionskurye  oder  des  logarithmischen  Zirkels  ,4<>S^'^l^iic^i^  ^^^ 
trahieren'',  d.  L  der  Punkt  a  (oder  b)  bestinmien,  wenn  c  und  b 
(bezw.  a)  gegeben  sind;  mit  Htdfe  der  „Subtraktionsbure^  (Fig.  36) '^) 
ist  es  ebenfalls  möglich. 

41,  BereolmimgTonFujikÜoneiiiindAiiflöeimgTonGleiohiinfi^ 
mit  einer  Unbekannten.  Man  denke  sich,  wenn  z  »»  f(x)  eine  be- 
liebige Funktion  ist,  je  zwei  zusammengehörige  Werte  von  x  und  0 

mit  einem  logarithmischen  Massstab  als 
Gartesische  Koordinaten  eines  Punktes 
au%etragen;  die  sich  ergebenden  Punkte 
erfüllen  das  „logarithmische  Bild^  der 
Funktion  *^).  Für  g  =  aaf*  erhalt  man 
eine  gerade  Linie,  welche  durch  den 
Punkt  a  des  in  der  ;er-Axe  angebrachten 
logarithmischen  Massstabes  geht  und 
die     Steigung     n  :  1     besitzt'^).      Ist 

g  SS  aaf^  +  ^^  +  <*i^  H 9  ^  zeich- 
net man  zuerst  (Fig.  38)  die  Geraden, 
welche  nach  dem  vorigen  den  Gliedern 
aof,  a^af^y  ,  .  .    entsprechen;    schneidet 


Fig.  38. 


> 


392)  W.  DycX^  Katalog  mathem.  Instrumente,  Nachtrag,  München  1893,  p.  40. 

393)  Mekmke,  Zeitschr.  Math.  Phys.  36  (1890),  p.  178;  die  Sabtraktions- 
kurve  liefert  zur  Abacisse  log  i  die  (negatiTe)  Ordinate  log  (1  —  1  :  Q  oder  sie 
ist  das  logarithmische  Bild  der  Funktion  5  =  1  —  1  :  a;;  sie  n&hert  sich  der 
positiven  Abscissen-  und  der  negativen  Ordinatenaxe  asymptotisch  und  ist  sym- 
metrisch zur  Halbierenden  des  Winkels  zwischen  letzteren. 

394)  Mehmke^^^)  p.  619;  Konstruktion  und  Eigenschaften  der  logarith- 
mischen Bilder  ebenda  p.  620  f.  Die  logazithmische  Transformation  ist,  wie  es 
scheint,  zuerst  von  L,  LdUmne  ^'^  zur  Vereinfachung  graphischer  Tafeln  (s.  Nr.  44) 
benutzt  worden;  englische  Phydker  bedienen  sich  seit  etwa  zwei  Jahrzehnten 
der  logarithmischen  Koordinaten  zur  graphischen  Darstellung  empirischer  Funk- 
tionen u.  dergl.,  s.  den  Bericht  von  /.  H.  Vinceni,  British  Assoc.  Report  of  the 
68.  meeting  at  Bristol  1898  (London  1899),  p.  169. 

896)  Wegen  log  5  =  log  a  -f  n  logx;  n  darf  negativ,  gebrochen  und  irra- 
tional sein. 
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man  diese  Geraden  mit  irgend  einer  Parallelen  zur  e-Axe^  so  ergiebt 
sich  aus  den  Schnittpunkten  p,  Pi,  - » -  durch  Anwendung  der  in 
Nr.  40  gezeigten  logarithmischen  Addition  der  in  dieser  Parallelen 
befindliche  Punkt  q  des  logarithmischen  Bildes  der  gegebenen  Funk- 

tion***).  Wenn  js  aus  Gliedern  der  Form  a^x*^  mit  verschiedenen 
Vorzeichen  besteht^  so  kann  man  die  positiven  und  negativen 
Glieder  je   für   sich   zusammenfassen,    also   etwa    xr  =  /i(a;) — f^(x) 


Fig.  89. 

schreiben,  wo  f^  und  /*,  nur  positive  Glieder  enthalten,  und  zunächst 
die  logarithmischen  Bilder  C^  und  C^  der  letzteren  Funktionen  kon- 
struieren, um  aus  diesen  punktweise  durcn  iogarithmiscbe  Subtraktion 
das  logarithmische  Bild  C  von  z  zu  erhalten '^^).    Ähnlich  ist  zu  ver- 


896)  Die  Kurve  hat  die  Geraden  zu  den  Gliedern  mit  niedrigstem  und  mit 
höchstem  Exponenten  zu  Asymptoten;  sie  ist  frei  von  Wendepunkten  und  nach 
oben  konkav.    Fig.  88  entspricht  dem  Beispiel  5  »  0,1  •  a;*  -f-  2  •  yx-^  1,6  •  x"  K 

397)  C  nähert  sich  nach  unten  asymptotisch  den  Parallelen  zur  jer-Axe 
durch  die  Schnittpunkte  von  C|  und  C,  (HtÜfskonstruktion  zur  genaueren  Be- 
stimmung von  Funkten  in  der  Nähe  dieser  Asymptoten  '*^)  p.  6S9).  In  den 
Räumen  zwischen  benachbarten  Asymptoten,  wo  f^  {x)  <  /*,  {x)  ist,  also  C  keine 
reellen   Zweige  hat,   befinden  sich   die   (in  Fig.  39  punktierten)   Zweige    des 
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ffthren^  wenn  die  Qlieder  von  a  nicht  obige  (Gestalt  haben,  sondern 
beliebige  (z.  B.  transcendente)  Funktionen  von  x,  also  die  logarith- 
mischen  Bilder  der  einzelnen  Glieder  keine  Geraden  sind. 

Um  eine  gegebene  Gleichung  f{x)  «»  0  an&ulösen;  zerlegt  man 
auf  passende  Weise •••)  die  Funktion  f(x)  in  eine  Differenz  f^(x)  — fti^c), 
oder  man  bringt  die  Gleichung  auf  die  Form  fi(x)  «=>  /i(^)  und  kon- 
struiert die  logarithmischen  Bilder  der  Funktionen  JS  ^^fi  (x)  und 
0^^f^^x)]  die  Abscissen  der  Schnittpunkte,  mit  dem  der  Zeichnung 
zu  Grunde  liegenden  logarithmischen  Hassstab  gemessen,  geben  die 
positiven  reellen  Wurzeln  der  Gleichung*^.  Die  absoluten  Werte 
der  n^^ktiven  Wurzeln  erhalt  man  durch  Bestimmung  der  positiven 
Wurzeln  der  Gleichung  f(—  x)  —  0.^) 

Sei  noch  die  Erweiterung  der  yorbeschriebenen  Methode  f&r 
komplexe  Wurzeln  und  Gleichungen  mit  komplexen  Koeffizienten  an- 
gedeutet^*).   Ist 

so  betrachte  man  zuerst  log  r,  %  log  f,  dann  log  r,  9,  ^  als  Garte- 
sische  Koordinaten  eines  Baumpunktes,  und  man  wird  jedesmal  Ter- 
mSge  der  Gleichung  if*=fi(x)  eine  Flache  erhalten^*),  von  welchen 


dieselben  Asymptoten  betüsenden  logarithmischen  Bildes  C  der  Fonktion 
^gmBf^(x)  —  fi(x),  C  und  C\  als  eine  Enire  aofg^fiust,  haben  die  steilste 
unter  den  die  Glieder  Ton  g  vorstellenden  Geraden  and  die  am  wenigsten  steile 
zu  Asymptoten,  oder  es  findet  auf  der  d?  >- 1  entsprechenden  Seite  asymptotische 
Annäherung  an  die  zuletzt  steilste,  auf  der  anderen  Seite  an  die  zuletzt  am 
wenigsten  steile  der  beiden  Kurven  C|  und  C,  statt. 

898)  Am  einfachsten  durch  Trennung  der  positiven  Glieder  von  den  nega- 
tiven; manchmal  andere  Zerlegungen  vorteilhafter,  vgL  das  Beispiel'*^)  p.  686, 
Nr.  6. 

899)  Haben  /j  und  f^  nicht  lauter  positive  Glieder,  so  können  auch  die 
logarithmischen  Bilder  von  5  =  —  fi{x)  und  5  -«  —  f^{x)  Wurzeln  liefern  und 
sind  deshalb  ebenfalls  zu  konstruieren.  Oft  ist  es  ratsam,  die  Gleichung  zuerst 
mit  einer  Potenz  von  x  zu  dividieren,  wodurch  steile  Kurven  in  weniger  steile 
und  somit  ungünstige  Schnitte  in  bessere  verwandelt  werden  können. 

400)  Die  Hülfslinien  —  im  Falle  f(x)  die  Form  ±  aa;"  ±  04«^  ±  •  •  •  hat, 
die  den  einzelnen  Gliedern  entsprechenden  Geraden  —  sind  bei  der  zweiten 
Gleichung  dieselben  wie  bei  der  ersten. 

401)  Bis  jetzt  nicht  veröffentlichte  Methode  des  Verfassers. 

402)  Ist  J9  -B  ao^,  a  reell  oder  komplex,  dann  bestehen  die  beiden  Fl&chen 
in  Ebenen.  Wenn  g  aus  mehreren  Gliedern  dieser  Form  zusammengesetzt  ist, 
so  können  die  zugehörigen  Fl&chen  aus  den  zu  den  einzelnen  Gliedern  gehörigen 
Ebenen  auf  ähnliche  Weise  wie  die  bei  der  logarithmographischen  Auflösung 
zweier  reellen  Gleichungen  mit  zwei  reellen  Unbekannten  vorkommenden  Fl&chen 
(Nr.  42)  mittelst  einzelner  Schnitte  parallel  zur  Aufriss-  oder  Seitenriss-Ebene 
konstruiert  werden,  nur  data  an  Stelle  der  Additions-  (bezw.  Subtraktion8-)KurTe 
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die  erste  mit  P^,  die  zweite  mit  9^  bezeichnet  sei.  Die  Qleichung 
^  =  /i(^)  liefert  zwei  neue  Flächen  P^  und  0g.  Konstruiert  man  die 
Schnittkurve  der  Flächen  P^  und  Pj  und  diejenige  der  Flächen  S^ 
und  &2  beide  im  Ghrundriss,  dann  geben  die  Koordinaten  log  r,  tp 
eines  jeden  Schnittpunktes  beider  Kurven  eine  Wurzel  re*>  der  vor- 
gelegten Gleichung. 

42.   Systeme  von  Gleiehungen.     Ein  System  von  zwei  reellen 

Gleichungen 

f(x,y)  =  0,      g{x,y)  =  0 

mit  den  beiden  reellen  Unbekannten  x  und  y  lässt  sich  logarithmo- 
graphisch  in  folgender  Art  auflösen*^').  Man  schreibe  die  Gleichungen 
zuerst  in  der  Form^: 

/i(^;y)=/i(^;y); 

9i(^7  y)  =  9%(^f  y) 

und  spalte  dann  in  die  beiden  Systeme  von  je  zwei  Gleichungen  mit 
den  Veränderlichen  x^y^z: 

Fasst  man  log  x,  log  y,  log  z  als  Cartesische  Koordinaten  eines  Punktes 
im  Baume  auf^  so  stellt  jedes  der  beiden  Systeme  eine  ßaumkuiTe 
dar;  nämlich  den  Schnitt  der  „logarithmischen  Bilder'^^  der  Funk- 
tionen /*!  und  /*2  bezw.  g^  und  g^.  Nach  den  Methoden  der  dar- 
stellenden Geometrie  konstruiert  man  die  Grundrisse  (d.  h.  a;y- Pro- 
jektionen) dieser  beiden  Kurven;  die  Koordinaten  der  Schnittpunkte, 


Schnitte  der  beiden  Flächen  treten,  welche  die  „Additionslogarithmen  für  kom- 
plexe Grössen"  [s.  Dyck's  Katalog,  Nachtrag  p.  81,  sowie  Zeitschr.  Math.  Phys. 
40  (1896)  die  Figuren  p.  18  u.  21]  darstellen. 

403)  Mehmke,  Zeitschr.  Math.  Phys.  36  (1890),  p.  174. 

404)  Wird  für  gewöhnlich  am  besten  durch  Trennung  der  positiven  und 
negativen  Glieder  hergestellt,  vgl.  Anm.  398.  Es  kann  sich  empfehlen,  beider- 
seits mit  einer  Potenz  von  x  und  einer  solchen  von  y  zu  dividieren,  vgl.  Anm.  399. 

406)  Das  logarithmische  Bild  von  5  «=  ao^y"  ist  die  Ebene,  die  durch  den 
Punkt  a  des  logarithmischen  Massstabes  der  5-Aze  geht,  deren  a;£^-Spur  die 
Steigung  m  und  deren  yz-S^pm  die  Steigung  n  hat.  Besteht  die  Funktion  g 
aus  mehreren  Gliedern  dieser  Form,  so  sind  die  den  einzelnen  Gliedern  ent- 
sprechenden Ebenen  zu  konstruieren,  aus  welchen  sich  mittelst  der  Additions- 
und Subtraktionskurve  jeder  zur  xy-Eh&ne  senkrechte  Schnitt  der  krummen 
Fläche,  die  das  logarithmische  Bild  der  Funktion  ist,  leicht  ableiten  lässt. 
Über  die  einfachsten  Eigenschaften  dieser  Flächen,  ihre  Asymptoten-Ebenen  und 
-Cylinder  s.  *®»)  p.  180. 
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mit  dem  logaritlimischeii  Massstabe  der  Zeichnung  gemessen,  sind  die 
positiven  reellen  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichungen^.  Man  könnte 
auch  mit  A,  A  NijUMd^  aidP  die  Htdfe  der  darstellenden  G^metrie 
yerzichten^  und  zum  Zweck  der  Auflösung  des  Systems 

/'(a?,y)  — 0,      ^(a?,y)  — 0 

das  logarithmische  Bild  einer  jeden  dieser  Gleichungen  in  der  xy- 
Ebene  selbst  konstruieren^. 


IT.  6np]il8ehe  Tafeln  (Nomograpliie). 

jtfofU^irropAieen  «mmI  Lehrbifdker:  €SI.  A.  Vogler,  Anleitong  zum  EntwerÜBn 
graphiBcher  Tafeln . . . ,  Berlin  1S77.  —  M.  SOcagne,  Nomographie.  Les  calculs 
nauels  effeota^  au  moyen  des  abaques,  PariB  1S91  („d*Ocagne  1S91*0-  — 
Jf.  d^Oeagne^  Le  calcul  simplifiä  au  moyen  des  proc^^  m^caniquea  et  gnqphi- 
ques  [extaradt  des  Annales  du  Gonservatoire  des  Arte  et  M^ers  (2)  6,  6,  1S98 — 
1S94],  Paris  1S94.  —  M.  d^Ocagne,  Conferences  sor  la  Nomographie,  fiutes  anz 
ühweB  de  l*£cole  polytechnique  (Autographie),  Paris  1S94.  —  M.  d'Oeagne, 
Tnit6  de  Nomographie,  Paris  1S99  („d'Oeagne**).  —  O.  JPesei,  Cenni  di  Nomo- 
grafia  (Sonderabdruok  aus  der  Rirista  Maritidma,  August  und  September  1S99, 
Februar  1900),  8*  ed.  ÜTomo  1901.  —  Fr.  Sdniüing,  Über  die  Nomographie  Ton 
M.  d'Oeagne.  Eine  Einffthrong  in  dieses  Gebiet,  Leipzig  1900.  ~  B.  Soreau,  Con- 
tribution  k  la  th^rie  et  aox  applications  de  la  Nomographie  (extrait  des  Mä- 
moires  de  la  Sod^t^  des  Ingäuenrs  Civils  de  France,  Bulletin  d'aoüt  1901,  p.  191)» 
Paris  1901.  —  Unter  den  in  der  Einleitimg  zu  Abschnitt  m  genannten  Schriften 
kommen  die  Ton  Onhum^  FawmhTerrier  und  BüMen  in  Betracht. 

Sind  mehrere  yeranderliche  Zahlgrössen  durch  iigend  ein  Gesetz 
(das  nicht  notwendig  durch  eine  analytische  Gleichung  ausgedrückt 


406)  Die  Wertepaare  x,  y,  die  den  Gleichungen  genügen  und  für  die  z.  B. 
X  negatiT,  y  positiv  ist,  wird  man  durch  Auflösung  des  Systems  f( —  Xy  y)  =  0, 
p(—  rc,  y)  a  0  nach  dem  obigen  Verfahren  erhalten. 

407)  Nieuw  Archief  voor  Wiskunde  19  (1891),  p.  86. 

408)  Zweckmässig  ist  dies  aUerdings  nicht,  denn  die  fraglichen  logarith- 
mischen Bilder,  welche  mit  den  bei  der  ersten  Methode  benützten  Kurven 
identisch  sind,  werden  am  bequemsten  gerade  in  der  angegebenen  Weise  als 
Grundrisse  der  Schnittkurven  je  zweier  Fl&chen  durch  Schnitte  parallel  zur  yg- 
oder  «f-£bene  erhalten;  auch  ist  der  Verzicht  nur  ein  scheinbarer,  da  die  von 
Nifland  benützten  Hülfsgeraden  und  Hfil&kurven  die  Ghrundrisse  wagerechter 
Schnitte  der  bei  der  ersten  Methode  vorkommenden  ebenen  und  krummen 
Flachen  sind. 

409)  Die  Auflösung  von  8  Gleichungen  mit  8  unbekannten  mit  Hülfe  der 
Schnittpunkte  der  logarithmischen  Bilder  dieser  Gleichungen  ist  auch  noch 
durchfElhrbar;  ein  Fortschreiten  in  dieeer  Richtung  würde  die  Ausbildung  der 
darstellenden  Geometrie  von  Gebilden  beliebiger  Dimensionenzahl  verlangen 
vgl,  Anm.  883,  886,  887. 
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sein  muss)  mit  einander  verbunden  und  ordnet  man  den  Werten 
einer  jeden  Veränderlichen  eine  Reihe  geometrischer  Elemente  (Punkte 
oder  Linien),  neben  welche  man  die  betreffenden  Werte  schreibt**^), 
in  der  Weise  zu,  dass  jenes  Gesetz  durch  eine  einfache  Beziehung 
zwischen  den  Lagen  der  fraglichen  Elemente  zum  Ausdruck  kommt, 
die  es  möglich  macht,  den  Wert  irgend  einer  dieser  Veränderlichen 
mechanisch  durch  Ablesen *^^)  zu  finden,  wenn  die  Werte  der  übrigen 
Veränderlichen  gegeben  sind,  so  Entsteht  eine  graphische  Rechentafel 
oder  graphische  Tafel*^*).  Für  alle  Gebiete,  in  welche  die  rechnende 
Mathematik  zu  dringen  vermag,  von  einer  früher  nicht  geahnten 
Wichtigkeit  geworden,  zeichnen  sich  die  graphischen  Tafeln  (zu  denen 
auch  die  Rechenschieber,  Nr.  60 — 62,  gezählt  werden  können)  vor 
allen  andern  Hülfsmitteln  des  Zahlenrechnens  durch  die  grosse 
Schnelligkeit,  mit  der  sie  die  Ergebnisse  liefern,  sowie  dadurch  aus, 
dass  sie  den  verschiedensten  Bedürfnissen  angepasst  werden  können 
und  sich  oft  noch  anwenden  lassen,  wo  numerische  Tafeln  aus- 
geschlossen sind*^').  Die  im  Altertum  und  Mittelalter  vorherrschende 
graphische  Behandlung  von  Aufgaben  der  Astronomie,  Nautik  u.  s.  w.*^*) 
hat  früh  zur  Erfindung  einzelner  graphischer  Tafeln  geführt*^^),  aber 


410)  Die  Elemente  heissen  dann  beziffert  oder  kotiert  (d'Ocagne  benützte 
bis  1896  das  Wort  isopleth,  vgl.  Anm.  424). 

411)  Zum  Unterschied  gegen  das  eigentliche  graphische  Rechnen  (s.  Ab- 
schnitt ni)  sind,  nachdem  die  Vorrichtung  ein  fär  allemal  gezeichnet  ist,  geo- 
metrische Konstruktionen  im  allgemeinen  ausgeschlossen,  jedoch  können  Lineal, 
Zirkel  und  ähnliche  Hülfsmittel  beim  Ablesen  benützt  werden. 

412)  Frz.  „table  (tableau)  graphique"  (so  z.  B.  X.  LcUanne  und  Favaro- 
Terrier),  neuerdings  durch  „abaque"  Terdrängt  („d^Ocagne  1891^\  p.  2),  welches 
Wort  Laianne  ursprünglich  blos  für  eine  bestinmite  Tafel,  seine  logarith- 
mische Rechentafel  "^)  gebrauchte,  Cauchy  ***),  Blwm  "•),  Lailemand  ***)  dagegen 
abwechselnd  mit  table  graphique.  „Pesci^^  p.  6  unterscheidet  abbaco  und  dia- 
grammo,  je  nachdem  für  das  fragliche  Gesetz  ein  analytischer  Ausdruck  Tor- 
handen  ist  oder  nicht. 

413)  Z.  B.  wegen  zu  grosser  Zahl  der  Veränderlichen.  Die  Grenauigkeit 
ist  nicht  immer  die  beschränkte  des  graphischen  Rechnens,  sondern  lässt  sich 
manchmal  beliebig  steigern. 

414)  Vgl.  A.  V.  Braimmühl,  Geschichte  der  Trigonometrie  1,  Leipzig  1900, 
p.  3,  10,  86,  191. 

416)  E.  Gdcich  bespricht,  Central-Zeitung  Optik  Mechanik  6  (1884),  p.  242, 
264,  268,  277,  zahlreiche  „Diagnunme*^  und  „Diagramminstrumente*^  zum  Ge- 
brauch der  Seeleute,  die  vom  16.  Jahrhundert  an  bis  zur  Gegenwart  konstruiert 
worden  sind;  s.  auch  v.  Braunmtihl  ^^^),  p.  138  und  Fig.  86  (Instrument  von 
Peter  Apian  zur  Bestimmung  des  Sinus  und  Sinus  versus  eines  gegebenen 
Winkels,  1634),  femer  p.  228  {Adriaen  Metitis*  graphisch-mechanische  Lösung 
sphärischer  Dreiecke).    Mangels  genügender  Beschreibungen  der  älteren  graphi- 

Kncjklop.  d.  math.  Wittenich.    I.  65 
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zur  Entwicklung  einer  allgemeinen  Theorie  der  geometrischen  Dar- 
stellung gesetzmässiger  Abhängigkeiten  veränderlicher  Zahlgrossen^ 
die  man  nach  M,  d'Ocagne  jetzt  Nomographie*^®)  nennt,  ist  es  erat 
in  den  letzten  Jahrzehnten  gekommen. 

43.  Tafeln  für  Funktionen  einer  Veränderlichen.  Werden  auf 
einer  (geraden  oder  krummen,  ebenen  oder  unebenen)  Linie  die  zu 
einzelnen  Werten  oc^,  x^y  x^, . . .  ^iner  Veränderlichen  x  gehörigen 
Werte  f(x^),  f{x^),  f{x^, . .  .  einer  gegebenen  Funktion  f{x)  von 
irgend  einem  Punkte  jener  Linie  als  Anfangspunkt  in  bestimmtem 
Sinn  als  Längen  (bei  beliebiger  Längeneinheit)  abgetragen,  die  er- 
haltenen Endpunkte  durch  Striche  markiert  und  an  diese  Striche  die 
betreffenden  Werte  von  x  geschrieben,  so  entsteht  eine  Skala  (fran- 
zösisch echelle)  der  Funktion  f{x),^^'^)  Die  wichtigsten  besonderen 
Arten  sind  1)  die  gewöhnliche  oder  gemeine  Skala*^®),  zur  Funktion 
f(x)  =  x  gehörig,   2)  die  logarithmische  Skala  mit  f{x)  =  \ogx^^ 


sehen  Tafeln  lässt  sich  vorderhand  nicht  sagen,  welche  der  jetzt  bekannten  all- 
gemeinen Methoden  darin  schon  zu  erkennen  sein  mögen. 

416)  „d'Ocagne  1891",  p.  6;  von  v6fiog  =  Gesetz. 

417)  Der  Urheber  dieses  wichtigen  Begriffs,  auf  dem  das  im  17.  und  18. 
Jahrhundert  sehr  verbreitete  mechanische  Rechnen  mit  Proportionalzirkeln  und 
Rechenstäben  (s.  Nr.  50)  beruhte,  ist  nicht  bekannt.  Jedoch  brachte  schon 
Ende  des  16.  Jahrhunderts  Galüei  auf  seinem  Proportionalzirkel  verschiedene 
Funktionsskalen  an  (der  vorher  veröffentlichte  von  Bürgt  scheint  blos  zu  geo- 
metrischen Konstruktionen,  nicht  zum  mechanischen  Rechnen  gedient  zu  haben); 
statt  „Scala"  wurde  damals  häufiger  das  Wort  „Linea'*  gebraucht,   z.  B.  Linea 

quadrata,  L.  cubica  im  Falle  f{x)  =  '^x  bezw.  Yx  ^  L.  arithmetica  ursprüng- 
lich für  die  gemeine  Skala  (s.  oben),  später  für  die  logarithmische  Skala,  u.  s.  w., 
s.  etwa  J,  Leupold,  Theatrum  arithmetico-geometricum,  Leipzig  1727,  Kap.  XII 
bis  XVin.  —  In  der  Regel  bilden  die  an  den  Teilstrichen  stehenden  Zahlen 
^1»  ^2»  ^8»  •  •  •  ®^°®  arithmetische  Reihe  und  schreiten  nach  runden  Anzahlen 
irgend  einer  dezimalen  Einheit  fort  („Schelle  normale",  „d'Ocagne",  p.  2;  bei 
der  weniger  bequemen  „Schelle  isograde",  ebenda  p.  16,  die  Zwischenräume  der 
Teilstriche  gleich  gross,  also  die  Bezifferung,  ausser  bei  der  gemeinen  Skala, 
unregelmässig).  Die  Skala  der  zusammengesetzten  Funktion  f{q>{x))  lässt  sich 
aus  der  von  f{x)  ableiten,  indem  man  letztere  als  Massstab  („^talon")  statt  des 
gewöhnlichen  benützt  („d'Ocagne",  p.  13).  Über  das  Ablesen  bei  Skalen  und 
die  zweckmässigste  Wahl  des  kleinsten  Abstandes  zwischen  benachbarten  Teil- 
strichen 8.  „Vogler",  p.  20,  „d'Ocagne",  p.  8,  über  die  graphisch-mechanische 
Einschaltung  neuer  Teilstriche  bei  geradlinigen  Skalen  MehmkCy  Zeitschr.  Ver. 
deutscher  Ingen.  33  (1889),  p.  683  (beniht  auf  dem  Satze,  dass  jedes  nicht  zu 
grosse  Stück  einer  beliebigen  Skala  sich  näherungsweise  als  Teil  einer  projek- 
tiven Skala,  s.  oben,  betrachten  lässt). 

418)  So  A.  Adler,  Wien.  Ber.  94*  (1886),    p.  406;    „Schelle  reguliere"    bei 
„d'Ocagne",  p.  9. 


'^ 


48.  Tafeln  für  Fanbtioneii  einer  Vettoderlicfaen. 
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nnd  3)  die  projektive  Skala*^»),   bei  welcher  der  Träger  eine  Gerade 
und  f(x)  eine  gebrochene  lineare  Funktion  von  x  ist. 

Ist  nun  mit  einer  Skala  Ton  f(x)  die  zu  Grunde  liegende  ge- 
meine Skala  auf  derselben  Linie  gezeichnet*"),  80  kann  man  gegen- 
über der  Stelle   der   ersten  Skala,   an  welcher  ii^end   ein  gegebener 


«5  *«-;>♦* 


Fig.  40.    Bruchatäck  der  graphiachen  Logarithmentafel  ^ 


Wert  X  steht,   den  Wert  Ton  y  ■=  f{x)   ablesen    und   auf  dem   um- 
gekehrten Wege  auch  zu  jedem  gegebenen  Wert  von  f{x)  den  Wert 


419)  AtBer"*),  p.  416,  „Schelle  linäaire  gän^rale"  bei  „d'Ocagne",  p.  14; 
ist  eine  beliebige  Central projektion  einer  getadUnigen  gemeinen  Skala,  in  der 
Perspektive  bekannt  als  „perspektivischer  Maaietab",  hier  nach  Chr.  Wiener, 
DarBtellende  Geometrie  1,  Leipzig  1884,  p.  18  von  Alkaume  1628  eingefflhii. 

420)  Die  Teilstriche  der  beiden  Skalen  läast  man  nach  verschiedenen 
Seiten  der  tragenden  Linie  gehen.  Die  Skalen  kflnnen  auch  z.  B.  auf  parallelen 
Geraden  oder  konzentrisch en  Kreisen  nnt^rgebracht  sein,  in  welchem  Falle  ein 
Sjstem  von  HOlfalinien  oder  ein  beweglicher  Zeiger  den  Zusammenhang  zwischen 
beiden  Skalen  herstellen  muss.  Wegen  anderer  möglicher  Anordnungen  s. 
„d'Ocagne",  p.  U — 81. 
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des  Ai^mentes  x  finden'").    Fig.  40  zeigt  als  Beispiel***)  ein  Stück 
der  graphiechen  Logarithmentafel  von  A.  Tid^  "*). 

44.  OartedBohe  Tafeln.  Eine  Tafel  der  Funktion  t  —  f(x,  y) 
TOD  zwei  Yeiluiderliclien  x  und  y  ergiebt  sich,  wenn  man  letztere  als 
Carteaisclie  Koordinaten  eines 
Punktes  betrachtet,  dem  «  ein- 
zelne Werte  Si,  «,,  ^, . . .  er^ 
teilt,  die  za  den  Gleichnngen 
fix,y)^£i,  f(x,y)  =  g„. . .  ge- 
hörigen Kniren  zeichnet  —  Vogler 
nennt  sie  Isopletben  *")  —  und 
neben  jede  von  ihnen  den  be- 
treffenden Wert  Ton  £  schieibt*"). 
Mittelst  der  fertigen  Tafel*»*),  die 
alfl  eine  Daratellong  der  zur  Qlei- 
chong  B'=f(x,y)  gehörigen  Fläche 
durch  Nireanlinien  angesehen  wer- 


Fig.  41. 


481)  Allgemeiner  kann  man  ein«  etwa  durch  F(x,  y)  —  0  ausgeditlckte 
Abh&ngigkeit  iwiachen  x  und  y  durch  Vereinigung  sweier  Skalen  —  de  mOgen 
■n  den  FnuktioDeti  f(x)  nad  p(y)  gehören  —  dantellen,  die  ao  gewUhlt  sind, 
dasi  f(je)^-g(i/)  ^^0  gleichwertig  mit  der  gegebenen  Oleicfanng  ist.  —  lyOeagne 
nennt  solche  Tafeln  ,^baqueB  4  ächellea  accoläea",  StAHUng  ,^cheutafeln  mit 
rereinigten  Skalen". 

4S8)  Wegen  anderer  b.  „Togler",  Taf.  ü,  „d'Ocagne",  p.  18  ff.;  einfache  in 
grosser  Zahl  schon  bei  JH.  R.  Prexhr  (Der  Hesskoecht ....  Braunschweig  1862, 
3.  Aafl.  1B64;   Zeitmessknecht  1866;  Ingenienr-Messknecht,  8.  Anfl.  1863). 

ISS)  Graphische  Logarithmentafeln,  Wien  1897,  Beilage  tut  Zeitachr.  des 
Osterr.  Ingen.-  n.  Archit-Ver.;  die  gemeinen  Logarithmen  i-stelUg  auf  1  Seite, 
6-atellig  auf  10  8.,  femer  Tafeln  der  Log.  der  trigonom.  Funktionen  u.  andere.  — 

A.  Schulte  giebt  (Vierstellige  Logarithmentafeln . . . ,  Leipzig  180(>,  p.  16)  eine 
graphische  Tafel  der  Antilogarithmen  (s.  Nr.  29);  /,  SchoeeM  benutzt  (Zeitschr. 
TeimeBBOngsw.  29  (1900),  p.  413)  eine  antilogarithmische  Skala,  um  bei  Flächen- 
berechnungen  Multiplikation  in  Addition  tn  vermuidelD. 

4S4)  Von  Ifoxltfi^t,  an  Zahl  gleich  oder  gleichwertig,  „Vogler",  p.  7. 
Laianne  bat  sich  1878  Vogler  angeschlossen  (vorher  „courbe  d'ägal  äl4ment"), 
d'Ocagne  sogt  seit  1806  „courbe  cot^".  Über  die  Konstruktion  der  Isoplethea 
mit  HOlfe  der  doratellenden  Geometrie,  namentlich  im  Fall  einer  empirischen 
Funktion,  s.  Laianne*"),  p.  18, 

436)  Noch  Laianne  *"),  p.  6S  findet  sich  das  erste  Beispiel  —  mit  f  ^=  xy, 

B.  Fig.  41  —  bei  L.  E.  PouiJiet  1767  genauere  Angaben  „Favaro-Terriei"  1, 
p.  XX  u.  XXI),  vgl.  aber  Anm.  416.  Die  nächsten  Beispiele  sind  nach  „Pesoi", 
p.  7  fflnf  Tafeln  zur  Beduküon  von  Uonddistaiuen  von  J.  Luyando,  Madrid 
1806;  wegen  anderer  ans  der  Zeit  vor  Laiamne  v.  Laianne'"),  p.  6S  ff. 

486)  Bei  „d'Ocagne'',  p.  84   heisst  diese  Art  von  Tafeln  „abaques  cartä- 
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den  kann*^^),  lässt  sich  zu  jedem  gegebenen  Wertepaar  x  =  a, 
y  =  b  der  Funktionswert  /'(a,  h)  durch  Ablesen  an  der  durch  den 
Punkt  (a,  b)  gehenden  Isoplethe^*®)  finden  ^^^).  Im  Falle  z  =  xy  z,  B. 
erhält  man  die  Multiplikationstafel  von  L.  E,  Foucliet^^^),  Fig.  41, 
mit  gleichseitigen  Hyperbeln  als  Isoplethen^*®).  Die  Tafeln  zur  Auf- 
lösung trinomischer  Gleichungen  von  L.  Laianne  *^^)  *'^),  von  welchen 
Fig.  42  den  einfachsten  Fall  zeigt*^^),  bilden  ein  anderes  klassisches 
Beispiel :  In  der  aufzulösenden  Gleichung  z"^  +  az^  -|-  fc  ==  0  setzt 
Laianne  a  =  x,  h  =  y,  dann  gehört  zur  Gleichung  z^  +  ^^^  +  2/  =  ^ 
eine  (für  jedes  Wertepaar  m,  n  besonders  zu  zeichnende)  Tafel,  deren 


siens",    weil    sie   unmittelbar    der   Anwendimg   Cartesischer   Koordinaten   ent- 
springen; 8.  auch  Anm.  427. 

427)  Nach  Lalanne*^%  p.  63,  64  hat  zuerst  G.  Piohert  1825  die  Darstellung 
topographischer  Flächen  durch  Niveaulinien  zur  Umwandlung  numerischer  Tafeln 
mit  zwei  Eingängen  in  graphische  Tafeln  benützt,  Olry  Terquem  1830  (Memorial 
de  l'artillerie  3)  das  allgemeine  Prinzip  klar  ausgesprochen.  Laianne  geht  auch 
hiervon  aus  und  spricht  deshalb  anfänglich  (Par.  C.  R.  16  (1843),  p.  1162)  von 
„tables  (plans)  topographiques^*;  ähnlich  Vogler:  Schichtentafel,  Schichtennetz 
(neben  Isoplethentafel). 

428)  Geht  keine  der  gezeichneten  Isoplethen  durch  den  Punkt  (a,  &),  so 
mnss  zwischen  den  zu  den  benachbarten  Isoplethen  gehörigen  Werten  von  z 
durch  Schätzung  nach  Augenmass  interpoliert  werden  (etwa  mittelst  der  ge- 
dachten durch  den  Punkt  gehenden  senkrechten  Trajektorie  der  Isoplethen) 
vgl.,  auch  wegen  der  Schätzungsfehler,  „Vogler**,  p.  63  ff.  Zum  Aufsuchen  des 
Punktes  (a,  h)  dienen  im  voraus  gezeichnete  Parallelen  zu  jeder  Axe  durch  die 
Teilpunkte  der  in  der  andern  Axe  angebrachten  Skala,  seltener  eine  parallel 
einer  Axe  verschiebbare  Skala. 

429)  Ähnlich  bestimmt  man,  mit  Hülfe  der  Parallelen  zu  den  Axen,  x 
oder  y,  wenn  die  Werte  von  y  und  z  oder  x  und  z  gegeben  sind.  Die  Be- 
ziehung zwischen  den  Veränderlichen  kann  allgemeiner  in  der  Form  F{Xy  y^z)=:0 
gegeben  sein.  Die  Tafel  nimmt  andere  Formen  an,  wenn  man  x  oder  y,  statt  z, 
als  abhängige  Veränderliche  ansieht. 

430)  Figur  41  ist  Laianne  *")  entlehnt  (pl.  98,  fig.  1).  Die  Tafeln  „Vogler", 
p.  10,  Fig.  5  und  p.  12,  Fig.  6  enthalten  besondere  Leitlinien  für  Quadrate, 
Wurzeln  u.  s.  w.,  wie  sich  ähnlicher  Pimchet  bedient  zu  haben  scheint  (vgl. 
„Favaro-Terrier"  1,  p.  XXI). 

431)  Annales  ponts  chauss^es  (2)  11  (1846),  p.  27,  40. 

432)  Par.  C.  R.  81  (1876),  p.  1186,  1243;  82  (1876),  p.  1487;  87  (1878), 
p.  157. 

433)  Tafel  zur  Auflösung  reduzierter  kubischer  Gleichungen  Laianne ^^^), 
pl.  99,  fig.  1,  auch  J.  de  la  Goumerie,  Trait^  de  Gäom^trie  descriptive  3,  Paris 
1864,  pl.  46,  fig.  466,  verkleinert  „Favaro-Terrier*'  2,  p.  247,  fig.  116,  vereinfacht 
„d'Ocagne",  p.  44,  fig.  24.  —  Laianne  bestimmt  p.  29  geometrisch  an  Hand  der 
Tafel  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  eine  Gleichung,  deren  Koeffizienten  unter  ge- 
gebenen Grenzen  liegen,  drei  reelle  Wurzeln  hat. 
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Isoplethen  in  Geraden  bestehen,   da  die  Gleichung  in  x  und  y  linear 
ist*»*). 

Jede   punktweise   Transformation   einer   Cartesi sehen   Tafel,    die 
Laianne  als  Auomorphose  bezeichnet  **'),  führt  zu  einer  neuen,  gleich- 


AnflOinng  qnadratiBCber  GleicbuDgea  nach  L<äatme. 


wertigen  Tafel,  die  auf  dieselbe  Art  wie  die  uraprüogliche  zu  ge- 
brauchen ist,  wenn  die  Gleichungen  der  Transformation  die  Form 

haben,  also  die  Parallelen  zu  den  Eoordinatenaxen  in  ebensolche  über- 
gehen"*). So  verwandelt  sich  die  hyperbolische  Multiplikationstafel 
Fig.  41  durch  die  logarithmiache  Transformation 

x'  =  log  X,      y'  =  log  y 
in  LaJanne's  ,^baqae  ou  compteur  uniTersel"*")  (in  Fig.  43  ungefähr 


434)  Mao  liest  an  den  durch  den  Punkt  (a,  b)  gehenden  Geraden  die 
Wurzeln  der  Gleichung  ab.  Die  HüUkurre  der  Geraden,  in  Fig.  42  eine  Parabel, 
iat  der  Ort  der  Punkte  (a,  b),  für  velcbe  die  Gleichung  eine  Doppelwunel  hat, 
B.  Lalanne"^),  p.  28. 

435)  Vater  Hinweii  auf  die  Bedeutung  dieses  Wortes  in  der  Pbjsik  '"),  p.  IS. 
13ti)  In  der  neuen  Tafel  sind   die  Aien   gemäss   den  Funktionen  qi(x)  und 

V(y)  iu  teilen  oder  zu  „graduieren",  d.  h.  an  Stelle  der  geraeinen  Skalen  tret«n 
die  zu  jenen  Funktionen  gehörigen. 

437)  Schon  erwaiint  '"),  ausführlich  beschrieben  "'),  p,  43ff.  (dazu  pl.  100, 


ii.  CiirteBÜcbe  Tareln.  IO31 

IQ  halber  Grösse  dai^steUt) ;  wegen  der  aus  xy^=e  fo^eaden  liueaxeD 
Gleichung: 


Fig.  43.    „Aboque  ou  compteur  uaiTerael"  von  Laianne. 

x'-\-y'=\ogS 
sind  hier   die  Isoplethen  gerade  Linien  und  es  dient  auch   die  von 


Sg.  S),  Name  von  äßa%  =  compteur  hergeleitet;  hat  besondere  Hülfsliaien  fOr 
die  Multiplikation  mit  häufigen  Konitanten,  für  Quadrate,  Wurzeln  u.  e,  w.,  ist 
von  ähnlicher  Vielseitigkeit  wie  der  logarithmische  Kechenschieber  (St.  60),  in 
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Laianne  eingeführte**®)  Anamorphose  hauptsächlich  zum  Geradestrecken 
krummliniger  Isoplethen**^).  Damit  sich  letzterer  Zweck  erreichen 
lässt,  muss  die  darzustellende  Beziehung  zwischen  den  Veränderlichen 
X,  y,  z,  welche  F(Xj  y,jz)  =  0  sei,  auf  die  Form: 

gebracht  werden  können,  wo  wieder  a;'=  9? (ic),  y^='^{y)  ist  und 
a,  fe,  c  Funktionen  von  z  allein  sind*^).  Notwendige  und  ausreichende 
Bedingungen  hierfür  haben  J,  Massau  ^^)  und  L,  Lecomu  ***)  in  Form 


mancher  Hinsicht  vielleicht  letzterem  vorzuziehen  (z.  B.  höhere  Potenzen  und 
Wurzeln  leichter  zu  hestimmen,  Verziehen  des  Papiers  ohne  Einfluss,  Preis  ge- 
ringer). S.  auch  Laianne,  Description  et  usage  de  Tahaque . . . ,  Paris  1845, 
3*  dd.  1863,  deutsche  und  englische  Übersetzung,  Leipzig  bezw.  London  1846 ; 
Th,  Olivier,  Soc.  d'enc.  Bull.  1846,  p.  153;  „Culmann",  p.  78  und  Taf.  2,  Fig.  1; 
„Favaro-Terrier"  2,  p.  102.  Von  G.  Herrmann  wurde  die  logarithmische  Rechen- 
tafel wieder  gefunden  (Das  graphische  Einmaleins,  Braunschweig  1875,  vgl.  auch 
„Vogler",  p.  37  u.  Taf.  1),  von  F.  Samudli  (Triangoli  e  rettangoli  calcolatori, 
Firenze  1892)  durch  Anwendung  schiefwinkliger  Koordinaten  auf  kleineren  Raum 
gebracht. 

438)  Vorläufige  Mitteilung  Par.C.R.  16  (1843),  p.  1162,  dann  *"),  p.  11,30; 
wieder  gefunden  u.  a.  von  A.  Kapteyn,  Revue  universelle  des  mines  40  (1876), 
p.  136. 

439)  Wenn  solches  unmöglich  ist,  gelingt  es  zuweilen,  ungünstige  Kurven 
in  besser  geeignete  zu  verwandeln,  Beispiel  „d'Ocagne",  p.  88.  Über  die  in 
letzterem  angewandte  graphische  Anamorphose  („d*Ocagne",  p.  85;  Laianne, 
Exposition  de  Melbourne  Notices,  Paris  1880,  p.  374),  vgl.  auch  „Vogler", 
p.  18  ff.  Wegen  polygonaler  Isoplethen  s.  „Vogler**,  p.20  u.  Taf.  V,  „d'Ocagne",  p.  53. 

440)  Diese  Bemerkung  von  Cauchy^  Par.  C.  R.  17  (1843),  p.  494.  —  Die  ein- 
fachsten und  häufigsten  Fälle  sind,  unter  u,  t7,  w  beziehentlich  Funktionen  von 
a;,  von  y,  von  z  allein  verstanden, 

w  =  \i  -{-  V      und      w  =  ur, 

wo  man  a;'  =  m,  y'  =  v  bezw.  x'  =  log  rc,  y'  =  log  v  setzt  und  parallele  Iso- 
plethen erhält.  Im  Falle  uw  =  v  kann  man  entweder  x'  =  u,  y'  =  v  nehmen  (Iso- 
plethen sind  Geraden  durch  den  ürspnmg,  „abaques  ä  radiantes"  nach  d^Ocagfie)^ 
oder  durch  Logarithmieren  den  ersten  Fall  herstellen.  Dasselbe  gelingt  im 
Falle  w  =  u^  und  ähnlichen  durch  zweimaliges  Logarithmieren;  Beispiel  y*  =  x, 
Fig.  44,  „Vogler*',  p.  44,  mit  welcher  Tafel  sich  alle  drei  Operationen  3.  Stufe 
(s.  diesen  Band,  p.  22)  ausführen  lassen. 

441)  Memoire  sur  Tlntegration  graphique  (Extrait  de  la  Rev.  universelle 
des  mines  (2)  16  (1884)),  Li^'ge  1885,  p.  137  (hier  nur  die  Ergebnisse,  Ableitung 
mitgeteilt  „d'Ocagne'*,  p.  422). 

442)  Par.  C.  R.  102  (1886),  p.  816  („d'Ocagne",  p.  424).    Mit  den  bekannten 

Abkürzungen : 

_  dz  _^^  _  ^*^  _    ^^^  _  ^*^ 

^~~Ji'     ^"dy'      ^"dx*'     ^"dxdy'  dp 

finden  sich  die  Bedingungsgleichungen: 


44.  CarteBuche  Tafeln. 
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partieller   Differentialgleichungen   5'*'  Ordnung   aufgestellt,   nacbdem 
P.  de  Saint- Robert'*')  einen  besonderen  Fall  erledigt  hatte. 

Wenn  man  mit  Massau**^)  p.  140   die  allgemeinste  Punkttrans- 
formation, etwa  mit  den  Gleichungen: 

zulÖBst,   30    verwandeln    sich   die    zn    den   Axen    parallelen   Geraden 


F  g  44      VogUr  b  Eiponententafel  y'  =  x 


X  =  const.,  y  —  const   je  in  i 
gemeinere    Anamorphoae    era 


ne  Schar  beliebiger  Linien     Diese  all- 
3ghcht    bisweilen      mit    Geraden    oder 


v^.-:q- 


•I^-' 


z-P' 


1  idv 


443)  Torino  Ac.  Sc.  Memorie  (3}  S6  (1871),  p.  fi3  („d'OcagDe",  p.  418).     Es 
ist  der  Fall,  wo  tnau  die  Ver&nderliclieii  treonen  oder  F(x,  y,  t)  auf  die  Form; 

X  +  Y—Z 
bringen,  alao  die  Isoplethen  in  eine  Schar  von  Parallelen  äberfObren  kann  (von 
de  Saint-Sobert  jedoch  vom  OeaiclitspQnkt   der  HerBtellbarkeit   eines  Becben- 
scbiebers  betrachtet).    Es  ergiebt  sich  die  Bedingung: 
gMogJi 
8xd9 
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Kreisen  ansznkommen,  wo  die  oben  betrachtete  speziellere  Anamor- 
phose  von  Laianne  nicht  anwendbar  wäre.  Eine  andere  Auffassung^ 
ist  folgende.  Sind  von  drei  einfach  unendlichen  Eurvenscharen,  deren 
Gleichungen  in  den  laufenden  Koordinaten  x\  y\ 

fi(x\y\x)^0,    U{x',y\y)^0,     f,(x\y,z)  =  0 

seien,  einzelne  Kurven  gezeichnet  und  kotiert,  d.  h.  mit  den  zu- 
gehörigen Werten  des  Parameters  x,  bezw.  y  oder  e  beziffert^  so  hat 
man  eine  Tafel  deijenigen  Gleichung: 

F(x,y,0)-O, 

die  sich  aus  den  vorigen  Gleichungen  durch  Elimination  von  x'  und 
y'  ergiebt^^).  Ist  die  Funktion  F  gegeben,  so  können  zwei  der 
Funktionen  f^,  f^,  f^  beliebig  angenommen  werden^.  Damit  sich  F 
durch  drei  Scharen  von  Geraden  darstellen  lasst^  muss  diese  Funktion 
auf  die  Form  einer  Determinante: 

gebracht  werden  können,  wo  o^  &,  c  Funktionen  von  x  allein,  a\  V  c' 
Funktionen  von  y  allein,  a'\  V\  e"  Funktionen  von  z  allein  sind^^. 
Die  allgemeinste,  durch  drei  Scharen  von  Kreisen  darstellbare  Glei- 
chung hat  ^Ocagne^  angegeben. 

Es  steht  nichts  im  Wege,  von  den  Yeranderlichen  Xy  y,  e  di4 
beiden  als  unabhängig  betrachteten  als  Koordinaten  eines  Punktes  in 

444)  S.  MasMU  *")i  P-  1^^»  „d'Ocagne",  p.  90,  97. 

446)  Der  Vorgang  beim  Anfauchen  des  Wertes  von  ir,  der  zn  einem  ge- 
gebenen Wertepaar  x  =  a,  y  ^»h  gehört,  besteht  darin,  dass  man  die  Kurve 
der  ersten  Schar  mit  der  Kote  a  und  die  Kurve  der  zweiten  Schar  mit  der 
Kote  h  bis  zu  ihrem  Schnittpunkt  verfolgt  und  die  Kote  der  durch  diesen  Punkt 
gehenden  Kurve  der  dritten  Schar  abliest.  —  Zu  derselben  Verallgemeinerung  der 
gewöhnlichen  Tafeln  kommt  man  durch  Deutung  von  x  und  y  als  beliebiger 
Koordinaten  statt  Cartesischer. 

446)  Vorausgesetzt,  dass  die  Gleichungen  f^  »=  0,  ^,  =s  0,  ^g  «  0  reelle 
Kurven  darstellen,  s.  „d'Ocagne^^  p.  98. 

447)  Massau  ^^\  p.  140,  „d'Ocagne'',  p.  100;  einfache  Fälle  Massau,  p.  161, 
163,  „d*Ocagne",  p.  101 ;  Beispiel  Massau,  fig.  141,  „d'Ocagne'*,  p.  109,  fig.  48, 
p.  111.    S.  auch  Nr.  46,  bes.  Anm.  471. 

448)  „d'Ocagne",  p.  114,  Beispiel  (zwei  Scharen  in  Geraden  ausgeartet), 
p.  116,  fig.  49,  p.  117.  Ein  älteres  Beispiel  yonBicour  (1873),  „d*Ocagne'',  p.  117, 
Fussn.  2  erwähnt.  B.  Helmert  bemerkt  Zeitschr.  f.  Verm.-W.  1876,  p.  31,  dass 
jede  nach  Lalanne's  Methode  durch  parallele  oder  nach  einem  Punkt  laufende 
Geraden  darstellbare  Fimktion  auch  durch  konzentrische  Kreise  dargestellt  werden 
kann;  Fall  z^^xy  (,,graphisches  Einmaleins  in  Kreisen^*,  Helmert,  Taf.  2,  Fig.  6), 

wo  die  Transformation  a;'==yioga;,  y'  «=  Vlog  y  nötig,  schon  von  Laianne  **^\ 
p.  36  ausgeführt. 


4&.  Hezogouale  Tafeln. 
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eiDem  beliebigen  System,  statt  in  einem  CartesiBcben,  zu  deaten. 
Nimmt  man  PoUrkoordinaten"*),  so  wird  das  Zeichnen  einzelner 
Eoordinatenlinien  (d.  h.   StraUen    durch    den  Nullpunkt   und  Kreise 


Fig.  le. 


um  denselben)  durch  Anwendung  einer  um  den  Nullpunkt  drehbaren 
Skala,  zu  deren  Einstellung  eine  feste  (etwa  kreisförmige)  Skala 
dient,  Tgl.  Fig.  45*'**0,  Überflüssig  gemacht"'). 

46.  Hexagonole  Tafeln.  Die  einzelnen  Geraden  einer  (einfach 
unendlichen)  Schar  kotierter  Parallelen  können  durch  eine  bewegliche 
Gerade  nach  Bedarf  hergestellt  and  brauchen  deshalb  nicht  wirklich 

US)  dOcagne  apricht  dann  im  Anachlaas  an  Petci  von  „abaques  polairai"; 
aber  deren  Theorie  a.  „d'Ocagne",  p.  117  £,  „Pesci",  p.  19  ff. 

4G0)  Beispiel  von  Peaci,  Itivista  marittima,  März  1897,  „d'Ocagne",  p.  1!1; 
die  dargeatellt«  (in  der  Nautik  vorkommende)  Oleichnng  laatet,  fOr  Polarkoordi- 
naten r,  qi  geactarieben: 

r  OOB  ((  —  q»)  —  I  cos  (; 
die  kotierton  Linien  aind  gerade.    Wettere  Beispiele  „Pesci",  p.  30  ff. 

461)  Ein  System  von  iwei  Gleichungen  der  Form  F(a!,y, «)  — 0, 
f  (x,  y,  t)  —  0  kann  (statt  dncch  iwei  getrennte  Tafeb)  anf  demselben  Blatt 
ao  dargeatellt  werden,  daaa  fflr  eine  der  gemeinsamen  TerOnderlichen  x,  y  bei 
beiden  Qleichnngen  dieselbe  Enrrenschar  zur  Anwendung  kommt  („abaqnea 
acconpläa",  „d'Ocagne",  p.  S17),  oder  sowohl  fOr  a;  ala  fOr  y  je  dieselbe  Enrreii- 
achar  („abaqnea  aaperpea^s"),  Beispiele  „d'Ocagne",  p.  861,  86S.  —  Carteaiache 
Tafeln  mit  und  ohne  die  (^tzt  xiemlicfa  eingebdrgerte)  Anamorphose  von  La- 
laime  aind  in  unüberaehbarer  Zahl  vor  allem  in  techniachen  Werken  und  Zeit- 
aohriften  verOffentliclit.  Man  findet  Eolche  nebat  weiterer  Litteratnr  in  Lalatmt  *"), 
„Vogler"  (aehr  viele  Beispiele  im  Text  aovie  aechs  Lichtdmcktafeln,  letatare 
auch  gesondert  erschienen) ,  noch  zu  erwähnen  Vogler,  Graphiache  Barometer- 
tafeln .  .  .,  Braunschweig  1880;  „Favaro-Terrier"  3,  p.  Ifi4  Fusan.,  p.  208  ff.; 
Jtfossa«*"),  p.  l€6ff.;  „d'Ocagne  1881",  chap.  S;  „d'Ocagne"  chap.  8,4;  „Pesci" 
S  1—14;   „Sorean". 
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gezogen  zu  werden,  wenn  die  durch  einen  Schnitt  senkrecht  zu  den 
Geraden  entstehende  Skala  gezeichnet  ist^^.  Somit  kann^*)  bei 
einer  Cartesischen  Tafel,  die  aus  drei  Scharen  kotierter  Parallelen 
besteht,  das  wirkliche  Zeichnen  der  letzteren  unterbleiben,  wenn  man 
die  zugehörigen  drei  Skalen  ^^)  angiebt  und  drei  yermöge  der  dar- 
gestellten Oleichung  F{Xj  y^  0)^=0  zusammengehörige,  d.  h.  sich  in 
einem  Punkt  schneidende  Geraden  der  drei  Scharen  jedesmal  durch 
Auflegen  eines  durchsichtigen  Blattes  mit  drei  you  einem  Punkt  aus- 


gehenden  und   die   richtigen  Winkel  einschliessenden  Strahlen  oder 
Zeigern**^)  verwirklicht.    Es  ist  vorteilhaft,  mit  Ol  LaUemand^^  die 


452)  Die  Punkte  derselben  sind  mit  den  Koten  der  hindurchgehenden  Ge- 
raden zu  versehen.  —  Es  entspricht  dies  ganz  der  in  der  Methode  der  kotierten 
Projektionen  (s.  ni  A  6)  üblichen  Darstellung  einer  Ebene  durch  einen  ,,Bö8chungs- 
massstab^*  statt  durch  einzelne  Niveaulinien.  —  Der  Tiilger  der  Skala  darf  auch, 
wenn  die  Richtung  der  Parallelen  angegeben  ist,  schief  zu  denselben,  gebrochen 
und  selbst  krummlinig  sein. 

463)  Nach  einer  Bemerkung  von  Blum,  Ann.  ponts  chauss^es  (6)  1  (1881), 
p.  466. 

464)  In  dem  Absetzen  (d.  h.  Teilen  in  Stücke  und  gleichzeitigen  parallelen 
Verlegen  entsprechender  Stücke)  der  drei  Skalen  hat  man  ein  Mittel,  die  Tafel 
auf  möglichst  kleinen  Baum  zu  bringen,  s.  „d'Ocagne^^  p.  76. 

466)  „Rapporteur^^  (Blum)^  „indicateur^*  (LaUemand,  d'Ocagne).  „Index^* 
nennt  d'Ocagne  jeden  der  3  Zeiger,  LaUemand  nannte  so  ihre  Gesamtheit.  Be- 
hufs Orientierung  der  Zeiger  müssen  zwar  auf  der  Tafel  einzelne  Parallelen 
einer  der  3  Scharen  gezeichnet,  aber  sie  können  beliebig  unterbrochen  und 
brauchen  nicht  kotiert  zu  sein.  Um  den  zu  einem  Wertepaar  rc  =»  a,  y  =^h 
gehörigen  Wert  von  z  zu  erhalten,  kann  man  zuerst  das  durchsichtige  Blatt  so 
auflegen,  dass  der  1.  Zeiger  durch  den  Punkt  a  der  ersten  Skala,  der  2.  Zeiger 
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Zeiger  unter  sich  gleiche  Winkel  bilden  zu  lassen  *^^);  dann  lässt 
sich  die  Erklärung  unabhängig  von  den  Gartesischen  Tafeln  mittelst 
des  elementaren  Satzes  geben^  dass  (s.  Fig.  46)  durch  die  Lote  von 
einem   beliebigen  Punkt   auf  drei   durch   einen  Punkt   gehende   und 

Winkel  gleich  y  einschliessende  Axen  auf  letzteren    Stücke  Xj  y,  z 

abgeschnitten  werden,  för  welche  z  =  x  -{-  y  ist*^®).  Der  Fortschritt 
besteht  hauptsächlich*^^)  darin,  dass  nun  auch  jede  Funktion  von 
mehr  als  zwei  Veränderlichen  dargestellt  werden  kann,  sobald  sich 
die  Veränderlichen  entweder  vollständig  oder  wenigstens  nach  Gruppen 
von  je  zweien  trennen  lassen.  Der  obige  geometrische  Satz  lässt  sich 
nämlich  als  ein  Mittel  betrachten,  zwei  Strecken  —  und  durch  wieder- 
holte Anwendung  beliebig  viele  Strecken  —  mit  Hülfe  des  beschrie- 
benen Zeigers jstems  zu  addieren,  nach  Anbringung  von  Skalen  für 
die  Funktionen  q>{x),  ^(y),  xW;  •  •  •  in  <len  Axen  oder  parallel  zu 
denselben  kann  daher  9  (^)  +  !^  (y)  +  >C  (-2^)  +  •  •  •  mechanisch  ge- 
funden werden;  ist  ein  Glied  selbst  eine  Funktion  von  zwei  Veränder- 
lichen, so  hat  man  dafür  eine  „binäre  Skala" *^)  zu  benutzen**^)***). 


durch  den  Punkt  b  der  zweiten  Skala  geht,  dann  das  Blatt  orientieren  und  am 
Schnittpunkt  des  3.  Zeigers  mit  der  dritten  Skala  ablesen. 

456)  Par.  C.  R.  102  (1886),  p.  816,  ausföhrlicher  „d*Ocagne",  p.  70,  312. 

467)  Sie  sind  dann  den  Durchmessern  eines  regelmässigen  Sechsecks 
parallel,  woher  die  von  LaMemand  eingeführte  Bezeichnung  „abaque  hexagonaP^ 

468)  Kann  man  F{Xy  y,  z)=*0  die  Gestalt  <p(x)  -\'  ip(y)  =  f(z)  geben  (vgl. 
Anm.  443),  so  genügt  es,  die  Axen  gemäss  den  Gleichungen  x'^=(p{x)f  y'=7l)(y\ 
z'  =  f{ß)  zu  graduieren.  Die  Skalen  können  dann  in  den  Richtungen  senk- 
recht zu  den  Axen  beliebig  verschoben  und  auch  nach  Anm.  454  behandelt 
werden. 

469)  Dem  Vorteil  vor  den  Gartesischen  Tafeln,  dass  keine  Überladung  mit 
Linien  vorhanden  und  niemals  an  blos  gedachten  Linien  abzulesen  ist,  steht  bei 
den  hexagonalen  Tafeln  als  Nachteil  die  etwas  umständliche  Einstellung  der 
Zeiger  gegenüber. 

460)  „J^chelle  diagraphique**  (XoZZematkQ,  „Schelle  binaire^*  (d'Ocagne);  die 
schematische  Figur  47  zeigt  eine  solche,  zur  Funktion  9)(u,  v)  gehörig,  an  der 
x-Axe:  Man  sieht  zwei  Scharen  kotierter  Linien;  die  Senkrechte  zur  Axe  durch 
den  Schnittpunkt  der  Linien  mit  den  Koten  u  und  v  schneidet  von  der  Axe  das 
Stück  (p(u,  v)  ab  (insgesamt  bilden  die  Senkrechten  eine  zweifach  unendliche 
Schar).  Den  Gedanken  schreibt  LaUemand  ^^,  p.  818,  Fussn.  2  E.  Pr6vot  zu. 
Vgl.  auch  Nr.  47,  Anm.  489.  —  Fig.  47  entspricht,  da  auf  der  y-  und  z-Axe 
noch  Skalen  der  Funktionen  ipiy)  und  f{z)  angebracht  sind,  dem  Falle 
/'W«g)(u,  c)  +  ^(y). 

461)  Die  ganze  Methode  von  LcUlemand  in  den  Grundzügen  angegeben, 
weiter  ausgefOhrt   „d'Ocagne  1891"  und  „d'Ocagne",  p.  82,  312,  317.    Über  die  » 
ebenfalls  schon  von  LcUlemand  ins  Auge   gefasste  Ausdehnung  von  dem  Fall 
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46.  Methode  der  flnohtreehteii  Paukte.  Ä.  F.  Mcbiua  hat  1841 
bemerkt^;  man  könne  eine  Parabel  in  Verbindong  mit  einer  Ge- 
raden als  ^^nltiplikationsmaschine^  benützen,  nämlich  beide  so  ein- 

teilen,   dass  ein   durch  die  den  Faktoren 
L       entsprechenden  Teilpnnkte  der  Parabel  ge- 
legtes Lineal  die  (Gerade  in  dem  Teilpnnkt 
des    Produktes    trifift^,    wobei    f&r    die 
-P    Parabel  auch  zwei  Geraden,  f&r  jeden  Faktor 
eine,    genommen    werden    könnten.     Wir 
sehen  hier  die  Anfönge^  einer  wichtigen 
Methode,    bei   der   im    allgemeinsten  Fall 
eine  Gleichung  F{x,  y,tf)'=0  durch   drei 
Skalen    (s.  Fig.  48)  dargestellt  wird,  Ton 
Fig.  48.  deren   Teilpunkten  je    drei    in    einer    Ge- 

raden liegende  zu  Werten  x,  y,  $  gehören, 
die  jene  Gleichung  befiriedigen^,  welche  Darstellung  der  durch  eine 
Gartesische  Tafel  (s.  Nr.  44)  mit  drei  Scharen  Ton  (Geraden  nach 
dem  geometrischen  Prinzip  der  Dualität  oder  Beziprozitat  (s.  m  A  5, 
m  G  1)  entspricht^^.  M.  cFOcagne  hat,  nachdem  er  1884  dieses 
Prinzip  auf  Lalanne^B  Tafeln  zur  Auflosung  trinomischer  Gleichungen 
(s.  Nr.  44)  angewandt  hatte^,  den  allgemeinen  Gedanken  1890  aas- 

einer  Stimme  auf  den  einer  beliebigen  Funktion  binärer  Elemente  8.  „d'Ocagne 
1891",  p.  72,  74. 

468)  Beispiele  hexagonaler  Tafebi  Ch,  LdUemand,  Nivellement  de  haute 
präcision,  PariB  1889,  p.  81,88;    „d'Ocagne'',  p.  79,  81,  86,  314,  816,  819. 

468)  J.  f.  Math.  22,  p.  880  «  Werke  4,  p.  620. 

464)  Die  AngfÜhrong  aller  gewöhnlichen  Bechnongsarten  mittekt  eines, 
mit  Einteilung  versehenen  Kegelschnittes  zeigt  u.  a.  L.  Kotänyi,  Zeitschr.  Math. 
Phys.  28  (1882),  p.  248. 

466)  Zu  nennen  ist  auch  die  noch  allgemeinere,  weil  eine  Funktion  dreier 
Veränderlicher  darstellende  Tafel  von  ChnguiXlet  und  KuUer^^*)  aus  d.  J.  1869. 

466)  Von  cFOcagne  seit  1898  (Soc.  Math.  Bull,  de  France  26,  p.  81)  „m^ 
thode  des  points  align^*^  genannt  (vorher  „mäthode  des  points  isopl^thes*\ 
„d'Ocagne  1891'',  p.  61,  bezw.  „m^thode  des  points  cot^*',  Par.  C.  B.  123  (1896), 
p.  988),  vom  Verfasser,  Zeitschr.  Math.  Phys.  44  (1899),  p.  66,  übersetzt  wie  in 
der  Oberschrift  dieser  Nummer  (alignä  =  fluchtrecht  »i  in  einer  Geraden  liegend). 
„Abaque  ^  alignemenf'  könnte  man  durch  „Fluchttafel''  wiedergeben  (in  der 
Sprache  der  Techniker  alignement«»  Flucht);  Schüling'fi  Bezeichnung  „kollineare 
Bechentafel",  „Schilling",  p.  24,  kann  missverstanden  werden. 

467)  Die  dualistische  Umformung  Cartesischer  Tafeln  mit  drei  Kurven- 
scharen giebt  keine  brauchbaren  Tafeln,  eher  die  von  Tafeln  mit  zwei  G^raden- 
scharen  und  einer  Eurvenschar;  vgl.  „d'Ocagne",  p.  127,  femer  p.  129  über  die 
graphische  Ausführung  bei  gegebener  Cartesischer  Tafel. 

468)  Ann.  ponts  ohaussto  (6)  8,  p.  681. 
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gesprochen *^^),  was  von  A,  Adler  ^'^^)   1886  ebenfalls  geschehen  war. 

Trotz  ihrer  beschränkten  Anwendbarkeit*^')  haben  diese  neuen  Tafeln 

so    in     die    Augen    springende    Vorzüge*'^), 

dass  man    die   begeisterte  Aufnahme,   die  sie 

gefunden  haben  und  den  Aufschwung  begreift, 

den  mit  ihrem   Erscheinen  die  Nomographie 

genommen  hat.     Am  leichtesten  gelangt  man 

zu  denselben  durch  Anwendung  von  Linien- 

anstatt  Punktkoordinaten.  Besonders  gut  eignen 

sich    Parallelkoordinaten  *^*),    bei    denen    die 

Lage  einer  Geraden  durch  die  Abschnitte  u,  v 

bestimmt  wird  (s.  Fig.  49),  die  sie   auf  zwei 

parallelen  Axen  bildet*''*).     Jede  in  u  und  v  Fig.  49. 

lineare  Oleichung: 

Xu  -{-  (IV  =  V 

stellt   einen   Punkt   vor*''^).     Wenn  deshalb   F(x,  y,  0)  =  0   sich  auf 
die  Form: 


^1 


469)  G^nie  civil  17,  p.  843. 

470)  Wien.  Ber.  94*,  p.  404. 

471)  Da  F{x,  y^  z)  =  0  sich  durch  eine  Cartesische  Tafel  mit  drei  Geraden- 
scharen muss  darstellen  lassen,  so  gilt  die  in  Nr.  44  erwähnte  Bedingung,  dass 
F  sich  auf  die  Form  einer  Determinante   5*  i  9i  («)  "^i  (y)  Zs  W   bringen  lässt, 

in  deren  Reiben  je  nur  eine  Veränderliche  vorkommt.  Die  notwendigen  und 
ausreichenden  Bedingungen  dafür  durch  partielle  Differentialgleichungen,  denen 
F  genügen  müsste,  auszudrücken,  hat  Adler  (Zum  graphischen  Rechnen,  Progr. 
deutsche  B^alsch.  Earolinenthal  1895/96,  p.  29)  ohne  endgiltigen  £rfolg  ver- 
sucht, dagegen  sind  von  F.  Duporcq  solche  Bedingungen  in  Gestalt  von  Funk- 
tionalgleichungen  aufgestellt  worden  Par.  C.  B.  127  (1898),  p.  265,  Bull.  astr.  math 
(2)  22  (1898),  p.  287  („d'Ocagne",  p.  427). 

472)  Kein  Liniengewirr,  Einstellen  und  Ablesen  (bei  dem  ein  durchsichtiges 
Lineal  mit  eingeritzter  Linie  oder  ein  gespannter  Faden  benützt  wird)  bequem 
und  genau;  Möglichkeit,  mehr  als  drei  Veränderliche  zu  berücksichtigen.  Lehr- 
reich die  Gegenüberstellungen  „d'Ocagne'S  p.  130  u.  131,  „Soreau",  p.  284  u.  286. 

473)  lyOcagne  verwendet  sie  ausschliesslich  {ÄcUer*''^  sog.  Plücker'sche 
Koordinaten);  in  die  Geometrie  sind  dieselben  (s.  F.  Bttdio,  Zeitschr.  Math. 
Phys.  44  Supplem.  1899,  p.  885)  von  TT.  Unverzagt  eingeführt  worden  (Üher  ein 
einfaches  Koordinatensystem  der  Geraden,  Progr.  Realgymn.  Wiesbaden  1870/1871); 
den  entsprechenden  Begriff  der  Baumgeometrie  (Parallelkoordinaten  einer  Ebene) 
hatte  bereits  ChasUs  1829  (s.  Correspondance  de  Quetelet  6,  p.  81)  gelegentlich 
benützt  (IQ  B  2). 

474)  Für  die  Anwendungen  ist  es  von  Bedeutung,  dass  der  Abstand  der 
Axen,  der  Nullpunkt  und  die  positive  Sichtung  einer  jeden  Axe  willkürlich  sind. 

475)  Alle  Geraden,  deren  Koordinaten  u,  v  obige  Gleichung  befiriedigen, 
gehen  durch  den  Punkt  ^,  der  den  Abstand  der  Axen  im  Verhältnis  y^ :  X  teilt 
und  für  den  (s.  Fig.  49)  der  Abschnitt  u;  =»  j[|7  =  v :  (X  -f  f^)  ist. 
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^ 


bringen  lässt^  gentigt  es,  zn  setzen: 


-8     ^  .^Q 

Fig.  60.    Tafel  zur  Auf  lösang  quadratischer  Gleichungen  nach  d'Oeagne, 

welche  Gleichungen  Skalen  in  den  beiden  Axen  liefern;  sowie: 

X:^:v  =  f^(0):f^{z):f^(z), 

.wodurch  die  (im  allgemeinen  krummlinige)  .r-Skala  bestimmt  ist««). 
So  ergeben  sich  im  Falle: 

476)  Im  Falle  f{B)  *^  fp(x)  -{-  tffiy)  (und  bei  Anwendung  von  Logarithmen 
auch  f{g)  s=  q){x)  '  '^(y))  ist  die  ;0-Skala  geradlinig  und  zu  den  Axen  parallel, 
im  Falle  f(z)  >«  9(^)  :'^(y)  —  ohne  Logarithmen  behandelt  —  liegt  die  «-Skala 
in  der  Yerbindungsgeraden  o^o^  der  Nullpunkte  beider  Axen;  zu  denselben 
Gleichungsformen  gehören  Tafeln  mit  nicht  parallelen  geradlinigen  Skalen,  weil 
sie  durch  kollineare  Transformation  auf  erstere  zurückgeführt  werden  können 
(s.  „d*Ocagne^\  p.  144,  161,  176,  180).  —  Ober  die  durch  drei  projektive  Skalen 
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0*»  +  ajef  +  6  =  0 

durch  Setzen  von  u  =  a,  v  =  b  die  Tafeln  zur  Auflösung  trinomischer 
Gleichungen  von  cFOccigne*^)^'^'^),  von  denen  die  für  quadratische 
Gleichungen  in  Fig.  50  verkleinert  wiedergegeben  ist*'®). 

Wenn  allgemeiner  für  F(x,  y,  a)  die  Form  ^+  9i(^)^j(y)x«(^) 
hergestellt  ist*'^),  kann  man  die  x-^  y-,  und  Xf-Skala  entweder,  unter 
I;  1]  Cartesische  Koordinaten  eines  Punktes  verstanden,  durch  die  drei 
Paare  von  Gleichungen: 

6  =  %(y)  •  x%(y)7     n  =  My) :  %,(?), 

bestimmen*'^),  oder  bei  Anwendung  von  Linienkoordinaten  u,  v  durch 
die  drei  Gleichungen*^): 

9^sW-«*  +  *8W-^  =  %8W- 

Zur  Ausdehnung  des  Verfahrens  auf  Gleichungen  zwischen  mehr 
als  drei  Veränderlichen  bieten  sich  verschiedene  Wege  dar.    Durch 


darstelibaren  Gleichungen  s.  dOcagne,  Par.  C.  B.  123  (1896),  p.  988,  Acta  math. 
21  (1897),  p.  9  („d'Ocagne",  p.  486);  8.  auch  „Soreau",  p.  246  ff.  —  Die  von 
L.  Beftrand,  Description  et  usage  d'un  abaque . . . ,  Paris  1895,  Abdruck  aus : 
Bevue  G^nie  militaire  8  (1894),  p.  475  („d*Ocagne*\  p.  157)  gelehrte  „Zusammen- 
setzung**   paralleler    Skalen    gestattet,    auch    Gleichungen    der    Form    tpi{x^) 

+  9i(*i)  H +  9i»(*fi)  =*  ^  zwischen  n  Veränderlichen  nach  der  Methode  der 

fluchtrechten  Punkte  zu  behandehi,  wobei  zwar  noch  Geraden  gezogen  werden 
müssen. 

477)  „d'Ocagne",  p.  187. 

478)  Mit  derselben  können  die  Tafeln  ffir  dreigliedrige  kubische,  biquadra- 
tische u.  s.  w.  Gleichungen  auf  einem  Blatt  vereinigt  werden  (vgl.  „d'Ocagne**, 
p.  185,  fig.  80),  was  bei  den  entsprechenden  Tafeln  von  Laianne  praktisch  un- 
ausführbar wäre.  —  Die  gestrichelte  Linie  in  Fig.  50  entspricht  dem  Beispiel 
«•  —  8,5 x -f- 1,5  =—  0  (Wurzeln  8  und  0,5).  Der  Träger  der  ;p-Skala,  eine  Hy- 
perbel, ist  nur  zwischen  den  Azen,  d.  h.  für  positive  z  gezeichnet;  die  abso- 
luten Werte  etwaiger  negativer  Wurzeln  der  Gleichung  f(e)^0  findet  man 
durch  Auflösen  von  /*(— xr)  =  0  mittelst  der  Tafel.  Über  die  Bestimmung  imagi- 
närer Wurzeln  s.  Ä.  H(mb,  Mathem.-naturwiss.  MitÜgn.  2  (1887—1888),  p.  80. 

479)  AdUr  ^'^%  p.  421,  „d'Ocagne",  p.  184. 

480)  d'Ocagne  *^%  p.  844;  Pesci  und  Sareau  beschränken  sich  auf  Punkt- 
koordinaten. —  Jede  kollineare  Transformation  einer  Tafel  giebt  wieder  eine 
richtige  Tafel;  über  die  Erzielung  der  besten  Anordnung  durch  eine  solche 
Transformation  s.  „d*Ocagne'\  p.  185,  die  Benützung  der  Methoden  der  Per- 
spektive (nach  Lafay\  p.  187;  das  Abbrechen  der  Skalen  p.  140,  150. 

Bnojklop.  d.  math.  Wissensoh.    I,  66 
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Vereinigang  zweier  Tafeln  der  TOrhergehenden  Art  gelingt  die  Dar- 
stelltmg  [einer  Gleichong  F{xi,  x,,  a^,  arj  =-  0  zwischeoi  vier  Ver- 
SnderlidLen,  &lls  dieselbe  durch  Eli- 
mination einer  Hfil&reränderliclien  s 
ans  zwei  äleichangen  der  Form: 

erhalten  worden  kann**')"*)-    Den  Ge- 
danken,   als    Transrersole    statt   einer 


» 


481)  Die  Glieder  der  dritten  Beilie  nnd  beiden  DetenninBatan  gemeiniam. 
Den  Wert  von  k^  sa  gegebenen  Werten  von  te,,  x,,  x^  findet  man,  indem  man, 
H.  Fig.  fil,  die  Teibindaiigtgende  der  Ponkte  a^  nnd  x^  der  enten  beiden 
Skalen  am  ihren  Schnittpunkt  mit  dem  Tiftger  der  c-Slula  (die  nicht  anagefllhrt 
zu  sein  braucht)  dreht  —  daher  die  Beieichnong  „abaqne  k  pivotement"  von 
^Oeagne,  Ann.  pouts  chants^a,  l"  trimestre  I89S,  p.  807  —  bis  sie  durch  den 
Fonkt  Xf  der  8.  Skala  geht,  nnd  am  Schnittpunkt  mit  der  1.  Skala  abliest.  — 
Einfachste  FUIe: 

•P,  +%  =  9t  +  **- 

Ti-pi +  /;■=  T,  »«  +  /.■ 

Beispiele  „d'Ocagne",  p.  231,  229,  988;  allgemeine  Qleicbnngsform  p.  218. 

iS8)  Betreffs  der  zahlreichen  Anvendungen,  die  TOn  der  Methode  der 
fluchtxechten  Ponkte  schon  gemacht  worden  aind,  sei  ansaer  auf  iOeagne,  Pete!, 
3or4au  verwiesen  anf  Mehmke,  Ann.  Phys.  Chemie  (2)  41  (1890),  p.  S92  n.  Taf.  VII; 
Centralblatt  Banvenraltang  1890,  p.  418;  D^ok's  Katalog,  Nachtrag,  HBnchen 
1898,  p.  9,  19;  Zeitachr.  Math.  Phja.  U  (1899),  p.  6fl  n.  Taf.  I— III;  H.  Mimrtr, 
Graphische  Tafeln  für  meteorologische  nnd  phyBikalieche  Zwecke,  Diss.  Strasa- 
hn^  1894,  Coedseeb  ***);  femer  auf  den  Bericht  von  d'Ocagne,  Bevae  g^uärale  des 
Sciences  9  (1898),  p.  IIQ,  sowie  anf  O.  Päd,  Periodico  di.Hatematica  (3)  S  (1899 
—1900),  p.  801;  ^Oeagnt,  Par.  C.  R.  180  (1900),  p.  664;  E.  StMor.  Lon¥ain  Union 
Ingän.  VUm.  1900,  p.  S38,  1901,  p.  8.  —  Dass  die  Methode  auch  bei  empi- 
rischen Fnnktionen  gelegentlich  anwendl>ar  nnd  nützlich  ist,  sieht  man  ana  dm 
Beispielen  „d'Ocagne",  p.  208,  206,  207  (von  M.  Beginn,  Lafa^,  JlateiMi> 
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Geraden  eine  krumme  Linie  zu  nehmen,  hat  Adler *^^)  erwogen, 
E.  Goedseels^^)  weiter  verfolgt.  Von  AcUer  rührt  auch  der  Gedanke 
her,  aus  der  Ebene  in  den  Baum  zu  gehen *®^),  auf  welchem  Ge- 
danken der  Apparat  von  Mehnike  zur  Auflösung  vier-  und  fünfglied- 
riger  Gleichungen,  s.  Fig.  52  beruht*®^).    S.  auch  Nr.  47. 

47.  Mehrfach  besifferte  Elemente.  Sind  zwei  sich  kreuzende 
einfach  unendliche  Scharen  kotierter  Linien  gegeben,  so  lassen  sich 
dem  Schnittpunkt  irgend  einer  Linie  der  einen  Schar  mit  einer  Linie 
der  andern  Schar  die  Koten  beider  Linien  als  Doppelkote  zuweisen. 
Führt  man  durch  diese  doppeltkotierten  Punkte  eine  dritte  Schar 
von  Linien,  so  übertragen  sich  auf  letztere  die  Eotenpaare  der  Punkte 
—  der  Begriff  einer  binären  Skala,  welcher  am  Schluss  von  Nr.  46 
auftrat,  gehört  offenbar  hierher  —  und  es  schneidet  die  neue  Linien- 
schar jede  weitere,  ihr  nicht  angehörige  Linie  in  Punkten,  von  denen 
jeder  als  Überlagerung  unendlich  vieler  doppeltkotierter  Punkte  an- 
gesehen werden   kann   („verdichtete  Punkte*'*^')).     In   dem   Ersetzen 


488)  S.  *^<0i  P-  ^22  u.  *"),  p.  87;  ÄdUr  läset  Transversalen  zu,  die  von 
Fall  zu  Fall  gezeichnet  werden  müssen. 

484)  Les  proc^däs  pour  simplifier  les  calculs  ramen^s  ä  Temploi  de  deux 
transversales...,  Bruxelles  1898,  Abdruck  aus:  Brux.  Soc.  scient.  Ann.  28' 
(1898/1899),  p.  1  („d*Ocagne'*,  p.  284,  288,  241),  unabhängig  von  Adler.  Ooed- 
seels  bevorzugt  Linien  von  unveränderlicher  Form  (z.  B.  Kreise  mit  konstantem 
Halbmesser,  rechtwinklige  Geradenpaare),  oder  aus  gegenseitig  beweglichen 
Teilen  solcher  zusammengesetzte  Transversalen. 

485)  S.  *^^,  p.  428.  Ohne  Beweis  wird  mitgeteilt:  Vier  Geraden  durch 
einen  Punkt,  ebenso  die  Seiten  eines  windschiefen  Vierecks,  lassen  sich  mit 
Zahlen  so  belegen,  dass  die  an  vier  Punkten  einer  Ebene  stehenden  Zahlen 
^n  ^it  ^81  '  immer  der  Gleichung  0  =  x^x^x^  genügen. 

486)  Unabhängig  von  Adler,  Dyck's  Katalog,  München  1892,  p.  158,  aus- 
führlicher Zeitschr.  Math.  Phys.  43  (1898),  p.  888  („d*Ocagne'\  p.  850).  Die 
Wurzeln  der  Gleichung: 

f'  +  ae'  +  bfi  +  c^0 

liest  man  ab  an  den  Schnittpunkten  der  zur  Ezponentenverbindung  (m,  n,  p) 
gehörigen  (als  Band  einer  Blechschablone  dargestellten)  eingeteilten  Kurve  mit 
der  Yerbindungsebene  der  zu  den  Werten  a,  b,  c  gehörigen  Punkte  der  drei 
parallelen  Axen  (bezw.  an  den  scheinbaren  Schnittpunkten  der  Kurve  mit  der 
aus  dem  Punkt  h  gesehenen,  durch  einen  gespannten  Faden  dargestellten  Ver- 
bindungsgeraden  der  Punkte  a  und  c,  vgl.  Fig.  52,  welche  die  Einstellung  fOr  das 
Beispiel  f*  —  6f*-\-Ql/^-\-l  =  0  zeigt).  Jede  der  auswechselbaren  Schablonen 
entspricht  dem  zu  positiven  Werten  von  t  gehörigen  Teile  der  betr.  Kurve; 
wegen  der  Bestimmung  negativer  Wurzeln  vgl.  Anm.  478.  Bei  fünfgliedrigen 
Gleichungen  tritt  eine  Kurvenschar  an  Stelle  der  einzelnen  Kurve. 

487)  „Points  condens^s",  „d*Ocagne*',  p.  296. 
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einfiwhkotieTter  Elemente  darch  doppeltikotierte  bezw.  gewShnlidier 
Skalen  dnidi  binäre  oder  durch  aas  Terdichteten  Punkten  gebildet« 
Skalen  hat  man  ein  Mittel,  Tafeln  so  za  erweitern,  dasB  sie  Qlei- 
dmngen  mit  bia  zur  doppelten  Anzahl  Ton  TerÖnderlichen  darBtellen 
können,  welches  Mittel  bei  Gartesischen  Tafeln  (Nt.  44)  sowohl^ 
wie  bei  Tafeln  mit  äuchtrechten  Paukten*")''''')  oder  mit  beliebigen 
Transrersalen  (Nr.  46)  anwendbar  ist**').  Eine  Tafel  zor  AoflSsong 
Tollfltändiger  knbischer  Qleichungen,  Fig.  63,  sei  als  Beispiel  Tor- 
gefUhrt*"). 

Wenn  man  in  einem 
Liniennetz  das  ein  System 
doppelt  kotierter  Punkte  be- 
stimmt, die  eine  der  buden 
Scharen  einitech  kotierter 
Linien,  die  das  Ketz  bilden, 
oder  beide,  mit  doppelter 
\Cix,9.%}  Kotierung  versiehi  (d.  h. 
selbst  von  einem  System 
doppelt  kotierter  Punkte  her- 
leitet), BO  fligiebt  sich  ein 
System  Ton  Punkten  mit  drei  oder  vier  Koten,  welch'  letztere  auf 
eine  durch  diese  Punkte  gehende  weitere  Schar  von  Linien  flbet^ 


■^•y^ — — 


488)  Beiipiel  einer  CarteBiBchen  Tafel  mit  binären  Skalen  an  beiden  Aren, 
also  fflr  fünf  VaranderUcbe,  Ch.  LoRemond,  Nivellement  de  baate  präciuon, 
PariB  1889,  p.  S94  („d'Ocagne",  p.  303). 

139)  Wahracheinlich  ELItestea  Beispiel  (anoh  fär  das  Auftreten  einer  bin&ren 
Skala)  die  Tafel  von  E.  Gangitillet  n.  W.  Ä.  KvtUr,  öiterr.  Ing.-  u.  Arch.-Ver. 
ZeitBchr.  S1  (1869),  p.  &0  and  Tafel  Nr.  9  (die  Tafel  sehr  verbreitet  dorcli  Ab- 
druck im  Handbnch  Ingenienrwissensoh.  S,  Leipdg  1679,  Tafel  18,  nnd  im 
Taschenbach  des  In^enienrs,  hrsg.  t.  Ter.  „Hfltte"  [versch.  Anfl.],  fflr  schief- 
winklige Axen  nrnkonstmiert  nnd  verbeitert  „Sorean",  p.  18S). 

490)  Der  Oedanke  allgemein  €aitwickelt  von  d'Oeogne  znent  fOr  vier  Ver^ 
Bnderliche  —  eine  der  drei  Skalen  sn  einer  binfiren  erweitert  —  Par.  C.  B.  IIS 
(1891),  p.  421,  dann  fOr  fünf  und  sechs  Veränderliche  „d'Ocagne"  1891",  p.  90 
(doppelt  kotierte  Punkte  hier  „poiats  donblement  isoplöthes"  genannt).  Beispiele 
und  weitere  Litt«ratur  „d'Ocagne",  p.  880  ff.  sowie  , Jesci"  und  „Sorean". 

491)  Aach  schon  bei  Tafeln  mit  vereinigten  Skalen  (s.  Nr.  41  und  Anm.  4SI), 
Beispiel  LaiimoHd  *"),  p.  143  sowie  „d'Ocagne",  p.  806,  306,  811  (von  JPrivot, 
Gumeet,  LaÜewMnd)  nnd  „Sorean";  die  Anwendung  auf  hesagonale  Tafeln  be- 
reits in  Nr.  46  gezeigt, 

49S)  In  der  Qleichting  «■  -|-  ai*  -{-  te  -{-  c  —  0  sind  a  nnd  b  lu  FaraUel- 
koordinaten  w,  v  uner  Geraden  genonmien,  wodurch  dieselbe  in  die  eines  Sjstemi 
TOD  Punkten  mit  der  Doppelkote  (<,«),  nbnlich  M*u-i-tv-^{t'-{-e)^0  flbeigetat. 


B.  Mehmke:  Numerisches  Bechnen. 


ÄnflQeiiiig  TollHtäudiger  kubischer  OleichnDgen. 
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tragen  werden  konnten  (vgL  die  dreifach  kotierten  Linien  C  in 
Fig.  54).  Durch  Wiederholung  dieses  Verfahrens  gelangt  man  zu 
Elementen  mit  beliebig  vielen  Koten  und  Skalen  von  beliebiger 
Vielfachheit*»»). 

48.  Bewegliohe  Systeme.  Der  Nomographie  erschliessen  sich 
neue  Gebiete  durch  Anwendung  von  zwei  oder  mehr  beweglichen 
kotierten  Systemen^  die  zu  einander  in  bestimmte  Lagen  gebracht 
werden*»*).  Nimmt  man  blos  in  einer  Richtung  Beweglichkeit  an, 
so  ergeben  sich  die  Rechenschieber,  die  im  folgenden  Abschnitt  be- 
sprochen werden  sollen.  Verschiebung  in  zwei  Richtungen  findet  bei 
C,  Beuschle^s  graphisch-mechanischen  Apparaten  zur  Auflösung  von 
Gleichungen  statt *»^)*»*).    Im  Falle  der  kubischen  Gleichung: 

(1)  x^  +  bx*  +  cx  =  d 

schreibt  BeuscMe  zunächst: 

a:(a:»  +  6a;  +  c)  =  d 
und  setzt: 

(2)  y  =  x^  +  hx  +  c, 
wodurch  Gleichung  (1)  übergeht  in: 

(3)  xy  =  d. 

Man  hat  die  Punkte  a  und  b  auf  den  paraUelen  Axen  durch  eine  Gerade  zu 
verbinden^  an  den  Senkrechten  durch  die  Schnittpunkte  dieser  Geraden  mit  der 
Kurve  zum  Parameter  e  liest  man  die  Wurzeln  ab.  Diese  Anordnung  von 
Mehmke,  s.  Dyck's  Katalog,  Nachtrag,  p.  9,  Nr.  40 d,  w&hrend  in  „d^Ocagne 
1891*^  p.  81  und  pl.  Vm,  5  >=  i«,  c  —s  e  gesetzt  und  a  zum  Parameter  einer 
Kurvenschar  genommen  ist.  Eine  ähnliche  Tafel  zur  Auflösung  biquadratischer 
Gleichungen  der  Form  ;»*  +  jb'  +  o«*  +  5«  +  c  =  0  „d'Ocagne",  p.  339  (Hülfis- 
tafel,  um  eine  beliebige  biquadratische  Gleichung  auf  diese  Form  zu  bringen, 
ebenda  p.  340);  das  Verfahren  ist  auf  alle  Gleichungen  mit  4  bezw.  6  Gliedern 
anwendbar. 

493)  S.  „d'Ocagne^S  p.  361 ;  Beispiel  p.  356  (hezagonale  Tafel  mit  temären 
Skalen,  nach  Lallemand). 

494)  Bewegliche  Linien  sind  als  Zeiger  zum  Ablesen  schon  in  Nr.  45 — 47 
vorgekommen. 

496)  Graphisch-mechanische  Methode  zur  Auflösung  der  nimierischen  Glei- 
chungen, Stuttgart  1884. 

496)  Graphisch-mechanischer  Apparat  zur  Auflösung  nimierischer  Glei- 
chungen, Stuttgart  1885  (auch  eine  französische  Ausgabe).  Der  Apparat  be- 
steht aus  einer  Tafel  mit  einer  Schar  gleichseitiger  Hyperbeln  und  einer  auf 
Gelatine  gedruckten  Parabel;  er  dient  zur  Auflösung  quadratischer  und  kubi- 
scher Gleichungen.  Später  bat  ReusMe  gezeigt,  Zeitschr.  Math.  Pbys.  31  (1886), 
p.  12,  dass  mit  demselben  Apparat  auch  biquadratische  Gleichungen  (mittelst 
der  gemeinsamen  Tangenten  der  Parabel  und  einer  Hyperbel)  gelöst  werden 
können. 
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Es  werden  x  und  y  als  Gartesische  Koordinaten   eines  Punktes   be- 
trachtet.   Die  Parabel  (2)  entsteht  aus  der  auf  einem  durchsichtigen 

Blatt  gezeichneten  Parabel 
y  =  x^  durchParallelverschie- 
ben*^;  die  Schnittpunkte  der 
verschobenen  Parabel  mit  der 
zum  Wert  d  gehörigen  Hy- 
perbel der  Schar  (3),  s. 
^  Fig.  55*®*),  geben  durch  ihre 
Abscissen  die  reellen  Wurzeln 
der  Gleichung  (1).  Bei  der 
biquadratischenGleichungmit 
auf  Eins  gebrachtem  Absoluir 
glied: 

(4)  aa;*+6ic'+ca:*=dir+l 
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Fig.  66. 
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dienen  gemäss  der  Zerlegung  in: 

(5)  y  =  ax^  +  6a;  +  c 
und: 

(6)  x^y  =  dx+l 

zur  Auflösung  die  durch  (5)  dargestellte  verschobene  Parabelschar 
y  =  aa^  und  die  „trinomische  Hyperbelschar  3.  Ordnung"  (6)*^. 
Auf  Gh-und  einer  derartigen  Absonderung  eines  quadratischen  Faktors 
aus  drei  benachbarten  Gliedern^  können  noch  Gleichungen  7.  Grades 

497)  Allgemeiner   die  Parabel   y  =  ax'*  -\'  hx  -{-  c   aus  der  zum  gleichen 
Wert  von  a  gehörigen  Parabel  der  Schar  y  =  ax*.    Die  Axe  der  verschobenen 

Parabel,  welch'  letztere  durch  den  Punkt  c  der  j^-Axe  geht,  ist  a;  =  —  — ;  zum 

Zweck   der    Einstellung    kann    ausserdem    noch    die    Ordinate    des    Scheitels, 

y  == ,  berechnet  werden. 

498)  Die  Figur  66  entspricht  dem  Beispiel: 

Ä*  +  2  a;«  —  0,26  x  =  0,6  (Wurzeln  0,6,  —  0,6,  —  2). 

499)  W.  Heymann  löst,  Zeitschr.  Math.  Phjs.  43  (1898),  histor. -litterar. 
Abteilung,  p.  97,  die  zuvor  in  die  Form  (rc*  —  o)*  =  a;  +  6  gebrachte  biquadra- 
tische Gleichung  mittelst  zweier  Exemplare  der  Parabel  t;  =  u'  durch  Auf- 
einanderlegen nach  Massgabe  der  Gleichungen: 

ir*  =  a  -f  y,        y'  =  &  -f  a;. 

600)  Die  Absonderung  eines  kubischen  Faktors  aus  vier  benachbarten 
Gliedern  fiihrt  auch  nicht  weiter,  diejenige  eines  linearen  Faktors  aus  zwei  be- 
nachbarten Gliedern  einen  Schritt  weniger  weit,  s.  Beuschle  ^*^,  p.  46,  42 ;  femer 
wegen  der  Absonderung  aus  den  niedersten  oder  aus  mittleren  Gliedern,  statt 
aus  den  höchsten,  ebenda  p.  36,  40,  44. 
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mit  einem  der  Einheit  gleichen  Koeffizienten^  denen  drei  Glieder 
fehlen^  überhaupt  Gleichungen  mit  vier  willkürlichen  Konstanten^*) 
durch  Aufeinanderlegen  zweier  Kurvenscharen  gelost  werden^. 
Weiter  kommt  man  mit  der  logarithmographischen  Methode  (Nr.  41 
und  42)^  da  sie  noch  Gleichungen  mit  bis  zu  sechs  Gliedern  und 
lauter  von  Eins  verschiedenen  Koeffizienten  ^•),  unter  anderen  Glei- 
chungen  7.  Grades ;    denen    zwei   beliebige   Glieder    fehlen^    mittelst 

601)  Wofern  eben  ein  quadratischer  Faktor  abgesondert  werden  kann,  von 
welcher  Beschränkung  die  (zwar  nur  bei  Gleichungen  mit  drei  Eonstanten 
anwendbaren,  aber  einfacheren  und  leichter  zu  handhabenden)  Tafeln  von 
cFOcagne***),  wie  auch  die  logarithmischen  Tafeln  (s.  oben)  frei  sind.  Bei  der 
4-gliedrigen  Gleichung: 

x"^  +  ßaf"  +  yix^  =  6 

schlSgt  Beuschle  **^,  p.  64  die  Zerlegung : 

vor,  die  zwei  Kurvenscharen  nötig  macht,  während  die  Auflösung  nach  d'Ocagne 
nur  eine  Eurvenschar,  die  logarithmische  Behandlung  sogar  nur  zwei  einzelne 
Kurven  erfordert.    Bei  d-gliedrigen  Gleichungen  der  Form: 

ir  +  §0^  =  y, 

▼gl.  ^*^,  p.  60,  62,  zeigt  sich  Beuschle^s  Methode  weniger  günstig,  als  selbst  die 
von  lAÜanne  (s.  Nr.  44,  S.  1029). 

502)  BetMMe  entwickelt**^,  p.  48 ff.  noch  eine  „Baumlösung*^,  bei  der 
man  drei  gegenseitig  bewegliche  Kurvenscharen  nötig  hat  und  über  sechs  will- 
kürliche Konstanten  verfügt,  also  noch  bis  zu  Gleichungen  7.  Grades  kommt, 
denen  ein  Glied  fehlt.    Die  allgemeinste  Gleichung  5.  Grades  z.  B.: 

(1)  ax^  +  hx*  +  ex*  «==  dx*  -f  cä  +  /"i 

wird  durch  Absonderung  zweier  quadratischer  Faktoren  in  das  gleichwertige 

System: 

(2)    y  '^  ax*  +  hx  +  c,        (3)  z  ^  dx*  +  ex  +  /*,        (4)  x*y  =  z 

zerlegt.  Nachdem  die  Fläche  (4)  etwa  in  Grund-  und  Aufriss  durch  eine  Reihe 
wagerechter  Schnitte  dargestellt  ist,  muss  man  durch  Versuche  den  Wert  y  so 
bestimmen,  dass  der  Schnittpunkt  der  Kurve  x*y  =  y  mit  der  durch  Verschieben 
aus  y  ^=B  ax*  erhaltenen  Parabel  (2)  im  Grundriss  einerseits  und  der  Schnitt- 
punkt der  Geraden  s  =  y  mit  der  durch  Verschieben  aus  z  ss  dx*  erhaltenen 
Parabel  (8)  im  Aufriss  andererseits  in  einer  Senkrechten  liegen;  die  gemeinsame 
Abscisse  dieser  Punkte  ist  eine  Wurzel  der  Gleichung. 

608)  Allgemeiner  alle  Gleichungen,  die  durch  Elimination  von  y  aus  zwei 
Gleichungen  der  Form: 

«V  +  ««^iT  +  ha^t/^  +  c  -=  0, 

a:*'/  +  a'ary  +  5'a5^/  +  c'  -  0 

hervorgehen,  wobei  die  Exponenten  auch  negative  und  gebrochene  Zahlen  sein 
können.  —  Der  Gedanke  von  BeuscMe'B  „Baumlösung*'  *•■),  auf  die  logarithmo- 
graphische  Methode  angewandt,  würde  noch  Gleichungen  mit  acht  Konstanten, 
z.  B.  die  allgemeinste  Gleichung  7.  Grades,  zu  behandeln  erlauben. 
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zweier  verschiebbaren  Kurven  scharen  mechanisch  aufzulösen  ge- 
stattet"")^*), und  erstmals  auch  Systeme  von  zwei  Gleichungen 
mit  zwei  Unbekannten^^)*"*).  Weil  nämlich  das  logarithmische  Bild 
(s.  Nr.  41,  S.  1020)  der  Funktion: 

p  =  +  aaf  +  haf* 
dnrdi  ParallelTeiBchiebeD  ans  dem  der  Fnnktion: 

hervorgeht,  dasjenige  der  Fnniüon: 

y  =  4-  ojJ  4-  6a?"  +  cstf 
durch  ParallelrerBohieben  aoa  einer  bestimmten  Eorre  der  Schw,  die 
in  den  logarithmiachen  Bildern  von: 

y=±af  +  af  +  X3f 


Jf 


mit  X.  als  Parameter,  beetebt^,  so  kann  z.  B.  die  allgemeine  trino- 
mische  äleichnng: 

604)  Mehmkt,  CiTilinKenienr  86  (1889),  p.  629. 

506)  MAnke,  Zeitachi.  Math.  Ph;B.  86  (1890),  p.  184. 

60«)  ZuBammenfuEende  DanteUang:  Mehmke,  Djck'a  Eatal<%,  Nachtrag, 
p.  10,  Nr.  40  e  („d'Ocagne",  p.  876). 

BOT)  S.  "'),  p.  6S0,  681.  Die  EinBtoUang  erfordert  keine  Rechnung,  es  ge- 
nügt,  das   dnrchiichtige,   die  Kurve  y  =  ±  x*  ±  :c"  bezw.   die  Eurvensahac 
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a:'"  =  +  hx'*  +  c, 
nachdem  sie  durch  EinBetzen  Ton  x'"  =»  x  auf  die  Form : 

i^=  +  hx  +  c 
gebracht  ist,  mittelst  der  Eiure  Fig.  56,  dem  logarithmischen  Bilde 
von  y  ^  i  ^  +  1  )***)  zusammen  mit  einer  Qeraden,  dem  logarith- 
mischen Bilde  von: 

gelöst  werden,  die  allgemeinste  Gleichung  3.  Grades: 


Kg.  fi7. 
vermöge  der  Zerl^ung  in: 


if  —  ±  jr*  ±  ;c"  ±  l:r"  tragende  Blatt  so  in  legem,  das«  bei  Wahrung  der 
Äxenrichtongen  die  darauf  gazeichneten  Geraden  y  ^  sc  imd  y  ^  z"  durch  den 
Ponkt  a  bezv.  b  der  logaiithmiech  geteilten  y-Aze  dei  festen  Sjetenu  geht. 

508)  Das  als  einzige  Kurve  betrachtete  Gebilde  Fig.  &6  besteht  ans  drei 

Zweigen,   entsprechend    den   VorEeichenverbindungen   ++,  -\ ,  — -f*.    Die 

Einstellung  ist  von  den  Vorzeichen  der  Glieder  unabhängig;  vertauscht  man  in 
der  Gleichung,  um  die  negativen  Wurzeln  za  erhatten,  x  mit  —  x,  so  tritt  an 
Stelle  des  laerst  benutzten  Zweiges  der  der  neuen  Zeichenverbindong  ent- 
sprechende.   Diese  Bemerkungen  gelten  allgemein. 

G09)  Die  Geraden  zn  verscMedenen  Werten  n/n  sind  anf  der  festen  Tafel 
im  voraus  gezeichnet,  s.  Fig.  67,  die  dem  Beispiel  x~  =  Sot  -f-  0,7  entspricht. 
An  den  Parallelen  zur  y-Äze  kOnnen,  weil  sie  durch  die  Teilpunkte  einer  loga- 
riüimischen  Bkala  in  der  a:-Axe  gehen,  die  WuTeln  selbst  (statt  der  Loga- 
rithmen) abgelesen  werden  (im  vorigen  Beispiel  ungef&hr  0,80  und  —  0,86). 
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mittelst  derselben  Enrve,  zusammen  mit  der  Kurve  Fig.  58,  dem 
logarithmischen  BUde  von: 

die  allgemeinste   Gleichung  5.  Grades   auf  Grund  der  Schreibweise: 
ax*±bx±c  =  +  dcr^  +  ear^± ex-»  "<>) 

mittelst  der  beiden  Kurven- 
scharen  mit  den  Parametern  A 
und  fty  die  logarithmisch  zu: 

y  =  +  a?*  +  a?  +  A, 

y  =  +  ftfl?-*  +  ar  *  +  ar  » 

gehören.  Die  entsprechende  Auf- 
lösung zweier  Gleichungen  mit 
zwei  unbekannten  erfordert  fOr 
die  eine  und  die  andere  Glei- 
chung je  eine  Kurve  oder  Kurven- 
schar,  je  nachdem  die  betreffende 
Gleidiung  drei  oder  vier  Glieder 
hat*").  Die  imaginären  Wurzeln 
reeller  trinomischer  Gleichungen, 
wie  auch  die  sämtlichen  Wurzeln 
trinomischer  Gleichungen  mit 
komplexen  Koeffizienten  lassen 
sich     durch     Aufeinanderlegen 

einer  Kurventafel  und  eines  geteilten  Axensystems  bestimmen*^*). 
Von    drehbaren    kotierten   Systemen    haben   Lallemand^^^)    und 

Lafay^^^)  Gebrauch  gemacht. 

49.    Allgemeine  Theorie  von  d*Ooagne.     M.  cFOcagne  hat   mit 
Erfolg  die  Aufgabe  in  Angriff  genommen,   die  möglichen  Arten  der 

510)  Die  an  sich  nicht  nötige  Division  mit  einer  Potenz  von  x  bezweckt, 
günstige  Schnitte  für  die  Kurven  herbeizofohren,  vgl.  Anm.  399. 

611)  Beruht  darauf,  dass  das  logarithmische  Bild  einer  Gleichung  der  Form: 

^(«,y)=^Cr.a;'"'y"' 

durch  Verschieben  aus  einer  Kurve  entsteht,  die  zu  einer  Gleichung  derselben 
Form,  aber  mit  drei  der  Einheit  gleichen  Koeffizienten  gehört,  s.  ^,  p.  11 
(durch  räumliche  Betrachtungen  abgeleitet  ^°^).  Über  die  ohne  Rechnung  aus- 
führbare Einstellung  s.  *<»«),  p.  12,  „d'Ocagne",  p.  379,  880. 

512)  S.  Mehmke,  Dyck's  Katalog,  Nachtrag,  p.  16,  Nr.  40  f 

613)  S.  "»),  p.  149  („d'Ocagne",  p.  371). 

614)  Ann.  Chimie  Physique  (7)  16  (1899),  p.  603  („d'Ocagne*',  p.  374). 


Fig.  58. 
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ebenen  Darstellung  einer  Oleichnng  zwischen  n  Yeränderlichen  sämtlich 
zu  bestimmen  und  nach  zweckmässigen  Gesichtspunkten  zu  ordnen; 
er  hat  überdies  eine  Zeichensprache  eingeführt^  die  den  Bau  einer 
jeden  Gattung  graphischer  Tafeln  kurz  und  treffend  zur  Anschauung 
bringt  ^^*).  Kotierte  Punkte  und  Linien  bilden  die  Elemente  einer 
jeden  graphischen  TafeP^*).  Die  einzige  mit  dem  Auge  sicher  er- 
kennbare Lagenbeziehung  ist  die  Berührung  zweier  Elemente^  die  im 
Fall  eines  Punktes  und  einer  Linie  bedeutet,  dass  der  Punkt  auf  der 
Linie  liegt *^'^,  und  von  cFOcagne  durch: 

ausgedrückt  wird,  unter  E  und  E'  die  beiden  Elemente  verstanden. 
Liegt  auf  einer  Ebene  mit  den  starr  verbundenen  Elementen  E^^  E^y , , , 
eine  andere  mit  den  Elementen  E^,  E^y . . .,  so  ist  die  gegenseitige 
Lage  beider  Ebenen  durch  drei  Berührungen: 

TP    .—,    J?  '         TP    .—.    TP  '         TP    .-^    TP  ' 

bestimmt.     Besteht  ausserdem  die  Berührung: 

80  müssen  die  Koten  dieser  acht  Elemente  einer  gewissen  Gleichung 
genügen,  von  der  somit  eine  Darstellung  vorliegt  *^^.  Die  ersten  drei 
Berührungen  dienen  zum  Einstellen  ^^^);  mit  Hülfe  einer  derartigen 
vierten  Berührung  kann,  wenn  jene  Koten  bis  auf  eine  gegeben  sind, 
der  Wert  der  letzten  Kote  durch  Ablesen  gefanden  werden  ^^®).  Bei 
(m  -|-  1)  aufeinander  liegenden  Ebenen  kommen  3  m  Berührungen  auf 
das  Einstellen,  eine  weitere  Berührung  auf  das  Ablesen,  und  da  jedes 
der  (6m  4~  2)  Elemente,  die  paarweise  in  Berührung  treten,  mit  be- 
liebig vielen  Koten  behaftet  sein  kann,  erhält  man  auf  diese  Weise 
die  denkbar  allgemeinste  Art  von  Tafeln,  um  für  Gleichungen  mit 
n  Veränderlichen  die  Anzahl  91« '^  sämtlicher  Arten  von  Tafeln  mit 
(m  -f-  1)  aufeinander  zu  legenden  Ebenen  zu  finden,  muss  man  daher 


516)  Par.  C.  B.  126  (1898),  p.  397;  Par.  Soc.  Math.  France  Bull.  26  (1898), 
p.  16;  „d'Ocagne",  p.  390. 

516)  Es  können  auch  einige  nicht-kotierte  Elemente  vorkommen. 

617)  Das  Zusammenfallen  zweier  Punkte  oder  zweier  Geraden  gilt  für 
zwei  Berührungen,  s.  „d'Ocagne",  p.  396;  Zeichen  C3,  z.  B.  Pfl  P'  bedeutet, 
dass  die  Punkte  P  und  P'  zusammenfallen. 

618)  Kommen  unter  den  Elementen  der  einen  Ebene  drei  konzentrische 
Kreise  oder  parallele  Geraden  vor  —  sie  können  auch  zusammenfallen  —  so 
wird  eine  Berührung  überflüssig  und  kann  unbestimmt  bleiben,  s.  „d'Ocagne*^, 
p.  396;  Bezeichnung:  „•-<". 

619)  „Contact  de  position*^  und  „contact  de  r^solution",  „d'Ocagne**,  p.  393. 
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erstens  alle  Zerlegungen  der  Zahl  n  bilden  und  zweitens  in  jedem 
Falle  die  Zahlen^  in  die  man  n  zerlegt  hat^  auf  die  genannten  (6m-|-2) 
Elemente  verteilen^  wobei  Losungen^  die  durch  Yertauschungen  aus- 
einander hervorgehen^  nur  fQr  eine  zu  rechnen  sind^^).  Bei  einer 
einzigen  Ebene  ist  die  betreffende  Zahl  311  gleich  n/2  oder  (n — 1)/2; 
je  nachdem  n  gerade  oder  ungerade  ^'^).  Im  Falle  zweier  Ebenen 
hat  P,  Ä.  MdLC  Maihon  dieselbe  bestimmen  gelehrt ^'^;  z.  B.  ist: 

5R|  =  2,    5RJ  =  5,    SRJ  =  16,    5RJ  =  29,   5R«  =  64,    SRJ  =  110"*). 

Für  Gleichungen  mit  zwei^  drei  und  yier  Veränderlichen  und  Tafeln 
mit  einer  oder  zwei  Ebenen  hat  d'Ocagne  alle  Fälle  untersucht***). 
Als  Beispiele  für  die  Darstellung  einzelner  Gattungen  von  Tafeln 
durch  Formeln  seien  die  der  Gartesischen  Tafeln  (Nr.  44): 

P(«,y)«C(«)»»), 
und  die  der  Tafeln  mit  fluchtrechten  Punkten  (Nr.  46): 

p,(a:)-r,  p,(y)-r,  „-",  P.(^)-r»«0 

angefahrt"''). 


620)  Allerdings  findet  man  gleichzeitig  alle  Arten  von  Tafeln  mit  weniger 
als  (m  -|-  1)  Ebenen,  weil  nicht-kotierte  Elemente  zn  berücksichtigen  sind  und 
weil  die  gegenseitige  Lage  zweier  Ebenen  nnveränderlich  ist,  also  beide  Ebenen 
dnrch  eine  ersetzt  werden  können,  wenn  drei  nicht-kotierte  Elemente  der  einen 
Ebene  drei  nicht-kotierte  Elemente  der  andern  berühren.  Femer  ist  voraus- 
gesetzt, dass  jeder  Veränderlichen  blos  eine  Skala  zugewiesen  wird,  ygL 
die  Anmerkung  „d'Ocagne*^  p.  401. 

621)  S.  „d'Ocagne",  p.  400. 

622)  Mit  Hülfe  erzeugender  Funktionen,  Par.  Soc.  Math.  France  Bull.  26 
(1898),  p.  67.     S.  auch  IC  3,  Nr.  1. 

623)  S.  „d'Ocagne",  p.  402. 

624)  „d'Ocagne^^  p.  403,  406,  409  (Numerierung  der  Gattungen  hier  anders 
als  in  den  früheren  Arbeiten  ^^^). 

626)  Bedeutet,  dass  der  mit  den  Koten  x,  y  versehene  Punkt  P  —  Schnitt- 
punkt der  Eoordinattsnlinie  x  mit  der  Eoordinatenlinie  y  —  auf  der  Isoplethe 
C{z)  liegt.  Für  n  >•  2  der  einzige  Fall,  in  welchem  die  dargestellte  Funktion 
völlig  allgemein  ist,  s.  „d'Ocagne",  p.  406. 

626)  r  (Index)  bedeutet  die  beim  Ablesen  benützte  Gerade,  als  nicht- 
kotiertes  Element  einer  beweglichen  Ebene  gedacht;  die  ersten  drei  Berüh- 
rungen drücken  aus,  dass  die  Gerade  auf  beliebige  Weise  durch  die  Punkte  P^ 
und  P,  der  ersten  beiden  Skalen  mit  den  Koten  x  und  y  zu  legen  ist,  die  vierte 
besagt,  dass  der  gesuchte  Wert  z  am  Schnittpunkt  der  Geraden  mit  der  dritten 
Skala  steht. 

627)  Wenn  jedes,  der  Gleichung  F{x,  y,  xr, . . .)  =  0  genügende  Wert- 
system x,y,z,..,  ein  eben  solches  x\  y\  z\. . .  nach  sich  zieht,  wo  x'  =  qp(x), 
i/  SS  ^{x)j  /  =^  x(z), . . .  und  qp,  ^,  Xi  •  •  •  bekannte  Funktionen  sind,  so  kann  eine 
für  gewisse  Intervalle  der  Veränderlichen  x^  y^  z^ ., .  konstruierte  Tafel  obiger 
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y.   stetige  Bechenapparate  und  -Maschinen. 

Mit  der  für  diesen  Abschnitt  gewählten  Überschrift  soll  aus- 
gedrückt werden^  dass  die  jetzt  folgenden  Apparate  und  Maschinen 
(ganz  wie  die  graphischen  Tafeln)  mit  Skalen  für  die  gegebenen  und 
gesuchten  Grössen  ausgerüstet  sind^  die  eine  stetige  Veränderung 
dieser  Ghrössen  zulassen. 

50.   LogarithmiBOher  Beohensohieber. 

Litterahir:  Von  den  zahkeichen  im  19.  Jahrhundert  erschienenen  Be- 
schreibungen des  Rechenschiebers  gewöhnlicher  Form  sei  folgende  Auswahl 
genannt:  B,  A.  Bevan,  A  practical  treatise  on  the  sliding  rule  .  .  . ,  London 
1822;  Fr.  W.  Schneider,  Anweisung  zum  Gebrauch  eines  Rechenstabes...,  nach 
dem  Schwedischen,  Berlin  1825;  Fh.  Mouzin,  Instruction  sur  la  mani^re  de  se 
servir  de  la  rfegle  ä.  calcul,  dite  rögle  anglaise . . .,  8*"«  6d.  Paris  1887;  J.F.Ärtwr, 
Instruction  thäorique  et  applications  de  la  la  r^gle  logarithmique . . .,  Paris  1827, 
2«»«  6d.  1845  [Auszug  Ton  De  Bais-Villette,  Ann,  ponts  chauss^es  (2)  3  (1842, 
1*'  sem.),  p.  217];  L.  C.  Schulz  v.  Strassnicki,  Anweisung  zum  Gebrauche  des 
englischen  Rechenschiebers  .  .  .,  Wien  1843;  C.  Hoffmann^  Anleitung  zum  Ge- 
brauch des  Rechnenschiebers  .  .  . ,  Berlin  1847 ;  X.  Lälanne,  Instruction  sur  les 
r^gles  k  calcul...,  Paris  1851,  8*»«  öd.  1868  („Laianne"),  auch  englische, 
deutsche  und  spanische  Ausg. ;  F.  Guy,  Instruction  sur  la  rägle  ä.  calcul,  8*™*  6d, 
Paris  1856,  7*««  6d,  1872 ;  P.  M.  N.  Benoit,  La  rögle  ä  calcul  expliqude,  Paris 
1853;  Qitmtino  Sella,  Teorica  e  pratica  del  regolo  calcolatore,  Torino  1859  (auch 
französische  Übersetzung  von  G.  Mantefiore  Lern,  Liäge  1869) ;  K.  v.  Ott,  Der  loga- 
rithmische Rechenschieber  .  .  .,  Prag  1874;  2.  Aufl.  1891;  Ch.  Haare,  The  slide 
rule  and  how  to  use  it,  London  1875;  L.  TetmoQer,  Theorie  und  Gebrauch  des 
logarithmischen  Rechenschiebers  . . . ,  Zürich  1875  (Sonderabdruck  aus  C7i«2ittami's 
Graphischer  Statik,  durch  Beispiele  vermehrt);  Gros  de  Perrodü,  Theorie  de  la 
rägle  logarithmique  .  .  . ,  Paris  1885 ;  B.  K,  Esmarch,  Die  Kunst  des  Stab- 
rechnens .  .  .,  Leipzig  1896;  E.  Hammer,  Der  logarithmische  Rechenschieber 
und  sein  Gebrauch  .  .  . ,  Stuttgart  1898,  2.  Aufl.  1902  (,3a'nmier'') ;  G.  Croüice, 
La  r^gle  ä.  calcul  appliqu^  k  la  nayigation,  Paris  1898;  C.  H.  MÜUer,  Der  loga- 
rithmische Rechenstab  .  .  . ,  Progr.  Kaiser-Friedrichs-Gynm.  Frankfurt  a.  M.  1899 ; 
femer  sei  erwähnt  J.  Farey,  A  treatise  on  the  steam  engine  .  .  . ,  London  1827, 
chap.  7.  —  Beschreibungen  besonderer,  von  der  gewöhnlichen  stark  abweichen- 
der Formen  sind  in  den  Anmerkungen  zu  dieser  Nummer  namhaft  gemacht. 
Zu  verweisen  ist  femer  auf  die  unter  p.  952,  1007  und  p.  1024  angeführten 
Schriften:  d'Ocagne,  Le  calcul  simplifi^ . . . ;  von  Bohl,  Apparate  und  Maschinen . . . ; 


Gleichung  nach  Anbringung  neuer  Koten  an  den  Elementen  der  Tafel  auch  fflr 
Werte  ausserhalb  dieser  Intervalle  benützt  werden  (Prinzip  der  „superposition 
des  graduations*\  „d'Ocagne^^  p.  88).  Fflr  drei  Veränderliche  und  die  Annahmen 
af  =^l,Xy  y'i^fiy  —  ft  von  l  unabhängig  oder  aber  (»ssX*",  m  konstant  — 
sind   die   von  d'Ocagne  empirisch  gefundenen  Lösungen  Z'^A{a^y^^    bezw. 

z^^£i  \xf{xy  *")/  —  A  und  f  willkürliche  Funktionen,  n  und  p  konstant  — 
nach  G,  Koenigs  (s.  „d'Ocagne'',  p.  4SI)  die  allgemeinsten  ihrer  Art. 


I  F.  NnmerischM  BedmeB. 

BOwie  i^Ktuv-Terrier",  „Voglei"  and  „d'Ocagne".  —  Den 
Becheiuohieber  und  uidei«  loguiüuniache  BechenBppmrftto 
findet  man  ftucb  in  tectuiisclien  Lehr-  nnd  HudbflohBm 
beBchrieben,  c  B.  inTT.  JordoN.HandbndiderVeRiieMiuiga- 
kimde  9,  6.  Anfl.  Stnttgut  1897,  p.  180  ff.  —  Die  km- 
fDhrlicIiite  geaohichtliche  Zusunmenstellniig  giebt  A.  Favaro, 
Teneto  Irtitnto  Atta  (fi)  6  (1878/79),  p.  496  (gekflixt  in  „Fktsiv- 
Terrier"  >,  p.  70,  110). 

Fflr  sich  allein  oder  mit  and^'eai  HlU&milteln 
,  —  Tafelii,  Bechemnasohinen  —  zusammen  gebrancht 

i|.J'i  [  tBti  der  ebenso  viebeitige  als  leirtangafäliige  Bechen- 

Btab  oder  BecbenBchieber  (engliscli  slide  rnle,  frsn- 
zSsiBcb  r^e  ä  calcal)  toq  unschätzbarem  Werte. 
^.  I  -^  Seine  Überlegenheit  über  die  logarithmiachen  and 

Tnh  '^  andere  Zahlentafeln  beroht  auf  dem  ümatande,  dua 

mit  ihm  zusammengesetzte  B«chnangeit  Terschieden- 
ster  Art  mit  einem  Schilde,  d.  h.  mit  einer  einzigen 
Schieberstellang  oder  doch  ohne  BeacHtong  Ton 
Zwischenet^bnisaen  aasgeftthrt  werden  kSunen. 
Die  ureprOngliche,  von  E.  GwUer  (1630  oder  1623, 
Tgl.  Ann).  S89)  angegebene  Form,  die  sidi  unter 
dem  ilfamen  Gtunterskale  oder  „Qunter"  bis  beute 
erhalten  hat'*"),  war  die  eines  prismatiachen  Stabes 
oder  Lineals  mit  mehreren,  aaf  der  Vorder-  xmd 
RSokseite  der  Idlnge  nach  aufgetragenen  logarith- 
mischen und  anderen  Skalen  (s.  Nr.  43,  bea.Anm.417). 
.  Zur  Ausföhnmg  der  Multiplikation  z.  B.  war  das 
Abgreifen  und  Zusammenfdgen  der  Logarithmen  der 
Faktoren  als  Strecken  mit  einem  Zirkel  auf  der  „line  of 
numbers"  n5t^  (vgl.  Nr.  40).  Um  den  Zirkel  zu 
enparm,  wandte  1627  E.  Wingate"')  zwei  gleiche, 
fängs  einander  Terschiehbare  Sföbe  an,  wodurch  zu- 
gleich das  Ter&bren  al^ekürzt  wurd^  und  1657 
bildete    Seih  Paririäge^'^    den    zweiten  Stab    als 


638)  Bei  den  See&hrem,  vgl.  (aucb  weg^  einiger 
Abarten)  L.  Jtmuam,  Die  Gnnterokale  .  .  . ,  Eunbnrg  1S88. 

&S9)  Nach  C%.  Button,  Hathem.  Tables,  London  1786, 
Introdnction,  p.  86,  Favaro  verweist  auf  Wingate'a  Schrift 
„Of  natural  and  aiüfici&l  orithmetic",  London  1630. 

680)  Ebenfalls  nach  Ät«öon'").  Bei  „Laianne",  p.VI, 

alt  Quelle  angeführt:  Seih  Par^idge,  The  deecription  and 

nt  called  tbe  double  ecale  of  propoction  .  .  . ,  London  1671. 


i 
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Schieber  oder  ^irnge"  (franzosisch  r^glette,  languette,  Z  in  Pig.  59) 
aus,  die  in  einer  Nut  („Kulisse"  ^^^))  des  ersten  Stabes  gleitet.  Bis 
auf  die,  allerdings  wesentliche  Anbringung  eines  „Läufers"  (curseur  ^^, 
L  in  Fig.  59)  durch  A,  Mannheim  (gegen  1850),  welcher  zum  Fest- 
halten irgend  eines  Punkts  einer  Skala  und  zum  Aufsuchen  ent- 
sprechender Punkte  auf  parallelen  Skalen  ^  dient^  war  damit  in  der 
Hauptsache  die  endgiltige  Form  erreicht^. 

Sind  zwei  kongruente  lo- 
garithmische Skalen  gleichen    i 
Sinnes    beliebig    gegen    ein-  r 

ander  verschoben  und  stehen 
an    irgend    einer    Stelle    (s.  Pi»  eo 

Fig.  60)  die  Zahlen  a  und  6, 

an  einer  anderen  die  Zahlen  a!  und  V  einander  gegenüber,  so  ist  immer 
a  :  6  =  a' :  6'  ^^),  womit  die  Ausführung  von  Proportionsrechnungen, 
insbesondere  von  Multiplikation  und  Division^'*)  und  daraus  zu- 
sammengesetzten Operationen*'^)  gegeben  ist.     Da  von   den   unend- 

531)  In  der  französischen  Litteratur  wird  nicht  selten  coolisse  statt  r^glette 
gebraucht,  was  „Lalanne*^  p.  1  verwirft. 

682)  In  der  älteren  französischen  Litteratur  bezeichnet  curseur  oft  den  mit 
1  bezifferten  Anfangspunkt  der  Skala  des  oberen  Zungenrandes,  vgl.  „Lalanne*^ 
(der  dies  tadelt),  p.  7. 

688)  Mittelst  einer  zur  Bewegungsrichtung  senkrechten  Marke  (ligne  de  foi), 
nach  einigen  Wandlungen  jetzt  meist  ein  feiner  Strich  auf  der  Unterseite  eines 
Qlasplättchens  in  Metallfassung. 

634)  Im  einzelnen  bestehen  grosse  Verschiedenheiten  in  Bezug  auf  Anord- 
nung und  technische  Durchbildung.  Nicht  abgeschlossene  Entwicklung;  der 
Kontinent,  fraher  von  England  abh&ngig,  seit  Mitte  des  19.  Jahrhunderts  selb- 
ständig vorgegangen  (zuerst  Frankreich  die  Führung,  dann  Deutschland).  Skalen 
früher  meist  auf  Buchsbaumholz ,  jetzt  weissem  Zellhom  (1886  von  Deimeri  Sc 
Pope-Altona  eingeführt). 

686)  Hierauf  beruhen  die  meisten  Anwendungen  des  Bechensohiebers  und 
der  ihm  verwandten  Instrumente.  —  Die  beiden  Skalen  bilden  gleichsam  in 
jeder  gegenseitigen  Stellung  eine  fertige  Zahlentafel,  welche  (vermutlich  schon 
Wingate  bekannte)  Eigenschaft  von  J.  H,  Lambert,  Beschreibung  und  Gebrauch  der 
logarithmischen  Rechenstäbe . . . ,  Augsburg  1761,  2.  (?)  Aufl.  1772,  sehr  betont  wird. 

636)  Um  x=^  -ZT  c  zu  finden^  bringt  man  die  Stelle  a  der  einen  Skala 

(s.  Fig.  60)  zur  Deckung  mit  der  Stelle  5  der  andern,  sucht  auf  der  letzteren 
Skala  die  Stelle  c  und  liest  ihr  gegenüber  auf  der  ersten  Skala  ab.  Bei  ver- 
änderlichem c,  aber  festem  a  und  h  behalten  die  Skalen  ihre  gegenseitige  Lage. 
Im  Fall  der  Multiplikation  oder  Division  ist  &  «^  1  bezw.  c  as  i  (oder  a  »  1) 
zu  nehmen. 

687)  Nötigenfalls  den  Faktor  1  im  Zähler  bezw.  Nenner  genügend  oft  hin- 
zufügend stellt  man  die  Form: 
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lieh  Yielen  kongmenten  Abschnitten  der  logarithmischen  Skalen  (s. 
Anm.  389)  blos  eine  beschrankte  Anzahl,  oft  nur  je  einer,  benützt 
werden  kann,  so  findet  man  (ähnlich  wie  bei  den  Logarithmentafeln) 
von  dem  Ergebnis  im  allgemeinen  zunächst  nur  die  Ziffern,  während 
die  SteUung  des  Dezimalkommas  für  sich  ermittelt  werden  muss  ^. 

Beim  gewöhnlichen  Rechenschieber  tragen  der  obere  und  der 
untere  Rand  des  Stabes  und  der  Zunge  auf  der  Vorderseite^')  je 
eine  logarithmische  Skala,  die  man  in  der  Reihenfolge  von  oben  nach 
unten  (s.  Fig.  59)  mit  A^  B,  C^  D  za  bezeichnen  pflegt^);  A  geht 
von  1  bis  100,  "1)  D  von  1  bis  10;  B  stimmt  mit  A,  C  mit  2) 
überein  ^.  Zur  Ausführung  der  oben  genannten  Rechnungen  können 
entweder  die  benachbarten  Skalen  A  und  B  benützt  werden,  oder  C 
und  D.^ 

Weil  die  Längeneinheit  von  D  doppelt  so  gross  als  die  von  A 
ist,  findet  man  senkrecht  über  einer  jeden  Zahl  von  D  ihr  Quadrat 


a. 


X  ^  —  — i-  — i  . . .  —  c 
b  b^  h^         6, 

her,  bringt  nun  dem  Punkt  a  der  1.  Skala  den  Punkt  b  der  2.  Skala  gegenüber, 
sucht  auf  der  2.  Skala  den  Punkt  o,,  hält  den  gegenüber  liegenden  Punkt  der 

1.  Skala  fest  (etwa  mit  der  Marke  eines  Läufers),  bringt  ihm  den  Punkt  h^  der 

2.  Skala  gegenüber  u.  s.  w.,  und  liest  endlich  dem  Punkt  c  der  2.  Skala  gegen- 
über das  Ergebnis  ab. 

688)  Man  denkt  sich  etwa  bei  jeder  gegebenen  Zahl  das  Komma  yorläufig 
hinter  die  erste  geltende  Ziffer  gesetzt  („Normalwert^*  bei  Schneider,  „Nombre 
primordial**  bei  de  Perrodü  a.  a.  0.);  die  Stellung  des  Kommas  im  Ergebnis 
wollen  manche  durch  rohe  Schätzung  seines  Wertes  bestimmen  (s.  z.  B.  B.  Land, 
Centralblatt  Bauverwaltung  13  (1893),  p.  174  und  „Hammer**  p.  24),  andere  geben 
mehr  oder  weniger  ausführliche  Regeln,  wobei  sie  entweder  mit  den  Stellen- 
anzahlen rechnen  (z.  B.  Ldlanne,  Seüa,  Esmarch)^  oder  mit  den  (um  Eins  kleineren) 
Kennziffern  der  zu  den  Zahlen  gehörigen  Logarithmen  (z.  B.  v.  Ott,  de  Perrodü), 

539)  Li  der  Regel  befinden  sich  auf  der  Rückseite  der  Zunge  logarith- 
mische Skalen  für  sin  und  tg  und  eine  gleichmässig  geteilte  Skala,  die  mit  der 
Skala  2>  zusammen  die  Logarithmen  beliebiger  Zahlen  auf  drei  Stellen  und 
umgekehrt  finden  lässt. 

640)  So  schon  Bevan  a.  a.  0. 

641)  Die  rechte  Hälfte  wird  zwar  gewöhnlich  als  Wiederholung  der  linken 
aufgefasst,  also  wieder  von  1  bis  10  beziffert. 

642)  Letzteres  wenigstens  bei  den  französischen  und  deutschen  Rechen- 
schiebern mit  Läufer  („r^gle  Mannheim**  der  Firma  Tavemier-Grove^-Paris). 
Bei  denen  ohne  Läufer  („rägle  ordinaire**  der  genannten  Firma)  und  den  eng- 
lischen ist  auch  die  Skala  C  kongruent  mit  A\  die  Zahl  der  mit  einer  einzigen 
Schieberstellung  lösbaren  Aufjgfaben  ist  dann  geringer,  trotzdem  halten  manche 
noch  an  der  alten  Form  fest,  vgl.  E.  Erskine  Scott,  A  short  table  of  logarithms 
and  anti-logarithms  to  ten  places  of  dedmals  .  .  . ,  London  1897,  p.  XV. 

648)  So  etwas  genauer,  aber  weniger  bequem. 
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auf  A  und  umgekehrt  unten  die  Quadratwurzeln  der  oben  auf- 
gesuchten Zahlen.  Wenn  man  gleichzeitig  mehr  als  zwei  der  vier 
Skalen  verwendet,  lassen  sich  die  Werte  von  Ausdrücken  der  Form 

yC*,***)  j^Vc  und  ähnlichen'^*)  je  mit  einer  Schieberstellung  be- 
stimmen. 

Werden  zwei  kongruente 
logarithmische  Skalen   unglei- 
chen Sinnes  einander  beliebig  ^ 
gegenüber  gestellt  (s.  Fig.  61),  Fig.  61. 
so  erhält  man  statt  der  früheren 

Eigenschaft  die  andere,  dass  je  zwei  gegenüber  stehende  Zahlen  ein 
konstantes  Produkt  liefern,  ah  =  ah\  ^®) 

Quadratische  und   kubische  Gleichungen   lassen   sich   mit  Hülfe 
des  gewöhnlichen  Rechenschiebers  auflösen'^''). 


L 


T — r 


iS 


]  V-^ 


t    i  9  m 

-i — I    I    I 


544)  Auf  diese  Form  werden  durch  einen  kleinen  Kunstgriff  die  Inhalte 
und  die  Gewichte  von  Cjlindem,  Kugeln  u.  s.  w.  gebracht,  mittelst  Hülfszahlen, 
wie  solche  in  den  Anleitungen  und  auf  der  Bückseite  der  Stäbe  zusammen- 
gestellt sind. 

646)  Allgemeine  Form  --  y,  wo  beliebig  viele  der  Zahlen  a,  Ö,  y  entweder 

P 
gleich  den  Quadraten,  oder  gleich  den  Quadratwurzeln  gegebener  Zahlen  sein 

können. 

646)  Die  Zunge  des  Rechenschiebers  wird  herausgezogen  und  verkehrt 
(rechts  mit  links  vertauscht)  in  die  Nut  geschoben  (nach  Farey  a.  a.  0.  p.  642 
zuerst  von  W.  Pearson,  Nichelson's  Journal  1  (1797),  p.  460  vorgeschlagen);  bei 
der  neueren  Form  die  Skalen  A  und  S  dann  getrennt  und  der  Zusammenhang 
durch  den  Läufer  herzustellen.  Es  giebt  englische  Schieber  mit  verkehrter  Skala 
(bei  aufrechten  Ziffern)  auf  der  Zunge  (nach  Farey  a.  a.  0.  zuerst  von  WoUaston 
eingerichtet,  vgl.  noch  Bevan,  p.  98);  eine  solche  Skala  als  dritte  auf  der  Zunge 
des  Rechenschiebers  von  A.  Beghin  ^^'),  so  u.  a.  Berechnung  von  Produkten  aus 
drei  Faktoren  auf  einmal  möglich  (wie  mit  dem  „logarithmischen  Kubizierungs- 
maasstab"  von  M.  Schinzel,  D.  R.  P.  Nr.  26842  von  1883,  wo  zwei  Skalen  von 
der  Mitte  der  Zunge  nach  beiden  Seiten  gehen,  Gedanke  allgemeiner  schon  bei 
Vogler  ^^')).   Anwendungen  (auch  von  A  mit  0  u.  s.  w.)  grösstenteils  naheliegend. 

Erwähnt  sei  die  (näherungsweise)  Bestimmung  von  x  =*  yo&*:  Man  bringt  den 

Punkt  a  von  A  gegenüber  dem  Punkte  b  von  D  und  sucht  die  Stelle,  an  der 
gleiche  Zahlen  (x)  einander  gegenüber  stehen  (s.  auch  Anm.  647).  Übrigens 
können  dritte  Wurzeln  direkt  bestimmt  werden  durch  Gegenüberstellung  von 
D  mit  einer  weiteren  Skala  J^,  deren  Längeneinheit  1/8  so  gross  ist;  schon 
von  Bevan  a.  a.  0.  p.  63  ein  Schieber  mit  E  (,,line  of  triple  radius**)  auf  be- 
sonderer Zunge  beschrieben,  vgl.  Dych*»  Katalog,  Nachtrag,  p.  1,  Nr.  4b  (in  Eng- 
land ähnliche  Schieber  noch  im  Handel). 

647)  Durch  ein  indirektes  Verfahren.  E.  Bour,  Par.  C.  R.  44  (1867),  p.  22, 
stellt  die  Form  y'  i  y*  =  y*(y  i  l)  =  a  her;    ihr  entsprechend  hat  man  bei 

Encyklop.  d.  math.  WiMonich.    I.  67 
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Die  Berechnung  von  Ya^  +  b*,  "K^  +  T^^^  iV^'ilV^^  ^™*^ 
yerwandten  Ausdrücken  mit  einer  Schieberstellung  hat  W.  Bitter 
gezeigt"«). 

Die  gangbarste  GhrSsse  des  Rechenschiebers,  rund  26  cm  G^esamt- 
länge,  bei  der  die  Längeneinheit  der  am  meisten  gebrauchten  Skalen 
A  und  B  12,5  cm  betragt,  gewährt  eine  durchschnittliche  Oenanig- 
keif^^  von  etwa  0^2  7o-  Der  Wunsch,  ohne  wesentliche  EinBume 
an  Schnelligkeit  und  Leichtigkeit  der  Handhabung^  eine  grSsserB 
Genauigkeit  zu  erzielen '^^),  hat  eine  Menge  neuer  Eonstruktioneii 
veranlassb  Sollten  die  Skalen  geradlinig  bleiben  (s.  dagegen  Nr.  51), 
so  konnte  man  zuimchst,  wie  A,  Mannheim^^  und  A  Beghin^^^\  die 
ganze  Lange  des  Stabes  (statt  der  halben)  zur  Grundeinheit  nehmen, 
oder  aber  Skalen  von  betrachtlicher  Länge  in  Stücke  zerlegen  und  in 
letzterem  Falle   die  seitherige  Form  des  Rechenschiebers  möglichst 


c« 


verkehrt  eingeschobener  Zunge  die  1  von  0  unter  die  Stelle  a  von  A  zu  bringen, 
die  Zahlen  ron  A  in  Gedanken  um  1  za  vermindem  bezw.  zu  Termehren  nnd 
dann  die  Stelle  zu  Sachen,  an  der  aof  jenen  beiden  Skalen  sich  gleiche  Zahlen 
finden.  Fall  der  quadratischen  Gleichung  von  Bowr  nicht  näher  ausgeitlhii, 
dagegen  bei  „Favaro-Terrier*^  8,  p.  90  (mit  A  und  ff) ;  damit  verwandte  Methode 
(mit  A  und  B)  von  W.  Engeler  durch  E,  Hammer  mitgeteilt,  Zeitschr.  Ver- 
messungsw.  29  (1900),  p.  496;  verbesserte  Begel  von  H,  Zimmermann,  ebenda  80 
(1901),  p.  68.    Vgl.  auch  Nr.  58,  Anm.  586. 

648)  Schweiz.  Bauzeitung  28  (1894),  p.  87;  zwei  Ablesungen  und  eine 
Addition  bezw.  Subtraktion  von  1  nOtig. 

649)  Untersuchungen  darüber  liegen  vor  u.  a.  von  Bedlieh,  Zeitschr.  Bauwesen 
(Erbkam)  9  (1869),  p.  596  (wahrscheinlicher  Fehler  (I D  2,  Nr.  8)  proportional  dem  Er- 
gebnis, bei  den  B.echnungsarten  -j-  c  und  -j-  c*  zu  0,164  %,  bei  }/  a  und  1/  -^ 

zu  0,097  7^  ermittelt);  „Vogler**  p.  71,  73  (jedes  Produkt  mit  drei  Stellen  sicher 
zu  erhalten  bei  Skalen  von  69  cm  Längeneinheit,  in  999  unter  1000  Fällen  bei 
40  cm;  graphische  Darstellung  der  Schätzungsfehler  am  Rechenschieber,  Ver- 
gleich mit  graphischen  Produktentafeln);  Jordan  a.  a.  0.  p.  133  (Zusammen- 
stellung von  Versuchsergebnissen);  „Hammer**  p.  62. 

550)  Lange  Rechenschieber  —  51  cm  noch  im  Handel  —  unbequem  und 
verhältnismässig  teuer.  Lambert  ^*^)  Hess  vier  Fuss  lange  Stäbe  anfertigen. 
Fr.  Buth  verwendet  auf  Karton  gedruckte  Skalen  von  60  cm  Länge  (Einheit 
80  cm),  s.  Dingler's  polyt.  J.  242  (1881),  p.  149;  Dyck'B  Katalog,  Nachtrag,  p.  2, 
Nr.  4d. 

661)  Scharfe  und  genaue  Teilungen  vorausgesetzt,  in  massigen  Grenzen 
auch  beim  gewöhnlichen  Schieber  möglich  durch  Anwendung  einer  Lupe, 
s.  Jordan,  Zeitschr.  Vermessungsw.  21  (1892),  p.  876;  Handbuch  der  Ver- 
messungskunde, 2,  p.  134,  Fig.  6,  und  durch  die  von  0.  Sey/fert,  Centralblatt  Ban- 
verwaltung  8  (1888),  p.  548  vorgeschlagene  nonienartige  Ablesung. 

662)  „R^gle  ä  Gebelles  repli^s",  s.  etwa  Seüa  a.  a.  0.  p.  100. 
563)  Rägle  ä  calcul  modele  special .  .  . ,  Paris  1898,  2*»«  ^d.  1902. 


^ 
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beibehalten,  wie  K  Peravx  ^)  und  CA.  LaUemand  *"),  oder  die  Stücken 
reihenweise  in  einer  Ebene  anordnen,  wie  /.  2>.  Stereo"*),  Han- 
nyngUm''"),  b.  Fig.  G2,  Sclierer'"'''''),  H.  Proeil  "*),  oder  nach  den  Mantellinien 


Hantiyngton. 


G61)  S.  H.  van  HyfU,  lottructioii  eur  U  r^gle  ä  calcal  &  deux  r^glettes  ile 
E.  P^raui  .  .  . ,  Paria  ISSö  [erste  Blitteilimg  Ton  Benott,  Soc.  d'encaoragem. 
Bnll.  (8)  10  (1863),  p.  613].  Zwei  Schieber  in  zwei  KuliBsei)  (auf  derselben  Seite 
des  Stabes),  auf  deren  Rander  die  beiden  Stficke  einer  Skala  Ton  der  doppelten 
Länge  des  Stabes,  einmal  wiederholt,  verteilt  sind. 

656)  S.  Zeitschi.  VermeBsungSw.  23  (1900),  p.  233.  Ebenfalls  Längeueinbeit 
(1  m)  gleich  doppelter  Stablänge,  aber  nur  ein  Schieber;  wahrscbsinlicher  Fehler 
0,01*/,,  Maximalfehler  0,04  7gt  deshalb  statt  4-etelliger  Logarithmentafeln  zu 
gebrauchen. 

666)  „Universal-Proportion-Table".  S.  Pbil.  Mag.(i)  32  (1866),  p.350;  „Favaro- 
Terriei"  2,  p.  96  (mit  Abb.);  Dydc'a  KaUlog,  p.  111,  Nr.  8.  Stab  und  Zunge  des 
Rech ennchi eher«  je  durch  eine  auf  Karton  gedruckte  Tafel  mit  einer  Anzahl 
paralleler  Streifen  ersetzt  (die  Streifen  der  beweglichen  Tafel  greifen  in  Zwiechen- 
r&nnie  der  festen). 

6GT)  S.  Dyck'B  Katalog,  p.  141,  Nr.  8.  Ebenfalls  Rost-Rjrmig,  s.  Fig.  62, 
Auafabmng  in  Holn.  Drei  OrOssen  im  Handel,  mit  bezw.  0,76  m;  1,5  m;  3  m 
Längeneinheit. 

5&S)  „Logarithmisch-graphiBche  Rechentafel",  Kassel  1S93;  s.  auch  Vyek'e 
Katalog,  p.  110,  Nr.  6;  Jordan  a.  a.  0.  Skalen  tod  1,6  m  Längeneinheit  in  zehn 
Stücke  zerlegt,  Onindplatte  aus  Blech,  Schieber,  der  lose  aufgelegt  wird,  aus 
Glimmer;  Genauigkeit  im  Mittel  0,oa  7o-  ähnlich  bereits  (Schieber  auf  Glas) 
ein  Apparat  von  M.  Klolh,  D.  R.  P.  Nr.  S6695  t.  1888,  s.  Dingler's  poljt.  J.  260 
(188e),  p.  no,  Bowie  von  J.  Bülrttr,  D.  R.  P.  Nr.  1346S  v.  1887,  h.  Zeitachr.  Ver- 
mesBungsw.  20  (1891),  p.  31G. 

5Ö9)  „Rechentafel    Sjstem   Proell",   Berlin  1901,    s.  tiuch   ZeiUcbr.  Math. 

67' 
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eines  Cylinders,  wie  EvereU^*^),  Mannheim^^)  und  E.  Thw^*^. 
dessen  „Cylindrical  sUde  rale"  Fig.  63  an  Genauigkeit  fast  einer  6- 
stelligen  Logarithmeatafel  gleichkommt'' *). 


Fig  68.     lAoeker'e  Cjlindricftl  slide  rale. 

61.  Gekrümmte  Beotaensdhleber  (RecheDsckeiben  u.  s.w.).  Sehr 
bald  nach  Erfindung  der  logaribbmischen  Skalen  durch  Gunter  hat 
W.  Oughtred  solche  auf  konzentrischen  Kreisen 
angebracht"*),  MÜburtie  SpiraUbnn  gewählt*"). 
Wir  können  zwei  Entwicklungsreihen  unter- 
scheiden. Zar  einen  gehören  Apparate,  die 
sich  noch  auf  der  Stufe  des  Qunterstabes  be- 
finden, weil  sie  jede  Skala  nur  einmal  und 
eine  dem  Zirkel  entsprechende  Vorrichtung 
zum  Wettertragen  beliebiger  Skalenabschnitie 
haben '^.  Zu  nennen  sind  der  cercle  ä  calcol 
?ig.  G4.  von    E.  M.  Böttcher  ■"")    in    Form    einer    Uhr, 


Phys.  46  (1901),  p.  218.  OroBse  Raumerapamis  durch  Einfflhrung  der  „Eiiu- 
punkte"  (nur  bei  Multiplikation  von  Nutzen,  Proporti onarechnungen  erschwertX 
leichte  BeatimmaDg  von  Quadrat-  und  Kubikwurzeln  (Qedaoke  schon  b« 
Eeerett "')).  Untertafel  auf  Karton,  Obertnfel  (nach  Drehung  um  Ewei  Rechte 
die  vorige  deckend)  auf  Glimmer  gedruckt,  Längeneinheit  1,2  m. 

660)  LitteratuT  b.  Anm.  666.     Nur  Modell. 

661)  Id  MeUll  ausgeführt  (seit  181S,  Holsmodell  1871).  Hohlcjlinder  mit 
f^nf  Schlitzen  parallel  zur  Aie,  in  welchem  ein  Vollcjlinder  eich  drehen  und 
verachieben  läast,  Skalen  (in  10  Stacke  geteilt)  1,26  m  lang,  vgl,  „Vogler",  p.  60. 

662)  Patentiert  1881,  s.  Thacher'g  Caiculating  Instrument . . . ,  New  York  18M; 
Hammer,  Zeitschr.  Vermeaaungsw.  20  (1891),  p.  ISS  (mittlerer  Fehler  <I  D  2,  Nr.  8) 
aiiBVerauchenzuO,OOäl%  gefunden);  Dyck'a  Katalog,  p.  140,  Nr. 6.  Gedanke  wie 
bei  Everett  u.  Mannheim;  durchbrochener  Hohlcylinder  aus  Metall  mit  80  Rippen, 
Skalen  auf  Pergament  gedruckt,  L&ngeueiuheit  9,144  m.  Auch  von  Bittet 
Apparate  in  Walzenform,  D.  R.  P.  Nr.  T1T15  von  1893. 

663)  Wegen  der  in  unflberaeh barer  Zahl,  namentlich  in  England,  voriian* 
denen  Rechenschieber  für  die  besonderen  Zwecke  der  Chemiker,  Ingenienre, 
Geodäten  n,  s.  w.  sei  verwiesen  auf  „Lalunne",  p.  113,  115;  „Culmann",  p.  67ff.; 
Fararoi    v.  SAevt,  Artillerigt  Beoben Schieber,  Berlin  1881   (Sonderabdrack  au 
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Kg.  64,  und  der  „Rechenknecht''  von  G,  Herrmann  ^^),  beide  mit  ver- 
schiedenen Skalen  auf  konzentrischen  Kreisen  in  einer  Ebene,  mit 
einem  festen  und  einem  beweglichen  Zeiger  versehen,  sowie  G.  Ftdler's 


Fig.  65.     G.  FuUer'B  Spiral  slide  rule. 

Spiralrechenschieber,  Fig.  65,  mit  einer  Schraubenlinie  als  Träger 
einer  logarithmischen  Skala  ^^^).  In  der  andern  Reihe  sehen  wir  zahl- 
reiche Apparate  mit  gegen  einander  drehbaren  kreisförmigen  Skalen, 
die  entweder  auf  der  ebenen  Fläche  einer  Scheibe  und  einer  sie  um- 
schliessenden  oder  in  sie  eingelassenen  Ringfläche  imtergebracht  sind, 
wie  schon  bei  L  M,  Büer's  Instrumenta'^),  dem  „cadran  logarithmique" 

Arch.  Artill.  Ingen.  Oif.  88);  Dyck'B  Katalog,  p.  144,  Nr.  15,  16—20,  Nachtrag, 
p.  2,  Nr.  10b;   Jordan;  Katalog  der  Firma  W.  F.  Stanley-London. 

664)  Nach  HuUon  "®)  1627.  Favaro  führt  a.  a.  0  (s.  die  Litteratur  zu 
Nr.  50)  an:  Oughtreü,  The  circles  of  proportion  and  the  horizontal  instrument, 
London  1632,  Oxford  1660;  Description  of  the  double  horizontal  dial,  London 
1686,  Oxford  1662.  —  Die  Vorteile  leuchten  ein:  Füllt  man  einen  Kreisumfang 
durch  den  (hier  genügenden,  weil  in  sich  zurücklaufenden)  Abschnitt  1 — 10 
einer  logarithmischen  Skala  der  Zahlen  aus  (was  allerdings  nicht  immer  ge- 
schehen ist,  vgl.  Büer^''^  und  Gattey^^*)),  so  besteht  dieselbe  Genauigkeit, 
wie  bei  einem  gewöhnlichen  Rechenschieber  von  der  2  tt- fachen  Länge  des 
Durchmessers. 

666)  Nach  Hutton  ^•®)  gegen  1660.  Favaro  vermutet,  dass  Milburne  eine 
Schraubenlinie  benützte;  eine  Quelle  wird  nirgends  angegeben. 

666)  Ausgangspunkt  bei  Oughtred  selbst,  welcher  nach  Favaro  zwei  um 
den  gemeinsamen  Mittelpunkt  der  Skalen  drehbare  Zeiger  anwandte. 

667)  S.  J.  Bertillon,  La  Nature  6  (1878),  p.  31;  Dyck's  Katalog,  p.  142, 
Nr.  10.  Bei  der  in  Fig.  64  abgebildeten  Konstruktion  von  Stanley  ist  für  die 
vollen  Umdrehungen  des  beweglichen  Zeigers,  d.  h.  für  die  Änderungen  der 
Kennziffer  ein  besonderer  Zeiger  vorhanden,  vgl.  Anm.  672. 

668)  S.  Zeitschr.  Ver.  deutscher  Ing.  21  (1877),  p.  466  und  Abb.  auf  Taf.  23. 
Die  hauptsächlich  benützte  Skala  46,6  cm  lang,  ausserdem  Skalen  für  Quadrate, 
Kuben,  sin,  tg  u.  s.  w.  Über  eine  Bechenscheibe  von  Herrmann  mit  einer  6  m 
langen  gebrochenen  (auf  10  konzentrische  Kreise  verteilten)  Skala  s.  „Vogler^^ 
p.  60.  — -  Neuere  Konstruktion  ist  der  cercle  k  calcul  von  P.  Weiss,  s.  Par.  C.  R. 
131  (1900),  p.  1289  (einzige  Skala  etwa  60  cm  lang). 

669)  Länge  derselben  bei  der  grösseren  Form  12,7  m,  einer  kleineren  rund 
6  m,  s.  Engineering  27  (1879),  p.  267;  Hammer,  Zeitschr.  Yermessungsw.  20  (1891), 
p.  434;  in  Deutschland  unter  Nr.  6860  von  1878  patentiert.  —  Par.  G.  B.  45 
(1868),  p.  487  wird  bereits  eine  h^lice  ä  calcul  von  BouchS  erwähnt. 

670)  Neu  erfundenes  Instrumentum  Mathematicum  Universale,  Jena  1696 
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Ton  A.  S.  LebUmd  "•),  der  Rechenacheibe  von  E.  Somte  "•),  Fig.  66,  und 
vielen  anderen"'),  oder  snf  den  krammen  Flächen  zwei^  cjUndriBcher 


Fig.  66.    Bechenscheibe  von  Sonne. 


Beachreibnng  mit  Abb.  aucb  Leupold,  Theatrum  arithmetico-geometric,  p.  77 
and  Taf.  13.  Der  Terbindnng  mit  einem  Winkeltrauaporteur  eu  Liebe  iet  Halb- 
kreiBfonn  gewählt,  die  logarithmischeii  Skalen  der  Zahlen  gehen  von  1— 100; 
ausnerdem  logaritfamiscbe  Skalen  der  ein  und  tg.  Beim  Ablesen  dient  ein  vom 
Uittelpnnkli  ausgehender  Faden. 

671)  Cadrans  logarithmiquea,  Paris  an  III  =  1796  (nach  Lo/ann«,  a.  a.  0. 
p.  IX). 

673)  Hannover  Archit.  Ingen.  Ver.  Zeitachr.  10  (1864),  p.  462,  mit  Abb. 
auf  Blatt  SOI;  i.  etwa  noch  Dyck's  Katalog,  p.  143,  Nr.  12  a.  p.  143,  Nr.  13; 
Jordan,  a.  a,  O.  Hat  einen  (dem  Läuter  beim  gentdlinigen  Schieber  entsprechen- 
den) Zeiger  und  Kenn xiffcrzähl werk,  C  beiw.  J)  in  Fig.  66. 

573)  Genannt  seien  von  den  neueren  die  Rechenscheibe  von  f.  M.  Cbmth 
(Anleitung  zum  Gebrauch  der  Recbenscheibe  .  .  . ,  Hamburg  1S72,  s.  auch  Djck'a 
Katalog,  Nachtrag,   p.  3,  Nr.  11  d)  mit  Lnpe  am  Zeiger,  der  „Proportior"    von 
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Scheiben,   die    imabbängig  von   einander   um   ihre   gemeinsame  Äze 
gedreht  werden  können,  wie  bei  den  „boites  ä  calcul"  von  Gottey"*}, 


Fig.  67.     Rechenrad 


den    ßecbenkreisen    von    B.  Web^ '")     und     dem     Rechenrad    von 
A.Beyerlm"%  Fig.  67"'). 

53.   Terallgemeinemngen   des  Reohenaoliiebera.     Ähnlich   wie 
mit    dem    gewöhnlichen    Rechenschieber    Produkte    und    Quotienten, 


W.  Hart,  8.  Techniker  12  (lgB0/lB90),  p,  S4,  ebenfalls  mit  Zeiger  und  Mikroakop; 
F.  A.  Meyer'i  Taschen  sehn  ellrechner,  8.  Mechaniker  B  (1897),  mit  eiDfachem 
Kennzifferzahlwerk ,  die  ßechenscheibe  mit  Glasläufer  und  Lupe  von  E.  Puller, 
Zeitschr.  Arehit.  Ingeuieurw,,  Heft-Äueg.  (2)  6  (1900),  p.  203,  Zeitschr.  VennesBungaw. 
80  (1901),  p.  206.  In  München  wftr  IS93  eine  Rechenscheibe  von  A.  Steinhäuser 
mit  zu  (logarithmischen?)  Spiralen  erweiterten  Ereisen  ausgestellt  (vgl.  Djck's 
Katalog,  Nachtrag,  p.  3,  Nr.  llc),  bei  der  vier  Stellen  nnmittelbar  abgelesen 
werden  konnten. 

674)  S.  Soci^tä  d'enconragem.  Bull.  Ib  (1816),  p.  49,  50.  [ffaUetf  hat  auch 
die  Scheibenfarm,  ITSS  als  cadran  logarithm.  veröffentlicht,  IBIO  als  arithroo- 
graphe;  nach  J.  A.  BorgHÜ,  Traitä  complet  de  m^anique  appliqn^  anx  arts,  S, 
Paris  1820,  pl.  21,  Sg.  2  enthält  jeder  Ereisnmfang  zweimal  die  Skala  1—10). 

576)  Anleitung  zum  Gebrauche  des  Rechenkreises ,  Aschaffeoburg  1872; 
Anleitung  zum  Gebrauche  des  Eubierungskreisea,  Leipzig  1875  (aatographiert 
Aschaffenburg  1872),  s.  auch  Djck's  Katalog,  p.  143,  Ni.  11;  Nachtrag,  p.  2, 
Nr.  IIa. 

576)  D,  R.  P.  31889  von  1884,  s.  Hammer,  Zeitachr.  Vermessungsw.  15 
(1886),  p.  382;  Djck's  Katalog,  p.  143,  Nr.  I4i  Jordan,  a.  a.  0.  Vorteile:  Die 
linke  Band  genügt  zur  Bedienung,  der  Rechner  hat  beim  Ablesen  die  Ziffern 
aufrecht  vor  sich. 

577)  Ein  echranhenfSrmig  gewundener  Rechenschieber  scheint  noch  nicht 
ausgeführt  worden  zu  sein,  jedoch  hat  Leibnü  an  diese  Form  gedacht,  s.  die 
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können  mit  einem  Bechenscliieber,  der  ausser  logarithmisohen  Skalen 
solche  der  Funktion  log  log  o;  tragt^  Potenzen  und  Wurzeln  mit  be- 
liebigen Exponenten  und  Loga- 


_  ftXt 

I  I I L 


T 1  I  I 


■g.  .  ,  ]  rithmen  zu  beliebiger  Basis  be- 

1^ ^,^,   ^  ,      stimmt  werden.   Es  haben  P.  M. 

t'  'i'  i'   i 


Fig.  68. 


^,.  ,  ,,  ■ Bog€t^^%Bf»rd(m^''%F.Blanc^) 

(  u,  a.  diesen  Gedanken  verwirk- 
licht. 

Die  Anwendung  allgemei- 
nerer Skalen  hat  P,  de  Saint-Böbert  erörtert  ^®^).  liLsst  eine  Glei- 
chung F(Xf  y,e)  =  0  sich  auf  die  Form: 

bringen  ^®^y  so  kann  sie  durch  einen  Rechenschieber  mit  den  Skalen 
der  Funktionen  /)  q>,  ^,  von  denen  etwa  die  letzte  auf  der  Zunge 
angebracht  sei  (s.  Fig.  68),  dargestellt  werden.  Wie  Ch,  Ä.  Vogler 
gezeigt  hat^y   lassen  sich  drei  Glieder  auf  einmal  addieren,  wenn 


Mitteilang  bei  Leupold,  a.  a.  0.  p.  87  (Abdruck  eines  Anhangs  zur  Ausgabe  der 
Theodicaea  von  1726);  dort  ist  zwar  Ton  gleichmässigen  Teilungen  die  Rede, 
wofEir  LeupM  p.  88  Yorgescblagen  bat,  logarithmische  Skalen  zu  nehmen. 

578)  Lond.  Trans.  1816  (read  Nov.  1814),  p.  9. 

579)  8.  Par.  G.  R.  58  (1864),  p.  573.  (Indirektes)  Verfahren  zur  Lösung 
eines  Systems  zweier  Gleichungen  opy"*  »>  o,  a;y>  «>  6,  wo  m^  n^  a,  b  gegebene 
Eonstanten,  Tgl.  Anm.  585. 

580)  S.  Dyck^s  Katalog,  p.  145.  „Doppellogarithm.*'  Rechenschieber,  auf 
den  Rändern  des  Stabes  logarithmische,  auf  denen  der  Zunge  doppellogarithm. 
Skalen.  Finden  sich  bei  beliebiger  Stellung  der  Zunge  den  Zahlen  x,  Xi  eines 
Stabrandes  die  Zahlen  e,  z^  gegenüber,  so  ist  j^  :==  j?^,  insbesondere  hat  man 
für  0^1  =  1,  ;?j  =  y,  z^^y*.  Ausserdem  zwei  Teilungen  auf  der  Zunge,  welche 
die  Werte  i  (y*  i  3/"*)»  ^^^o  für  y  =  «  (Grundzahl  der  natürlichen  Logarithmen, 
für  die  ein  besotderer  Strich  vorhanden),  die  hyperbolischen  Funktionen  Sofa; 
und  6in  x  liefern.  —  H.  Fürle  betrachtet  ^^%  p.  12  auch  das  Potenzieren  und 
Radizieren  bei  umgekehrter  logarithmiscber  Skala.  —  W.  Schweth  bringt  die 
doppellogarithmischen  Skalen  noch  auf  dem  gewöhnlichen  Rechenschieber  an, 
s.  Zeitschr.  Yer.  deutscher  Ing.  45  (1901),  p.  567,  720. 

581)  Torino  Acc.  Sei.  Memorie  (2)  25  (1871),  p.  53.  Einige  Beispiele  durch- 
geführt. 

582)  Notwendige  und  ausreichende  Bedingung  s.  Anm.  443.  Ist  dieselbe 
nicht  erfüllt,  so  wird  man  sich  vielleicht  mit  einer  angenähert  richtigen  Dar- 
stellung begnügen;  hiermit  hat  sich  Ä.  Lafay,  Rev.  d* Artillerie  58  (1901),  p.  455 
beschäftigt. 

588)  Zeitschr.  Yermessungsw.  10  (1881) ,  p.  257.  Fall  u  =  xyz  ausdrück- 
lich erwähnt,  für  welchen  zwei  Zungen  für  nötig  hielt  z.  B  F.  A,  Sheppard, 
D.  R.  P.  Nr.  7567  von  1878,  s.  Dyck*s  Katalog,  p.  141,  Nr.  7. 
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man  auf  der  Zunge  zwei  Skalen  von  ungleichem  Sinn  anbringt, 
s.  Fig.  69,  und  für  (2n  -|-  1)  Summanden  genügen  n  Zungen,  die 
unabhängig  von  einander 
in  parallelen  Kulissen  ver- 
schoben werden  können. 
Durch  Einführung  binärer 
Skalen  wird  die   Darstel- 

> 

lung   einer   Funktion   der  „.     ^^ 

®  Flg.  69. 

Form: 

9(^1;  ^2)  +  ^(vi,  y«)  +  x(^u  ^2)  H — 

durch  einen  Rechenschieber  möglich^®*). 

H.  Fürle  hat  untersucht,  welche  Gleichungen  durch  Anwendung 
eines  Rechenschiebers  mit  beliebigen  Skalen  gelöst  werden  können  ^®^)  ^®^)- 

53.    Stetige  Rechenmaschinen  für  die  gewöhnlichen  arithme- 
tischen Operationen.    WiU  man  auf  logarithmische  Skalen  zu  Gimsten 


684)  S.  „d'Ocagne"  p.  360,  361;  Beispiele  p.  862;  „Soreau"  p.  474. 

686)  Zur  Theorie  der  Rechenschieber,  Progr.  9.  Bealsch.  Berlin  1899.  Ver- 
allgemeinerung der  Methoden  von  JSomt**')  und  Burdon'^''^.  Ist  die  Skala  der 
Funktion  (p{x)  beliebig  gegen  die  der  Funktion  i/)(«^)  gelegt  und  stehen  an 
irgend  zwei  Stellen  die  Zahlen  x^  y,  bezw.  x^^  y^  einander  gegenüber,  so  ist 
(p(x)  zp  (p{Xi)  =  i/)(i/)  ^  '^(^1))  (die  unteren  Zeichen  gelten  bei  ungleich  gerich- 
teten Skalen).  Betrachtet  man  in  dieser  Gleichung  zwei  der  Grössen  o;,  x^,  y,  y^ 
als  gegeben  und  fügt  man  etwa  die  Bedingung  hinzu,  dass  die  beiden  un- 
bekannten Grössen  eine  konstante  Summe  oder  Differenz  geben,  so  lassen  sich 
die  Unbekannten  (welche  insbesondere  gleich  gesetzt  werden  können)  durch 
gegenseitiges  Verschieben  der  Skalen  finden.  Fürle  beschreibt  einen  Rechen- 
schieber, der  neben  den  üblichen  Skalen  solche  der  Funktionen  x,  a;',  x\  log  log  x 
hat;  ausser  quadratischen  und  kubischen  Gleichungen  können  damit  solche 
4.  und  6.  Grades,  allgemeine  trinomische  und  gewisse  transcendente  Gleichungen 
gelöst  werden.  —  J.  Netvton  hat  einen  logarithmischen  Rechenschieber  mit 
mehreren  parallelen  Zungen  (oder  auch  drehbaren  konzentrischen  kreisförmigen 
Skalen)  von  gleichen  Zwischenräumen  zum  Lösen  von  Gleichungen  benützt, 
8.  Opera  omnia  4,  Londini  1782,  p.  620  (Auszug  aus  einem  Brief  von  Oldenburg 
an  Leibniz  vom  24.  Juni  1676).  Nach  Einstellung  der  Skalen  bezw.  auf  a, 
&,  c,  .  .  .  liest  man  an  jeder  durch  einen  gewissen  festen  Punkt  gehenden  Gre- 
raden  bezw.  die  Werte  ax,  bx*^  cx^^  ...  ab  und  muss  nun  die  Gerade  drehen, 
bis  jene  Werte  die  vorgeschriebene  Summe  geben.  Ähnlich  ein  Instrument  von 
L.  Tortes  zur  Lösung  sämtlicher  trinomischer  Gleichungen  (zwei  auch  in  der 
Querrichtung  verschiebbare  logarithmische  Skalen),  s.  „d'Ocagne"  p.  366,  all- 
gemeinere Auj^assung  von  d'Occtgne,  ebenda  p.  364  (in  zwei  Richtungen  ver- 
schiebbare beliebige  Skalen). 

686)  Über  Rechenschieber  für  komplexe  Grössen  s.  Mehmke,  Dyck's  Katalog, 
Nachtrag,  p.  21,  Nr.  44  d. 
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Fig.  70.    Proportional-Rechen- 
schieber  voa  Hamann. 


gewöhnlicher  verziehten,  8,0  können  Froportionsrechnungen  auch  mit 
Apparaten  auegejtlhrt  werden,  die  durch  Verkörperung  der  geraden 
Linien  entstehen,  welche  bei  den  in 
Fig.  23—25,  p.  1009,  dargestellten  Kon- 
struktionen Torkommen^^).  GrÖsaere 
Bedeutung  haben  Instrumente,  welche 
die  SchneUigkeit  der  logarith  mischen 
Rechenschieber  mit  der  Fähigkeit  der 
eigentlichen  Rechenmaschinen  verbin- 
den. Ausdrücke  der  Form: 

ab  ±  O16,  ±  0,6,  ±  ■  ■  ■ 
zu  bilden  (vgl  Nr.  31).  Ein  beachtens- 
werter Anfang  ist  mit  CA.  ffamann'B 
„Proportional -Rechenscheibe"  '**)  und 
dem  (^Proportional-Rechenschieber"  des- 
selben Erfinders'*»),  s.  Fig.  70,  gemacht, 
die  auf  der  Verwendung  scharfkantiger 
Rollen  beruhen""). 

681)  Äla  Beispiel  Bei  der  „BechenBchieber  cum  Multipliiieren  lud  Divi- 
dieren" vou  G.  OldetAurger,  Zeitschr.  Inatnitueiitenkunde  6  (1SS5),  p.  163,  ge- 
nannt. Mit  den  logaritfami  sehen  Rechenschiebern  kOnnen  «ich  derartige  Apparate 
in  keiner  Beuefanng  meBsen)  beliebige  PoteDsen  nnd  Wnizela  konnten  damit 
nach  Anbringung  logarithmiacher  Skalen  beatimmt  werden;  sie  laseen  sich  anch 
zu  Elementen  eigentlicher  Rechenmaschinen  umbilden,  Tgl.  Strehl*^').  —  Ale 
wirkliche  Multiplikationsmaschine  darf  die  Vorricötung  von  C.  Bart,  D.  R,  P. 
Nr.  Ö783S  von  1S91,  bezeichnet  werden  (Auwendung  eines  schwingenden  Hebels 
mit  veränderlichem  Verhältnis  der  Armlängen;  drei  gleichm&ssig  geteilte  kun- 
zentrische  Kreise  mit  Zeigern,  von  welchen  der  dritte  auf  das  Produkt  der  mit 
den  ersten  beiden  eingestellten  Zahlen  weist). 

588)  S.   W.  Semmler,  Zeitachr.  Vennessungsw.  28  (1899),  p.  804. 

589)  8.  H.  KollfT,  Zeitschr,  Vermeaaungsw.  28  (1899),  p.  660.  Alle  rier 
Spezies  können  in  beliebiger  Reihenfolge  aasgeführt  werden.  Um  z.  B.  das 
Produkt  a  m  xa  einer  etwa  schon  im  Zählwerk  Z  stehenden  Zahl  zu  addieren, 
hebt  man  den  Cjlinder  L  von  der  Rolle  S  ab,  führt  ihn  auf  die  Ablesung  0 
der  Skala  A  zurück,  stellt  den  Stift  S  auf  die  Zahl  m  der  Skala  ilf  und  führt 
den  Cjlinder  L  über  die  Rolle  hinweg,  bis  der  Faktor  a  auf  der  Skala  A  er- 
scheint. VeraUgemeinerung  durch  Anbringen  beliebiger  Skalen  neben  den  ge- 
wöhnlichen, 

590)  L.  Laianne  wollte  Ausdrücke  der  Form; 

(Pp  +  p-p-+..-):(l'  +  P'  +  ...) 
mittelst  einer  (auch  ausgeführten)  „balance  arithm^tiqu« 
R.  9  (1839),  p.  319,  C03,  später  Summen  von  Produkten  au 
Produkte  als  Inhalte  von  Rechtecken  aufgefasst  werden)  mittelst  eines  diese 
Zweck   angepaasten   Planimeters    („Arithmoplanimetre"),    s.  Par.  C.  R.  9  (1839), 


'  berechnen,   s.  Par.  C. 
IS  iwei  Paktoren  (welche 
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54.  UeohaniBmen  sur  AnfiBsniig  von  Oleiohangen  mit  einer 
Unbektiimten.  Mechanisnien  zu  erfinden,  mit  denen  man  die  schwie- 
rigsten mathematischen  Aufgaben  mühelos  bewältigen  könnte,  ist  ein 
Ziel,  das  immer   einen   mächtigen  Anreiz  ausgeübt  hat^^').     Was  die 


Pig.  71.     Rowning'ii  Universal  constructor  of  equatioi 


mechanische  Losung  von  Gleichungen  betrifft,  so  ist  auch  auf  diesem 
Gebiete  viel  erreicht  worden,  ohne  daas  (den  Fall  eines  Systems 
linearer  Gleichungen  etwa  ausgenommen)  von  einem  dringenden  Be- 
dürfnis gesprochen  werden  könnte  oder  von  den  erdachten  Instrumenten 
vorläufig  ein  besonderer  Xutzen  zu  erwarten  wäre. 

Auf  den  in  \r.  38  vorgeführten  Methoden  zur  graphischen  Berech- 
nung rationaler  ganzer  Funktionen  beruhen  die  Mechanismen,  welche 
1771  J.Bouming^^^  s.  Fig.  71,  und  1877  H.  Wehage''^^)  angegeben  haben. 

p.  800;  10  (18*0),  p,  678;  ausführlich  Ann.  pont«  chauag^s  1840',  p.  3  ond  fig.  1 
—6,  pl.  19S  nnd  193. 

G91)  Das  Altertum  kannl«  schon  eine  mechanische  LOanng  des  Delischen 
Problems,  also  einer  reinen  kubischen  Oleichnng,  welche  Flato  zugeschrieben 
wird  (a.  Caiüor'a  Vorlea.  üb.  Gesch.  d.  Mathcm.  2,  a.  Aufl.,  p.  214,  219)  und  auf 
der  Anwendung  zweier  beweglicher  rechter  Winkel  beruht;  sie  kann  mit  Hülfe 
des  Xi'ß'schen  Verfahrens  (s.  Nr.  38,  p.  1011)  leicht  auf  vollständige  kubische 
Gleichungen  ausgedehnt  werden,  vgl.  A.  Adler,  Wien.  Ber.  99*  (1890),  p.  86ft. 
FQr  behebige  algebraische  Gleichungen  bat  Liü  selbst  einen  Apparat  zur  leich- 
teren Anwendung  seiner  Methode  gegeben,  s.  Nout.  Ann.  math.  (!)  6  (1867), 
p.  3G1,  Q.  Ai'noux  (der  die  Methode  sich  zuschreibt)  optische  und  mechanische 
Hitlfsmittel  dazu  vorgeschlagen,  Ass.  franf.  20<,  Marseille  1891,  p.  241  ^  Soc.  Math. 
France  Bull.  21  (1893),  p.  87.  Ober  einen  auf  dieselbe  Methode  gegründeten 
zwangläufigen  Mechaniemus  s.  Wü\age '"),  Fig.  0. 

592)  Lond.  Trans  SO  fforlTTO],  p.240.  Die  Geraden  der  Fig.  27,  p.  1011  sind 
durch  Stäbe  ersetzt,  ein  Stift  im  Funkte  q  (in  Fig.  71  nach  oben  stehend) 
beschreibt  (auf  einem  über  das  Ganze  gelegten  Brett)  bei  Verschiebung  des 
Stabes  Q  die  Kurve  2  — >  f(,x),  wo  f{x)  ■>  0  die  aufzalOseDde  Gleichung.  (Der 
in  Fig.  71  zn  sehende  Faden  giebt  die  x-Aie.)    Für  quadratiicbe  Gleichungen 
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Bei  einigen  andern,  für  welche  R.  Shutsch^^)  die  Bezeichnung  Glei- 
chungswagen  vorgeschlagen  hat,  dienen  die  Gleichgewichtslagen  eines 

starren  Körpei^  oder  Körpersystems  von 
ein-  oder  zweifacher  Beweglichkeit,  an 
dem  Gewichte  proportional  den  Koeffi- 
zienten der  gegebenen  Gleichung  an- 
greifen, zur  Bestimmung  der  reellen 
Wurzeln  der  letzteren,  und  zwar  wird 
eine  einzige  Wage  benützt '^*^)  ron 
LLalmne^^)  und  CExner^^^,  s. Fig. 72, 
ein  System  solcher^*®)  von  C.V.Boys^^% 

'  auBgefOhrt.  Dieselbe  Maschine  abgebildet  in 
der  Encyclop^die  m^thodique  1,  Paris  1784, 
pl.  8,  femer  in  J.Ä.  Borgnis,  Tndt^  complet 
de  mäcanique  appliqnde  aux  ^rts  8,  Paris 
1820,  pl.  28,  üg.  1  (hier  Clairaut  zugeschrie- 
ben, keine  Quellenangabe). 

698)  Zeitschr.  Yer.  deutscher Ing.  21  (1877), 

p.  106,    Fig.  6—8   auf  Textblatt  8,   verschie- 
Fig.  72.    Gleichungswage  von    dene  Entwürfe. 

694)  Zeitschr.  Math.  Phys.  47  (1902),  p.  86 ; 
dort  p.  86  ff.  zunächst  allgemeinere  Auffassung,  als  oben. 

695)  Die  Hebelarme  der  Kräfte  müssen  dann  proportional  den  verschiedenen 
Potenzen  einer  Yerstellungsgrösse  verändert  werden  können  (durch  Kurven- 
Schablonen). 

696)  „Balance  algdbriqne"  (für  Gleichungen  der  ersten  sieben  Grade  aus- 
geführt), Form  einer  Balkenwage  mit  in  senkrechter  Richtung  verstellbarem 
Drehpunkt,  s.  Par.  C.  R.  11  (1840),  p.  8Ö9,  959;  femer  E.  CoUignon,  Traitti  de 
m^canique  2,  Paris  1873,  p.  347, 401  (p.  349  Ausdehnung  auf  imaginäre  Wurzeln : 
Wagbalken  zu  einer  Ebene  erweitert).  Laianne  hat  den  Gedanken  von  Berard 
(Opuscules  math^matiques ,  1810)  übernommen,  aber  zweckmässiger  durch- 
geführt. 

597)  Über  eine  Maschine  zur  Auflösung  höherer  Gleichungen,  Progr.  Gymn. 
IX.  Bezirk,  Wien  1881.  Fäden,  an  denen  die  Gewichte  a^,  a^,  .  .  .  hängen,  über 
(fest  verbundene  und  um  ihre  gemeinsame  wagerechte  Axe  drehbare)  Kurven- 
scheiben gelegt;  Kurven  so  beschaffen,  dass  nach  der  Drehung  x  auf  die  tt^ 
Scheibe  das  Drehmoment  a^sd^  ausgeübt  wird.  Fig.  72  entspricht  dem  Falle 
der  Gleichung  6  —  x  —  hx*  +  2a;'  =  0  und  der  Wurzel  x  =  1,5. 

598)  Soviel  Wagbalken,  wie  die  Gleichung  Glieder  hat;  an  jedem  greift 
ein  den  betreffenden  Koefflzienten  darstellendes  Gewicht  in  konstanter  Ent- 
fernung vom  Drehpunkt  an,  jeder  spätere  AVagbalken  stützt  sich  durch  ein 
Zwischenglied  auf  den  vorhergehenden  in  einem  Punkt,  dessen  veränderlicher 
Abstand  vom  Drehpunkt  der  Unbekannten  x  entspricht. 

599)  Phil.  Mag.  (5)  21  (1886),  p.  241.  Parallele  Wagbalken  in  einer  senk- 
rechten Ebene,  positive  Richtungen  abwechselnd,  s.  die  schematische  Fig.  78. 
Auf  den  unteren  Balken  wird  das  Drehmoment  a-{-5a;-f-cx'-|---  ausgeübt, 


^. 
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s.  Fig.  73,  J,  Massau  ^\  G.  B,  Grant  ^^)  und  Skutsch  ^^.  Integrierende 
Rollen  (II A  2,  E)  verwenden  E.Stamm  ^^)  und  F,Guarducci^),  Gelenk- 
mechanismen u.  a.  A.  B.  Kempe  ^^).     Die  höchsten  Leistungen  weisen 
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Fig.  73.     Schema  der  Gleichungswage  von  Boys. 


Fig.  74.     Gleichungswage  von  Chrant,  abgeändert  durch  Skutsch. 


wenn  an  den  Balken  der  Reihe  nach  die  Gewichte  a,  &,  c,  .  .  .  je  in  der  Ent- 
fernung 1  vom  Drehpunkt  hängen. 

600)  Note  snr  les  intägraphes  (Extrait  Gand  Ass.  Ing^n.  Bull.),  1887, 
p.  30  und  Fig.  26.  Parallele  Wagbalken  in  horizontaler  Ebene,  Drehpunkte  in 
einer  festen  Geraden  senkrecht  zu  denselben.  Konstruktiv  nicht  durchgebildeter 
Entwurf. 

601)  Am.  Machinist  19  (1896),  p.  824.  Ahnlich  wie  Boys,  jedoch  positive 
Richtungen  der  Wagbalken  alle  gleich,  Anordnung  deshalb  weniger  einfach. 

602)  Verschiedene  Entwürfe;  durch  den  *•*),  p.  95,  Fig.  6,  s.  oben  Fig.  74 
(o;  =  £  :  Q,  sind  konstruktive  Mängel  von  Grant*a  Wage  beseitigt  worden. 

603)  Essais  sur  Tautomatique  pure,  Milano  1863;  s.  auch  Ch.  Lahotdaye, 
Trait^  de  cin^matique  .  .  . ,  3*  äd.,  Paris  1878,  p.  496.  Stamm  dringt  tiefer  in 
die  Frage  der  Herstellung  funktioneller  Abhängigkeiten  zwischen  Drehungen 
durch  kinematische  Hülfsmittel  ein.  Die  Addition  geschieht  durch  Planeten- 
räder. Im  Grunde  sind  Stamm'B  Maschinen  zusammengesetzte  Integratoren  und 
es  könnte  jeder  Integrator  ähnlich  benützt  bezw.  umgestaltet  werden. 

604)  Rom.  Lincei  Mem.  (4)  7  anno  1890  (1892),  p.  217  und  Taf.  3.  Stamm's 
Grundgedanke  einfacher  durchgeführt,  Addition  mittelst  eines  um  Rollen  ge- 
schlungenen Fadens. 

606)  Mess.  of  math.  (2)  2  (1878),  p.  61.  Es  wird  a;  «  c  cos  0  gesetzt  und 
die  Gleichung  auf  die  Form: 

u^.Cf^-^-c^  cos Ö  -j-  c,  cos 26  -^ 1-  c^ cos nÖ  ==  0 
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die  ,^lgebraischen  Maschinen'^  von  L,  Torres^  auf,  mit  welchen 
reelle  und  imaginäre  Wurzeln  von  Gleichungen  jeder  Form  bestimmt 
werden  können. 


ai,- 


.-..^ 


Fig.  75. 


Fig.  76. 


55.  Mechanismen  zur  Auflosung  von  Gleichungssystemen.  Fflr 
lineare  Gleichungen  mit  beliebig  vielen  Unbekannten  sind  solche  von 
K  Wehage  «>^,  Sir  TT.  Thomson  (jetzt  Lord  Kelvin)  «>«)  und  F.  Guar- 


gebracht.  Der  Reihe  nach  durch  Gelenke  drehbar  verbundene  Glieder  von  den 
Längen  e^,  c^,  ^ti  •  •  -  werden  durch  geeignete  Vorrichtungen  so  bewegt,  dass 
jedes  mit  dem  vorhergehenden  denselben  Winkel  B  bildet,  wie  das  Glied  c^  mit 
dem  festgehaltenen  c^,  also  die  Projektion  des  ganzen  Linienzugs  auf  das  erste 
Glied  immer  den  betreffenden  Wert  von  u  liefert.  Nach  H.  S.  Hele  Stmtc,  Second 
report  on  the  development  of  graphic  methods  . . .  (Brit.  Ass.  Rep.),  London  1892, 
p.  45,  hat  B.  Bashforth  1822  schon   ein  Instrument  für  die   etwas  allgemeinere 

Funktion  ^  c^coB{nd -{- aj   beschrieben.    —    Saint-Loup  zeigt  Par.  C.  R.  79 

(1874),  p.  1323  die  Lösung  kubischer  Gleichungen  mit  Hülfe  eines  Gelenk- 
vierecks, ebenso  Ä.  Adler,  Graphische  Auflösung  der  Gleichungen,  Progr.  Ober- 
realsch.  Klagenfurt  1891,  p.  24. 

606)  Memoria  sobre  las  mäquinas  alg(Sbricas,  Bilbao  1895,  s.  auch  Par.  C. 
R.  121  (1895),  p.  245;  Ass.  fran9.  24*,  Bordeaux  1895,  p.  90;  Par.  C.  R.  130 
(1900),  p.  472,  874;  ferner  M.  d'Ocagne,  Gänie  civil  27  (1895/96),  p.  179.  Diese 
Maschinen  nehmen  dieselbe  Stellung  ein,  wie  im  graphischen  Rechnen  die  loga- 
rithmographische  Methode  (Nr.  40 — 42),  da  jede  Veränderliche  durch  einen  „  Arith- 
mophor",  s.  Fig.  75,  dargestellt  wird,  dessen  Drehungen  den  log  der  Werte  der 
Veränderlichen  proportional  sind  (die  Scheibe  rechts  giebt  die  Kennziffern  der 
Logarithmen).  Alle  Mechanismen  zwangläufig  und  „ohne  Ende^^  Wie  bei  jedem 
logarithmischen  Verfahren  Multiplikation  und  Potenzierung  am  leichtesten;  zur 
Addition  dient  das  Element  Fig.  76,  welches  hier  dieselbe  Rolle  spielt,  wie  im 
graphischen  Rechnen  die  Additionskurve  oder  Brauer's  logarithmischer  Zirkel 
(s.  p.  1019).    Die  Maschine  Fig.  77  ist  für  trinomische  Gleichungen  bestimmt. 

607)  Ver.  Gewerbfleiss  Verh.  57  (1878),  p.  154  und  Taf.  10.  Beruht  auf 
der  graphischen  Addition  von  Produkten  mittelst  eines  Seilpolygons,   s.  Nr.  88. 
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dvcci  *"^)  erfunden  worden.  Die  algebraischen  Maschinen  von  X.  Torres*") 
können  auch  für  beliebige  Systeme  von  Gleichungen  höheren  Grades 
eingerichtet  werden. 


T     Algebra  aclie  Mae  h  ne  von  Torres 


Die  den  n  Gleichungen  entsprechend ea  n  Sei1pol;gone  werden  ah  bewegliche 
Stab  Verbindungen  ausgeführt.     Nur  Entwurf. 

608)  Lond.  B,  Soc.  Proc  28  (1678),  p.  111;  Thomitm  and  Tait,  Natural  Philo- 
sophj  1 ',  2'  ed.  Cambridge  1879,  p.  483  (hier  mit  Abb.  einer  ausgeführten  Haschine 
f  Qr  n  ~  e).  An  n,  um  feste  Axea  drehbaren  St&ben  sind  je  n  Bollen  befestigt,  fiber 
welche  n,  durch  angenommene  Gewichte  gespannte  Schnflre  gehen.  Die  bei  be- 
stimmten YerkQrzungen  der  Schnüre  erfolgenden  Drehungen  der  Stabe  liefern 
die  Wurzeln. 

609)  Zwei  Entwürfe,  a.  •"),  p.  219,  226  und  Taf.  1,  2.  Der  erste  Apparat, 
mit  (n  -|-  1)  Reihen  von  Scheiben  und  integrierenden  Bollen,  führt  die  bei  alge- 
braischer Behandlung  nötigen  Eliminationen  mechanisch  ans.  Der  andere  mit 
dem  Ton  Lord  Kelvin  verwandt,  nur  sind  die  Unbekannten  durch  die  (bei  un- 
ge&nderter  Lage  der  Stäbe)  in  den  Schnilren  vorhandenen  Spannungen  dar- 
gestellt (Grundgedanke  ähnlich  dem  von  Veümarm  •")).  —  Die  Apparate  von 
II.  Helberger  cur  mechanischen  Berechnung  elektrischer  Leitungsnetze,  D.  R.  P. 
Nr.  C8918  (Klasse  21)  von  1892,  mit  sich  kreuzenden  gespannten  Schnüren,  an 
welche  (unter  Beachtung  des  Durchhangs)  Gewicht«  geldlngt  werden,  laMen  sich 
auch  für  obigen  Zweck  verwenden,  vgl.  SthüU,  Djck's  Katalog,  Nachtrag,  p.  122, 
Nr.  296  b. 


2  .  I  F.   Numeriachea  Rechnen, 

Tl.   Physikalische  Methoden. 
56.  HydroBtatlsche  AoflöBung  von  Gleiolitmgeii  and  Systemen 
sher.     Reduzierte   kubische   und   andere   trinomische   Gleichungen 


Pig.  78. 


Fig.   79. 


lassen  sich  nach  Demanet"")  dnrch  Eingiessen  bestimmter  Flaasig- 
keitsmengen  in  zwei  kommunizierende  Gefässe  von  bestimmter  Gestalt, 
3.  Fig.  78,  auflösen.     Auch  för  Gleichungen  der  Form: 

p3f -\- Piar> -\ A 

mit  beliebig  vielen  Gliedern  brauchbar  ist  die  hydrostatische  Qlei- 
chungswf^e   von    G.  JlfesKn«").   Pig-  79-     W.  Vellmann   löst"»)    ein 


610)  Mftthe«is  (2)  8  (1898),  p.  81.  Durch  Einsetzen  von  e  =  xY p  wird 
die  Gleichung  e' -\- pz  =  q  auf  die  Form  a:'  +  j:==c  gebracht.  Der  Hohl- 
c;linder  Fig.  78  hat  den  Querschnitt  1,  der  Uohlkegel  solche  Gestalt,  dasa  der 
Inhalt  =^  h'.  Wird  die  Flüssigkeitsmenge  c  eingebracht,  so  ist  die  Höhe  i,  auf 
welche  sich  die  Flüesigkeit  stellt,  eine  Wurzel  der  (ileichung.  tm  Falle 
x'  —  x^e  muss  in  den  Hohlkegel  ein  Vollcjlinder  gestellt  werden.  Aus- 
dehnung auf  beliehige  triuomische  Gleichungen  deshalb  leicht,  weil  solche  nach 
Nr.  86  auf  die  Form  x^  ■^!C=^c  gebracht  werden  können;  bei  Gleichungen 
mit  mehr  als  einem  Parameter  umaUndlich. 

611)  Par.C.R.l30(l900),p.888;  J.dephya.  (3)9  (1900),  p.  339.  Anden  Wag- 
balken werden  eiaerieita  im  Abstand  1  vom  Drehpunkt  das  Gewicht  A,  anderer- 
seits in  den  Abat&nden  p,  p,,  . . .  vom  Drehpunkt  KOrper  von  solcher  Gestalt 
angehängt,  daas  beim  Eintauchen  in  eine  Flüssigkeit  um  die  Tiefe  x  die  ver- 
drängten Rauminhalte  bezw.  a?", . . .  proportional  sind.  Man  findet  eine  Wurael, 
indem  man  Flüssigkeit  einströmen  lässt,  bis  Gleichgewicht  hergestellt  ist.  Tritt 
nach  weiterem  Steigen  der  Flüssigkeit  wieder  Gleichgewicht  ein,  so  ergiebt  sich 
eine  zweite  Wurzel  u.  s.  w.  Als  KOrper  für  ar"  dient  ein  Drehungskörper,  dessen 
Meridian  die  Gleichung  y'  ^  cx"- 1  hat,  also  für  n  =  1,  2,  3  ein  Cylinder,  Para- 
boloid,   Kegel.     Wie  Ä'jtut«cA  °"),    p.  92    bemerkt,    kann    das    Paraboloid   durch 
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System  linearer  Gleichungen  mittelst  ebenso  vieler  Balkenwagen  auf, 
wobei  zur  Verwirklichung  der  Bedingung,  dass  jede  Unbekannte  in 
allen  Gleichungen  denselben  Wert  haben  muss,  die  Gewichte  durch 
Flüssigkeitsmengen  in  kommunizierenden  Gefässen  dargestellt  werden. 

57.  Elektrisohe  Auflösung  von  Gleiohiingen.  Wie  mit  Hülfe 
der  Elektrizität  sämtliche  Wurzeln  einer  algebraischen  Gleichung  be- 
liebigen Grades  mit  reellen  Koeffizienten  bestimmt  werden  können, 
hat  F,  Lucas  gezeigt  ^^^). 

G.  Anhang. 

58.  Proben.  Man  sucht  sich  beim  Zahlenrechnen  gegen  Fehler 
u.  a.*^*)  durch  Proben  zu  schützen,  mögen  diese  nun  in  einer  Um- 
kehrung oder  einer  Wiederholung  der  Rechnung  mit  anderer  An- 
ordnung, anderen  Formeln  oder  anderen  Hülfsmitteln  bestehen,  oder 
in  der  Untersuchung,  ob  gewisse  im  voraus  bekannte  Beziehungen 
zwischen  den  durch  die  Rechnung  erhaltenen  Grössen  erfüllt  sind, 
oder  in  sogenannten  Restproben,  welch'  letztere  wir  allein  ins  Auge 


einen  ebenflächigen  Keil  mit  wagrechter  unten  liegender  Schneide  ersetzt 
werden,  ebenso  Cylinder  und  Kegel  durch  Prisma  und  Pyramide,  sodass  man 
bei  kubischen  Gleichungen  mit  ebenflächigen  Körpern  auskommt.  A.  Emch,  der 
Am.  Math.  Monthly  8  (1901),  p.  68  dieselbe  Methode  beschreibt,  spricht  p.  12 
Yon  der  Bestimmung  n^'  Wurzeln  durch  die  Zeit,  welche  zur  Entleerung  eines 
Gefässes  geeigneter  Form  durch  eine  kleine  O&ung  im  Boden  erforderlich  ist. 

612)  Zeitschr.  Instrumentenkunde  4  (1884),  p.  388,  s.  auch  Dyck*8  Katalog, 
p.  166,  Nr.  40. 

618)  Par.  C.  B.  106  (1888),  p.  646  (vorausgehende  Mitteilungen  p.  196,  268, 
687).  F{ß)  aa  0  sei  die  gegebene  Gleichung  vom  Grade  n;  0^,0?,,...  seien 
(n  +  1)  willkürliche  reelle  und  verschiedene  Grössen,  f{g)  *■  (i?  —  ^cj  (ff  —  rc,) . . . 

{z  —  x^^i);  es   wird  F{z):f(z)   in  Partialbrüche  ^^:(«  — «)   zerlegt.     Lässt 

man  in  die  komplexe  Zahlenebene  in  den  Punkten  a;^,  o;,,  ,  .  -^x^^i  der  x- 
Axe  Elektrizitätsmengen  proportional  den  Grössen  it  ein-  (bezw.  bei  negativem 
IL  au8-)strömen,  so  sind  die  Knotenpunkte  der  Linien  gleichen  Potentials  die 
gesuchten  Wurzelpunkte  der  Gleichung.  Die  nötigen  Kurven  kann  man  ent- 
weder galvanometrisch  .nach  Kirchhoff  bestimmen,  oder  von  der  Elektrizität 
selbst  zeichnen  lassen  (elektrochemische  Methode  von  Cruäihard).  A.  a.  0.  p.  1072 
wird  wegen  leichterer  Ausführung  des  Versuchs  für  /{e)  ein  Polynom  (n  +  2)**" 
Ghrades  angenommen,  femer  wird  Par.  C.  B.  111  (1890),  p.  966  die  entsprechende 
elektromagnetische  Methode  angegeben  (hier  die  gesuchten  Wurzelpunkte  die 
neutralen  Punkte  eines  elektromagnetischen  Feldes,  wobei  die  EjrafUinien  mit 
Eisenfeilspänen  hergestellt  werden  können). 

614)  S.  auch  die  Bemerkungen  „Lüroth*^  p.  8  unten,  femer  §  10,  p.  19 
(Prüfung  numerischer  Tafeln). 

Enoyklop.  d.  math.  WitMntoh.    I.  68 
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fassen  wollen.  Im  Falle  eUies  Produktes  ab  =  c  z.  B.  muss,  wenn 
a,  ß,  y  beziehentlich  die  kleinsten  Reste  bezeichnen,  welche  bei  der 
Division  von  a,  h^  c  durch  eine  beliebig  gewählte  Zahl  N  bleiben^ 
y  gleich  dem  kleinsten  Reste  sein,  der  sich  bei  der  Division  von  aß 
durch  N  ergiebt.  Am  leichtesten  anzuwenden  ist  die,  N  =9  ent- 
sprechende „Neunerprobe"  ®^*),  welche  aus  Indien  stammt  und  im 
Mittelalter  viel  angewendet®^*),  im  19.  Jahrhundert  öfters  wieder  ans 
Licht  gezogen  und  sogar  als  neue  Erfindung  ausgegeben  worden  ist. 
Ihren  Gebrauch  bei  abgekürzter  Multiplikation  hat  A.  Cauchy^^'') 
gezeigt,  den  auch  anderer  Restproben  beim  Dividieren,  Potenzieren 
und  Wurzelausziehen  Krönig  ®^®),  bei  verschiedenen  zusammengesetzten 
Rechnungen  H.  Anton  ®^^).  Volle  Sicherheit  gewährt  natürlich  keine 
Restprobe***),  am  wenigsten  die  mit  Neun**^),  der  die  noch  ver- 
hältnismässig leicht  ausführbare  Elfer-  und  Hunderteinerprobe  über- 
legen   sind**^);    in    Vorschlag    und    zur   Anwendung    gebracht    hat 


616)  Um  den  kleinsten  Rest  der  Division  einer  Zahl  a  durch  9  zu  erhalten, 
bildet  man  (unter  Weglassung  jeder  etwa  vorkonmienden  Ziffer  9)  die  Summe  der 
Ziffern,  aus  denen  a  besteht,  und  wenn  diese  „Quersumme*^  grösser  als  9  ist, 
aus  ihren  Ziffern  wieder  die  Quersumme  u.  s.  f.,  bis  eine  Zahl  kleiner  als  9 
sich  ergiebt  („reduzierte  Quersumme^^,  s.  Vemmng^*^)). 

616)  S.  etwa  Cantor,  Vorles.  üb.  Gesch.  d.  Mathem.  1,  p.  571  u.  Regist^; 
2,  p.  9  u.  Register. 

617)  Par.  C.  R.  11  (1B40),  p.  789,  847.  Cauchy  wendet  die  Neunerprobe  in 
der  Weise  an,  dass  er  die  Rechnung  ein  zweites  Mal  so  durchführt,  als  ob  die 
Ziffern  der  vorkommenden  Zahlen  nicht  Einheiten  verschiedener  Ordnungen, 
sondern  derselben  Ordnung  bezeichneten. 

618)  Über  Mittel  zur  Vermeidung  und  Auffindung  von  Rechenfehlem, 
Progr.  Realsch.  Berlin  1855.     Auch  abgekürzte  Division.   Proben  mit  9,  11,  101. 

619)  Arch.  Math.  Phys.  49  (1869),  p.  241.  Anwendung  der  Restproben  auf 
Kettenbrüche,  Permutations-  und  Kombinationszahlen,  Produkte  von  Wurzel- 
faktoren und  Partialbrüche.    Proben  mit  9,  13,  101. 

620)  Je  grösser  N,  desto  grösser  die  Sicherheit  der  darauf  gegründeten 
Proben.  Nach  Krönig  •**)  bleibt,  wenn  die  Proben  mit  11,  37,  101  stimmen, 
unter  rund  41 000  falschen  Ergebnissen  durchschnittlich  ein  einziges  unent- 
deckt. 

621)  Weglassen  der  Ziffer  0  oder  9,  Verwechslung  von  0  mit  9  und  Ver- 
tauschung zweier  Ziffern  bleiben  unentdeckt.  Die  Vertauschung  von  Ziffern 
konmit  besonders  leicht  beim  Lesen  von  Zahlen  auf  deutsche  Art  vor,  weshalb 
schon,  z.  B.  von  W.  Förster  in  dem  Vorwort  zu  F.  Vermung,  Die  reduzierten 
Quersummen,  Eberswalde  1886,  den  deutschen  Rechnern  empfohlen  worden  ist, 
die  Zehner  stets  vor  den  Einem  auszusprechen.  Über  die  Tragweite  der  Neuner- 
probe bei  Kenntnis  der  subjektiven  Genauigkeit  des  Rechners  s.  F,  Hofmamm, 
Zeitschr.  Math.  Phjs.  34  (1889),  p.  116. 

622)  Ist  in  einer  Rechnung  nur  eine  Ziffer  falsch,  so  weist  die  ll^'-Probe 
den  Fehler  jedesmal  nach;  die  lOl^'-Probe  bietet  nach  Krönig  *^^  noch  9mal  so 
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man    auch    die    Proben    mit    998**'),    49*")    und   einigen    anderen 
Zahlen««^). 

59.  Gemisohte  Methoden.  Durch  zweckmassige  Verbindung 
zweier  oder  mehrerer  Hülfsmittel,  von  denen  eines  auch  im  gewöhn- 
lichen schubnässigen  Rechnen  bestehen  kann,  lassen  sich  oft  grosse 
Vorteile  erreichen.  Die  denkbaren  und  auch  die  wirklich  vorkommen- 
den Falle  sind  so  mannigfaltig,  dass  hier  nur  einige  beispielshalber 
angeführt  werden  können.  Wenige  Rechnungen  giebt  es,  bei  denen 
sich  der  logarithmische  Rechenschieber  nicht  nützlich  zu  machen  ver- 
möchte, sei  es  dass  man  bei  einer  längeren,  auf  gewöhnliche  Weise 
ausgeführten  Division  die  einzelnen  Ziffern  des  Quotienten  mit  ihm 
bestimmt***),  oder  beim  Rechnen  mit  Logarithmen-  und  sonstigen 
Tafeln  die  Interpolationen  mit  ihm  bewerkstelligt**'),  oder  beim  Divi- 
dieren mit  einer  Rechenmaschine,  wenn  dieselbe  keine  Ziffer  des  Quo- 
tienten mehr  liefern  kann,  mit  dem  Rechenschieber  einige  hinzu- 
fügt u.  s.  w.  Giebt  eine  Logarithmentafel  oder  ein  Rechenschieber 
ein  Produkt  zweier  Faktoren  mit  n  Ziffern,  aber  die  letzte  unsicher, 
so  kann  man  diese  durch  Multiplikation  der  Endziffern  der  Faktoren 
im   Kopfe   bestimmen**®).     Können   mit   einer  Produktentafel,   einer 

groaae  Sicherheit.    Für  beide  Proben  giebt  Krönig  •"),  p.  20—64  Hülfatafeln.  — 
Die  ll^'-Probe  benützte  nach  Cantor  1,  p.  722  schon  Älkarchi  am  d.  J.  1000. 

628)  T.  M.  Perwu9chm  (QepByiniiHi)  bei  der  Zerlegung  sehr  grosser  Zahlen 
in  Faktoren,  s.  A.  Wassüieff,  Am.  Math.  Soc.  Papers  1  (New  York  1896),  p.  277. 
Nach  Krömg^^^  ist  es  übrigens  bei  Rechnungen,  in  denen  Divisionen  vor- 
kommen, unzweckmässig,  für  JV  eine  zusammengesetzte  Zahl  zu  nehmen. 

624)  A.  D.  BonuMoff  in  einem  Schriftchen  über  prsJctisches  Rechnen 
(IIpieMH  npasnraecKaro  axeMeHrapHaro  HCHHCieHia  no  cospan^emK)  h  ynpon^emi)  BHua- 
A0K&  npH  npOHSBOACTBi  yxEOsemii  h  ffuiemE  öoiuniizi  HHcen  •  • .),  St.  Peters- 
burg 1901. 

625)  Anton  '^^  schlägt  für  den  seltenen  Fall,  dass  die  Probe  mit  11  nicht ' 
anwendbar  sei,  die  mit  18  vor.    Im  Mittelalter  wurden,  unzweckmässig  genug, 
die  Siebener-,  Achter-  und  sogar  Sechser-Probe  angewendet,  s.  Cantor  1,  p.  759; 
2,  p.  9, 402. 

626)  Die  Stellung  der  Zunge  bleibt  während  der  ganzen  Rechnung  die- 
selbe (der  Divisor  wird  auf  der  oberen  Zungenteilung  aufgesucht  und  unter  die 
1  der  oberen  Stabteilung  geschoben).  Auch  beim  Dividieren  mit  einer  Rechen- 
maschine vorteilhaft. 

627)  In  der  Regel  aus  verschiedenen  Gründen  zweckmässiger,  als  die  An- 
wendung besonderer  Hülfstafeln  (Nr.  82).    Vgl.  „Hammer*^,  p.  86. 

628)  C.  J.  Hül  hat  J.  f.  Math.  70  (1869),  p.  282  gezeigt,  wie  mit  geeigneten 
Tafeln  der  Indices  (s.  I  C  1,  Nr.  4)  die  letzten  Ziffern  von  Produkten,  Potenzen 
u.  R.  w.  gefunden  werden  können  (ähnlich  wie  die  ersten  Ziffern  mit  Loga- 
rithmen), welche  Tafeln  man  deshalb  beim  Rechnen  mit  grossen  Zahlen  zur 
Ergänzung  der  Logarithmentafeln  gebrauchen  kann. 

68* 
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Rechenmaschine  oder  einem  sonstigen  Hülfsmitiel  nur  Produkte  nt- 
ziffriger  Zahlen  mit  n-ziffrigen  genau  gefunden  werden^  so  wird  man 
grössere  Faktoren  in  Abschnitte  von  m  bezw.  n  Ziffern  zerlegen^  jeden 
Abschnitt  des  einen  Faktors  mit  jedem  des  andern  multiplizieren  und 
die  richtig  unter  einander  geschriebenen  Teilprodukte  addieren ***). 

60.  Vorbereitung  der  Formeln  und  der  Beohnung.    Zur  loga- 
rithmischen Berechnung  eignen  sich  vorzugsweise  Ausdrücke  der  Form: 

WO  %  ij;, ,  . ,  Funktionen  bedeuten,  deren  Logarithmen  tabuli^rt  sind; 
di^egen  ist  bei  solchen  der  Form: 

ab  +  «161  +  •  •  *  ö^®^  allgemeiner  (ab  +  «i^i  +  •••)•  ^ 
die  Ausrechnung  mit  einer  Rechenmaschine  am  bequemsten  (vgl 
Nr.  21).  Man  suchte  früher  allen  Formeln ,  um  sie  der  logarith- 
mischen Rechnung  anzupassen,  die  erste  Gestalt  zu  geben  ^^).  Nach- 
dem aber  die  Rechenmaschinen  grossere  Verbreitung  gewonnen  haben, 
ist  es  nicht  mehr  ungewöhnlich,  dass  die  Maschinenrechnung  und 
damit  die  zweite  Form  bevorzugt  wird^^^).     Eine  Umgestaltung  der 


629)  Vgl.  bezüglich  der  Ausführung  mit  Log^ithmen  etwa  /.  C.  Ho%u(eau, 
Brux.  Bull.  (2)  40  (1875),  p.  74  (,,multiplication  mizte*\  s.  dort  auch  die  „multi- 
plication  sommaire**,  ferner  die  „division  mixte",  bei  welcher  der  Quotient  mit 
Logarithmen  in  einzelnen  Teilen  bestimmt  wird),  mit  dem  Rechenschieber 
Esinarch  a.  a.  0.  (s.  Litt,  zu  Nr.  50),  p.  121;  van  Hyfte^^%  p.  46;  femer  über 
die  Verbindung  logarithmischer  Rechnung  mit  Reihenentwicklung,  z.  B.  beim 
Ausziehen  höherer  Wurzeln,  Houeeau  a.  a.  0.,  „Lüroth",  p.  162. 

630)  Beispiele  in  Menge  kommen  namentlich  in  der  ebenen  und  sphärischen 
Trigonometrie  vor.  —  Dass  man  übrigens  hierin  zu  weit  gehen  kann  und  es  oft 
nur  Täuschung  ist,  die  transformierten  Formeln  seien  leichter  zu  berechnen,  hat 
J.  Hoüel  ausgeführt,  Sur  la  g^n^ralisation  successive  de  Tid^e  de  quantit^  .  .  . , 
Paris  1888  [Eztrait  Bordeaux  M^m.  (2)  5  (1882)],  p.  61  ff. 

631)  Neuerdings  besonders  in  der  Geodäsie,  s.  etwa  G.  Höckner,  Über  die 
Einschaltung  von  Punkten  in  ein  durch  Koordinaten  gegebenes  trigonometrisches 
Netz  mit  ausgiebiger  Verwendung  einer  Rechenmaschine,  Leipzig  1891 ;  C.  Bunge, 
Zeitschr.  Vermessungsw.  23  (1894),  p.  206;  H.  Sossna,  Zeitschr.  VermessungHw. 
26  (1896),  p.  861;  W.  Jordan,  Opus  Palatinum  .  .  .,  Hannover  1897,  Vorwort; 
F.  Schuster,  Zeitschr.  Vermessungsw.  29  (1900),  p.  488  (Vergleich  der  erforder- 
lichen Zeiten:  in  einem  Beispiel  Logarithmen  15  Stunden,  Rechenmaschine  6  Stun- 
den); 0.  KoU,  Die  Theorie  der  Beobachtungsfehler  und  die  Methode  der  kleinsten 
Quadrate...,  2.  Aufl.,  Berlin  1901;  F.  G.  Gauss,  Fünfstellige  vollständige 
trigonometrische  und  polygonometrische  Tafeln  für  Maschinenrechnen  . . . ,  Halle 
1901.  F.  Hammer  hat,  z.  B.  Lehrbuch  der  ebenen  und  sphärischen  Trigono- 
metrie .  .  .,  2.  Aufl.,  Stuttgart  1897,  p.  561;  Zeitschr.  Vermessungsw.  31  (1902), 


60«  Vorbereitung  der  Formeln  und  der  Rechnung.  1077 

ursprünglichen  Formeln  kann  auch  mit  Rücksicht  auf  die  Genauig- 
keit geboten  erscheinen  ^^').  In  mehr  als  einer  Beziehung  ist  es  von 
Wichtigkeit;  auch  bei  kleineren  Rechnungen  ein  zweckmässig  an- 
gelegtes Schema  ^^')  zu  Grunde  zu  legen. 


p.  207,  daTor  gewarnt,  in  den  andern  Fehler  zu  Terfallen,  nämlich  die  Vorzüge 
des  Maschinenrechnens  gegenüber  dem  logarithmischen  zu  überschätzen,  wenig- 
stens solange  die  eigentlichen  Multiplikationsmaschinen  (s.  Nr.  18  u.  58)  nicht 
weiter  ausgebildet  und  leichter  zugänglich  sind.  C.  V.  Boys,  The  Nature  64 
(1901),  p.  268,  verlangt  allgemein,  mit  Logarithmen  oder  mit  der  Maschine  zu 
rechnen,  je  nachdem  die  erste  oder  zweite  der  obigen  Formen  vorliegt  bezw. 
leichter  herzustellen  ist,  jedoch  können  die  Verhältnisse  gerade  umgekehrt 
liegen,  als  es  bei  oberflächlicher  Betrachtung  den  Anschein  hat;  vgl.  Hoüel, 
Arch.  Math.  Phys.  3  (1872),  p.  877. 

682)  S.  z.  B.  „Lüroth",  p.  66. 

638)  In  der  Astronomie  (wo  Jahrhunderte  zurück  zu  verfolgen)  und  Geo- 
däsie längst  allgemein  üblich  (bei  häufig  wiederkehrenden  Rechnungen  als  Vor- 
druck). Viele  Beispiele  und  praktische  Winke  in  W.Jordan,  Handbuch  der 
Vermessungskunde,  2,  5.  Aufl.  Stuttgart  1897  (p.  244  allgemeine  Bemerkungen 
über  Bechenformulare),  femer  in  Rammer'B  Lehrbuch  der  Trigonometrie  (s.  be- 
sonders p.  550,  Anm.  9,  10);  vgl.  noch  „Lüroth*\  p.  8,  §  4.  Die  Verwendung 
eines  Papierstreifens  bei  wiederholt  zu  addierenden  Zahlen  (vgl.  Hammer  p.  562, 
Anm.  80,  „Lüroth"  p.  6  unten)  z.  B.  schon  von  Sang^'^^  p.  XIX  empfohlen. 


Nachträge. 

p.  941,  Anm.  5  und  p.  942,  Anm.  7.  J.  B.  J.  Fourier,  Analyse  des  äqua- 
tions  d^terminäes,  ist  unter  dem  Titel  „Auflösung  der  bestimmten  Gleichungen" 
ins  Deutsche  übersetzt  und  mit  Anmerkungen  herausgegeben  von  Ä.  Loewy, 
Ostwald's  Klassiker,  Nr.  127,  Leipzig  1902.  Es  handelt  sich  um  p.  182  unten  und 
p.  180  dieser  Ausgabe. 

Zu  II,  p.  944  ff.  Über  einige  numerische  Tafeln  anderen  Charakters,  die 
besonders  bei  den  Astronomen  Verwendung  finden,  verdankt  der  Verf.  Herrn 
JET.  Burkhardt  einige  Mitteilungen.    G.  W,  HÜl,  Amer.  J.  of  math.  6  (1884),  p.  180 

giebt  eine  Tabelle  der  log  ( y)  fftr  s  -»  i,  8,  5,  7,  9  und  n  —  1,  2,  8, . . . ,  30. 


Bei  JET.  GyldSn,  Recueil  de  Tables  (Stockh.  Astron.  Jaktt.  1  (1880),  XII  u.  188  pp.) 
finden  sich: 

§  2,  p.  6  die  Binomialkoeffizienten  B^  -»  (^  bis  B^^ , 
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Tafel  B,  p.  101—104  ihre  Briggs'schen  Logarithmen,  7-8tellig, 
Tafel  D,  p.  108—109  dieselben  anders  geordnet  (vgl.  p.  13), 
p.  13  die  Bri^^tf^schen  Logarithmen  der  Potenzen  von  4  bis  4'^, 
Tafel  A,  p.  99/100  die  Br^^s'schen  Logarithmen  von  n\  2n(n  -f  1)» 

(2n  +  1)  (2n  +  2),    fr\    tT^n  +  1)"',  n(n  +  irS   ^^J^» 

ÜLZli  u.  a.  (zuletzt  (^^+^(^^7^)}  T^tellig  bis  n  =  40, 
2n  l  16n(n  — 1)       J  ^  ' 

Tafel  C,  p.  104—107:  log  |-?jB|1^|  bis  n=40,  m  =  39, 

p.  946,  Anm.  29.     Cario- Schmidt,  Zahlenbuch,  2.  Aufl.  1898. 

p.  946,  Anm.  35.  C.  A.  Müller,  Multiplikationstabellen,  schwedische  Aus- 
gabe, Lund  1898. 

p.  947,  Anm.  38.  Biem,  Rechentabellen,  2.  Aufl.  München  1901  (auch  fran- 
zösische Ausgabe  mit  dem  Titel:  Tables  de  Multiplication . . . ,  2*  ^d.  Paris  1901). 

p.  969,  Anm.  146.  S.  auch  die  S[ritik  der  „Brunsviga**  von  H.Sossna,  Zeitschr. 
Vermessungsw.  80  (1901),  p.  636. 

p.  984,  Anm.  216.  Über  die  (hAghtretTsche  Regel  für  abgekürzte  Multipli- 
kation giebt  eingehendere  Auskunft  Ä.  Loetoy  in  einer  demnächst  erscheinenden 
Note,  Archiv  Math.  Phys.  (3)  3.  Hiemach  findet  sich  diese  Regel  im  ersten 
Kapitel  von  Oughtred's  Clavis  mathematicae,  Londini  1631  (das  Werk  Artis 
analjticae  präzis  ist  nicht  von  Oughtred^  sondern  von  Th.  Harriof).  Aus  den 
von  Loetoy  mitgeteilten  Beispielen  geht  hervor,  dass  OugJUred  die  geordnete 
Multiplikation  (Nr.  1)  nicht  anwandte. 

p.  987,  Anm.  231.    S.  noch  F.  Lefort,  Nouv.  ann.  (2)  6  (1867),  p.  308. 

p.  992,  Anm.  263.  Von  Eex,  Fünfstellige  Logarithmentafeln,  giebt  es  auch 
eine  französische  Ausgabe. 

p.  993,  Anm.  272.  Neperw,  Mirifici  logarithmorum  canonis  constructio, 
ed.  Lugduni  1620,  ist  in  phototypischer  Reproduktion  erschienen,  Paris  1895. 

p.  996,  Anm.  293.  Zur  Berechnung  9-stelliger  Logarithmen  s.  auch  S.  (hin- 
delfinger,  J.  f  Math.  124  (1902),  p.  91. 

p.  1013,  Anm.  377.  Zur  graphischen  Lösung  kubischer  Gleichungen  mittelst 
einer  festen  Parabel  und  eines  Kreises  s.  noch  /.  Solin,  Prag.  Ber.  1876,  p.  6 
(vollständige  kubische  Gleichungen,  Verfahren  aus  dem  von  Lül  abgeleitet);  zu 
derjenigen  mittelst  der  geraden  Linie  und  einer  festen  Kurve  3.  Ordnung,  ins- 
besondere einer  Gissoide:  Fr.  London,  Zeitschr.  Math.  Phys.  41  (1896),  p.  147; 
femer  zur  mechanisch-graphischen  Lösung  der  kubischen  und  biquadratischen 
Gleichungen  C.  Bartl,  Arch.  Math.  Phys.  (2)  1  (1884),  p.  1  (neben  Lineal  und 
Zirkel  wird  ein  beweglicher  rechter  Winkel,  ein  „Axenkreuz"  auf  durchsichtigem 
Stoff,  als  Zeichenwerkzeug  benützt). 

p.  1024.  Unter  den  Monographieen  zur  Lehre  von  den  graphischen  Tafeln 
ist  noch  zu  nennen  H.  Fürle,  Rechenblätter,  Progr.  9.  Realsch.  Berlin  1902 
(„Rechenblatt^^  =  graphische  Tafel). 

p.  1025,  Anm.  412.  Neuerdings  hat  Fr.  SchÜling  für  graphische  Tafel  den 
Ausdruck  „Nomogramm"  vorgeschlagen,  der  bereits  von  M.  d'Ocagne  (s.  Par. 
Bull.  soc.  math.  (2)  26  (1902),  p.  68)  in  Gebrauch  genommen  worden  ist. 

p.  1026,  Anm.  415.  Über  das  Instrument  von  Melius  s.  auch  S.  HcUler, 
Biblioth.  math.  (2)  13  (1899).  p.  71. 

p.  1029,  Anm.  433.   Durch  räumliche  Betrachtungen  zeigt  Massau  ***),  p.  143, 
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wie  mit  Hülfe  derselben  Tafel  und  eines  beweglichen  rechten  Winkels  biquadra- 
tische Gleichungen,  in  denen  die  dritte  Potenz  der  Unbekannten  fehlt,  gelöst 
werden  können. 

p.  1032,  Anm.  437.  Samuelli  zeigt  a.  a.  0.  p.  93,  96  auch  die  Lösung 
kubischer  Gleichungen  mit  Hülfe  des  „rettangolo  calcolatore^S 

p.  1034,  Anm.  448.  S.  auch  „d'Ocagne^',  p.  460  ff.  (Darstellung  quadra- 
tischer Gleichungen  durch  Scharen  von  Geraden  und  Kreisen). 

p.  1040,  Anm.  476.  Wie  eine  beliebige  Gleichung  F  (a:,  y,  5)  =  0  nähe- 
rungsweise auf  die  Form  fi{z)q>{x)  -}-  /iW'^Cy)  =  fsi^)  gebracht  und  damit  der 
Methode  der  fluchtrechten  Punkte  zugänglich  gemacht  werden  kann,  zeigt 
Ä,  Lafay,  G^nie  civil  40  (1901—1902),  p.  298.  In  Betreff  der  durch  drei  pro- 
jektive Skalen  darstellbaren  Gleichungen  s.  noch  cTOcagne,  Par.  Bull.  soc.  math. 
(2)  26  (1902),  p.  71—74. 

p.  1042,  Schluss  von  Anm.  483.  Zwei  weitere  Beispiele  für  die  Anwendung 
der  Methode  der  fluchtrechten  Punkte  bei  empirischen  Funktionen  findet  man  in 
„Soreau",  p.  493  und  499. 

p.  1043,  Anm.  487.  Den  wesentlichen  Unterschied  zwischen  verdichteten 
und  nicht- verdichteten  mehrfach  kotierten  Elementen  hat  d'Ocagne  schärfer  her- 
vorgehoben, Par.  Bull.  soc.  math.  (2)  24  (1900),  p.  288  ff. 

p.  1055,  Nr.  50.  Die  im  Text  wiedergegebene,  allgemein  verbreitete  An- 
sicht, dass  der  Läufer  beim  Rechenschieber  von  Mannheim  herrühre,  lässt  sich 
nicht  halten.  Mouzin  hat  davcm  1837,  a.  a.  0.  (s.  die  Litteratur  auf  p.  1053) 
p.  109,  eine  deutliche  Beschreibung  gegeben  und  als  einem  Zusatz  gesprochen,  der 
manchmal  angewendet  werde. 

p.  1059.  (Rechenschieber  mit  gebrochenen  Skalen  von  EvereU  \i,B.yr)i 
E.  Leder  will,  D.  R.  P.  Nr.  104927  von  1897,  die  Stücke  der  Skala  strahlen- 
förmig anordnen^  wobei  eine  bewegliche  Skala  sich  um  den  Mittelpunkt  drehen 
und  ausziehen  lassen  soll. 

p.  1061,  Anm.  563.  Rechenschieber  für  besondere  Zwecke  finden  sich  auch 
in  den  Katalogen  der  Firmen  Denmert  &  Pope-Altona,  und  Ä.  Neetkr-Lahr  (Baden). 

Druckfehler: 
p.  972,  Z.  11  von  unten.    Lies  1898  statt  1889. 


(Abgeschlossen  im  Juni  1902.) 
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1.    Mathematisohe  Fragen  des  praktisohen  Sohaohspiels.     Die 

yerschiedeneu  Ansätze,  auf  mathematischem  Wege  fiir  jede  Position 
im  Schachspiel  den  ahsolut  besten  Zug  zu  ermitteki  und  damit  also 
in  letzter  Instanz  festzustellen,  ob  der  Anziehende  oder  der  Nach- 
ziehende stets  den  Sieg  oder  aber  das  „Remis''  erzwingen  kann,  sind 
als  misslungen  zu  bezeichnen;  nichts  weniger  als  ein  wandsfrei  sind 
auch  die  Untersuchungen  über  den  relativen  Wert  der  verschiedenen 
Figuren  des  Spiels^).  —  Sonstige  mathematische  Fragen,  zu  denen  das 
praktische  Schachspiel  Veranlassung  gegeben  hat,  sind:  1)  die  Be- 
wertung der  Tumierleistungen  nicht  nach  der  blossen  Zahl  der  ge- 
wonnenen, unentschiedenen  und  verlorenen  Partien,  sondern  nach  deren 
Qualitäten,  welche  wieder  nach  den  auf  Grund  des  TumierausfaUs  zu 
ermittelnden  Spielstärken  der  Teilnehmer  zu  berechnen  sind');  2)  die 
Paarung  der  Tumierteilnehmer')  so,   dass  jeder  mit  jedem  anderen 

1)  Z.  B.  die  umfangreichen  Untersuchungen  von  Jtnenisch,  Traitä  3. 

2)  Den  richtigen  mathematischen  Ansatz  des  noch  unerledigten  Problems  gab 
E.  Landau,  Deutsches  Wochensöhach.ll  (1895),  p.  366.  Die  zahlreichen  sonstigen 
Ausführungen  hierüber,  insbes.  in  Schachblättem  deutscher  und  englischer  Zunge 
(Deutsche  Schachz.,  Wiener  Schachz.,  Woch^nschach,  Brit.  Chess.  Magaz.,  Intern. 
Chess  Magaz.)  bewegen  sich  fast  ausnahmslos  in  einem  circulus  vitiosus  (s.  darüber 
E.  Landau  1.  c.  und  W.  Ahrena,  Wiener  Schachz.  4  (1901),  p.  181). 

3)  S.  R.  Schurig,  Deutsche  Schachz.  41  (1886),  p.  134;  49  (1894),  p.  33; 
W.  Ahrens,  Deutsche  Schachz.  56  (1900),  p.  98,  130  und  227.  Bezüglich  der 
analogen  Paarung  für  ein  Spiel  zu  dreien,  etwa  das  Skatspiel,  sei  hier  auf  das 
bekannte  Kirkman'ache  Problem  (I A  2,  Nr.  10)  verwiesen. 
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je  eine  Partie  spielt  und  dabei  jeder  Teilnehmer  nach  Möglichkeit 
nicht  nur  gleich  oft  ^^Anzug''  und  ,^achzug^  erhalt^  sondern  dies  wo- 
möglich auch  stets  von  einer  Partie  zur  anderen  fQr  ihn  abwechselt^). 
Unter  den  verschiedenen  fQr  die  Schachbrettfelder  gebräuchlichen 
Notationen  yerdient  hier  die  zuerst  von  Vandermonde^)  angewandte 
sogenannte  ^^arithmetische''  erwähnt  zu  werden^  welche  unter  47  z.  B. 
das  Feld  der  4****  Vertikalen  (von  links  ab)  und  der  7*^  Horizontalen 
(von  unten  ab)  versteht;  die  noch  jetzt  in  Deutschland,  Österreich, 
Russland  etc.  gebräuchliche  Bezeichnungsweise  setzt  an  die  Stelle  der 
ersten  Ziffer  die  Buchstaben  a  —  h]  in  Frankreich,  England  und 
Amerika  herrscht  noch  immer  die  sogenannte  ,,beschreibende''  Notation. 

2.  Aohtdamenproblem.  Dieses  zuerst  f[ir  den  Spezialfall  des 
gewöhnlichen  64-feldrigen  Schachbretts  in  der  Berliner  Schachzeit.  3 
(1848);  p.  363  gestellte  und  fdr  diesen  Fall  zuerst  von  Nauck*)  ge- 
löste Problem  verlangt,  n  Figuren  von  der  Oangart  einer  Königin 
(Dame)  so  auf  einem  Brett  von  n^  Feldern  aufzustellen,  dass  keine 
die  andere  angreift,  d.  h.  dass  weder  zwei  Figuren  derselben  Zeile 
oder  Kolonne  angehören  („Turmangriff''),  noch  auf  derselben  zu  einer 
der  Diagonalen  parallelen,  sehnigen  Linie  liegen  („Läuferangriff^). 
Kanonische  Formen  von  Lösungen  fOr  beliebiges  n  gaben  an  E.  Pauls  ^), 
J.  Franel  ®)  und  fftr  gewisse  Fälle  E,  Lucas  ®).  Wenn  auch  hiermit  die 
Existenz  von  Lösungen  für  n>  3  gesichert  ist,  so  existiert  ein  allgemeines 
Verfahren  zu  einer  erschöpfenden  Angabe  derselben  bisher  keineswegs. 
Man  hat  bislang  nur  die  Lösungen  für  n  =  4,  5,  6,  7,  8,  9, 10,  11,  12 
bestimmt^*),  und  die  zu  ihrer  Auffindung  benutzten  Methoden  kommen 
mehr  oder  weniger  auf  „planmässiges  Tatonnieren"  (Gnuss,  Brief  vom 

4)  Von  diesen  beiden  Nebenbedingungen  ist  nur  die  erste  und  diese  voll- 
kommen auch  nur  bei  ungerader  Teilnehmerzahl  erfüllbar,  während  bezüglich 
der  zweiten  nur  die  Forderung  nach  einer  Minimalzahl  von  Ausnahmefällen  er- 
hoben  werden  kann;  s.  Ahrens  (Fussn.  3),  p.  227. 

6)  Ch.Ä.  Vandermonde,  Paris,  Hist.  1771,  p.  666. 

6)  Nauck,  Illustrierte  Zeitung  21./9.  1850;  s.  auch  Briefwechsel  zwischen 
C.  F.  Gauss  und  H,  C.  Schumacher,  herausgeg.  von  C.  F.  Peters,  6  (1860),  p.  106 
bis  121;  G.  BeUaviHs,  Atti  dell'  Istituto  Yeneto  6  (1861),  p.  134;  Lösungen  von 
Th.  Parmentier  und  De  la  No€  in  Revue  scientifique  1880,  p.  948;  A.  Pein  (s.  Litt.- 
Verz.). 

7)  E.  Pauh,  Deutsche  Schachz.  29  (1874),  p.  129  und  267. 

8)  /.  Franel,  Intermäd.  des  math^m.  1  (1894),  p.  140. 

9)  E.  Lucas,  Räcr.  1,  p.  84  und  232. 

9»)  Für  n  =  4  bis  n=  10  s.  Pein,  1.  c.  oder  Ahrens,  ünterh.  Für  n=  11 
s.  T.  B.  Sprague,  Edinb.  Math.  Soc.  Proc.  17  (1899),  p.  43.  Für  n  =  12  giebt  es 
1766  noch  nicht  publizierte  verschiedene  Lösungen  (briefl.  Mitt.  des  Herrn  Dr. 
A.  iTop/fffitafm-Berlin). 


^ 
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27./9.  1850)  hinaus,  indem  unter  allen  (^j  Stellungen  der  n  Figuren 

entweder  alle  diejenigen,  welche  einen  Turmangriff,  oder  aber  alle 
diejenigen,  welche  einen  Läuferangriff  aufweisen,  von  vorneherein 
durch  eine  entsprechende  Notation  der  Brettfelder  ausgeschieden  und 
dann  unter  den  übrigen  auch  noch  diejenigen  ausgemerzt  werden, 
welche  nicht  auch  zugleich  der  anderen  Bedingung  genügen.  Ein  den 
Turmangriff  von  vorneherein  durch  entsprechende  Anordnung  aus- 
schliessendes  Verfahren  rührt  von  C.  F,  Gauss  ^^)  her,  ein  analoges 
bezüglich  des  Läuferangriffs  von  S.  Günther  ^^)j  welch*  letzteres  Ver- 
fahren eine  gewisse,  jedoch  nur  äusserliche  Ähnlichkeit  mit  dem  für 
Entwickelung  einer  Determinante  zeigt.  Bezüglich  der  Anzahl  der 
Lösungen  ist  femer  zu  bemerken,  dass  bisher  erst  für  2  resp.  3  Damen 
auf  n^  Feldern  die  Anzahl  der  Stellungen  ohne  gegenseitigen  Angriff 
bestimmt  ist  ^*).  —  Wahrend  im  allgemeinen  aus  jeder  Lösung  sieben 
weitere  durch  Drehungen  und  Spiegelungen  hervorgehen  i»),  verdienen 
besonderes  Interesse  diejenigen,  welche  schon  nach  Drehung  um  % 
in  sich  übergehen  („einfach-symmetrische'^  und  daher  nur  drei  weitere 
Lösungen  liefern,  sowie  diejenigen,  welche  bei  Drehungen  stets  in 
sich  übergehen  (,,doppelt-symmetrische'^  und  daher  nur  eine  weitere 
Lösimg  durch  Spiegelung  liefern.  Bei  den  letzteren  ordnen  sich  die 
besetzten  Felder  zu  Quadrupeln  an;  sie  bedingen  daher:  n  ^  0  mod  4 
resp.  n  ^  1  mod  4  (mit  besetztem  Mittelfeld),  existieren  aber  für 
n  a»  8,  9  nicht  und  bedürfen  für  grösseres  n  jedenfalls  noch  eines 
Existenzbeweises.  Man  erhält  aus  einer  doppelt-symmetrischen  Lösung 
eine  neue  Lösung  nicht  nur  durch  Spiegelung  der  ganzen  Konfigura- 
tion, sondern  auch  stets  durch  Spiegelung  eines  oder  beliebig  vieler 
Quadrupel  für  sich**).  —  Eine  Übertragung  des  Problems  auf  den 
Baum  scheint  kein  Interesse  zu  bieten*^). 

10)  S.  PussiL  6,  Brief  v.  27./9.  1860. 

11)  S.  Günther,  Archiv  Math.  Phys.  56  (1874),  p.  281;  vervollkommnet  durch 
Olaisher,  Phil.  Mag.  48  (1874),  p.  457.  —  Man  vgl.  auch  J.  PeroU,  Bull.  soc.  math. 
de  France  11  (1888),  p.  178,  wo  für  das  entsprechende  Läuferproblem,  d.  h.  Auf- 
stellung von  Läufern  ohne  gegenseitigen  Angriff,  gewisse  Anzahlen  von  Lösungen 
mittelst  einer  Rekursionsformel  bestimmt  sind. 

12)  Für  2  Damen  s.  W.  Mantel,  Assoc.  fran9.  pour  Tavanc.  des  sciences  12 
(Ronen  1883),  p.  171;  für  3  Damen  s.  E.  Landau,  Naturw.  Wochenschr.  11  (1896), 
p.  367.  , 

13)  Eine  elegante  Darstellung  der  acht  zusammengehörigen  Stellungen  in 
einer  von  der  Yandermonde'schen  abweichenden  Feldemotation  gab  C  F.  Gau88, 
1.  c.  p.  121. 

14)  Ahrens,  Unterh.,  p.  137. 

15)  Ahrens,  Unterh.,  p.  127. 


1084  IG  1.    Mathematische  Spiele. 

Ein  Gegenstück  zu  dem  obigen  Problem  bildet  die  Aufgabe,  eine 
Minimalzahl  von  Damen  so  auf  einem  Brett  aufzustellen,  dass  alle 
n*  Felder  desselben  beherrscht  sind.  Dabei  gilt  entweder  ein  von 
einer  Dame  besetztes  Feld  auch  eo  ipso  als  beherrscht  oder  aber 
nicht,  d.  h.  im  letzteren  Falle  wird  gegenseitiger  Angriff  der  Damen 
verlangt  ^•);  im  ersteren  Falle  wird  eventuell  die  weitere  Bedingung 
des  Verbots  gegenseitigen  Angriffs  ^^)  gestellt.  Die  Minimalzahl  ist  nicht 
immer  dieselbe  für  die  verschiedenen  Formen  der  Aufgabe;  so  sind 
für  n  =  6  bei  Angriffsverbot  sowohl  wie  bei  Angriffsforderung  4 
Damen  erforderlich,  während  ohne  diese  Bedingungen  schon  3  ge> 
nügen.  Die  Untersuchungen  sind  nicht  über  die  Bestimmung  der 
Lösungen  für  spezielle  Fälle  hinausgekommen,  wovon  erwähnt  sei, 
dass  es  ftir  das  gewöhnliche  Schachbrett  91*8  Stellungen  bei  An- 
griffsverbot*»), 34-8  +  224  bei  Angriffsforderung  und  577.8  +  614 
ohne  Nebenbedingungen*')  giebt. 

3.  Bösselspinng.  Dieses  häufig  nach  L,  Euler  benannte,  jedoch 
schon  lange  vor  ihm  bekannte*^)  Problem  verlangt,  mit  dem  Springer 
alle  Felder  eines  quadratischen  oder  sonstwie  geformten  Brettes  hinter 
einander  je  einmal  zu  passieren.  Eine  solche  Bahn  heisst  ein  „Rössel- 
sprung'^  und  zwar  ein  „geschlossener^^,  wenn  das  erste  und  letzte  Feld 
nur  durch  einen  Springerzug  getrennt  sind,  anderenfalls  ein  „offener^ 
oder  „ungeschlossener^^  Für  ein  quadratisches  Brett  von  n*  Feldern 
giebt  es  für  n>4  stets  einen  Rösselsprung**),  jedoch  ist  derselbe 
mit  Rücksicht  darauf,  dass  der  Springer  bei  jedem  Zuge  die  Farbe 
des  Feldes  wechselt**),  bei  ungeradem  n  stets  offen.  Für  die  Bildung 
von  Rösselsprüngen  sind  zahlreiche  Methoden  angegeben:  Euler 
(s.  Fussn.  21)  füllt  die  Felder  zunächst  soweit,  wie  dies  bei  beliebigem 


16)  M.  Lange,  Schachz.  18  (1863),  p.  206. 

17)  E.  PauU,  Deutsche  Schachz.  29  (1874),  p.  266. 

18)  S.  Jaenisch,  Trait^  3,  p.  255. 

19)  Briefliche  Mitteilungen  des  Herrn  Prof.  Ä".  t?.  Ä2ft7y- Budapest  (noch  un- 
publiziert). 

20)  S.  A.  V.  d.  Linde,  Gesch.  u.  Litt,  des  Schachspiels  1,  p.  294;  2,  p.  101  ff., 
Berlin  1874. 

21)  Über  die  Unmöglichkeit  eines  Rösselspmngs  für  n  <[  4,  sowie  über  die 
Existenz  von  Rösselsprüngen  auf  rechteckigen  Brettern  s.  L.  Euler,  Berlin,  Hist. 
16  (1759),  p.  310,  woselbst  auch  einige  Rösselsprünge  für  andersgeformte  (kreuz- 
förmige) Bretter  angegeben  sind. 

22)  Mit  üntersuchimgen  über  die  Springerbewegung  im  allgemeinen  be- 
schäftigt sich  Jaenisch,  Trait^  1,  dieselben  sind  in  vereinfachter  Form  reproduziert 
und  erweitert  von  W,  Ahrens,  Schachz.  56  (1901),  p.  284;  67  (1902),  p.  124, 
156,  196;    s.  auch  C.Jordan,  Palermo,  Rend.  circ.  matem.  2  (1888),  p.  69. 
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Fortschreiten  möglich  ist,  und  sucht  die  dann  noch  unpassierten 
Felder  successive  anzugliedern  durch  passende  Umformung  der  bereits 
zurückgelegten  Wanderung;  Wamsdorf^  gab  die  praktisch  jeden- 
falls sehr  brauchbare,  wenn  auch  nicht  unbedingt  richtige^)  Regel, 
bei  jedem  Zuge  den  Springer  auf  dasjenige  Feld  zu  setzen,  von 
welchem  unter  den  zur  Wahl  stehenden  am  wenigsten  Springerzüge 
nach  anderen,  noch  unbesetzten  Feldern  möglich  seien,  wobei  bei  mehreren 
Feldern  mit  gleichen  Minimalzahlen  die  Wahl  beliebig  sei;  Vander- 
monde^)  setzte  Rösselsprünge  aus  4  auseinander  durch  Drehungen 
hervorgehenden  Ketten  von  je  16  Feldern  zusammen;  Ciccolini^)  ver- 
einigt zunächst  die  Felder  jedes  der  4  Quadranten  des  gewöhnlichen 
Schachbretts  zu  4  Quadrupeln,  von  denen  2  Rhomben,  2  Quadrate 
bilden,  schliesst  dann  je  4  gleichgelegene  Quadrupel  der  verschiedenen 
Quadranten  zu  einer  Kette  zusammen  und  bildet  dann  mit  diesen  vier 
Ketten  den  schliesslichen  Rösselsprung;  die  von  R.  Moon^  und 
H,  Delannoy  ^  für  ein  beliebiges  Quadrat  verallgemeinerte  Methode 
CollinVs  ^)  teilt  das  Brett  in  ein  inneres  Quadrat  von  resp.  1,  4,  9, 16 
Feldern  und  konzentrisch  um  dasselbe  herumliegende  Ränder  von 
Zweifelderbreite;  Frost ^)  bildet  gleichfalls  für  jedes  quadratische 
Brett  Rösselsprünge,  indem  er  von  n  zu  n  +  4  fortschreitet  dadurch, 
dass  er  ein  hufeisenförmig  gebogenes  Brett  an  zwei  Seiten  des  Ur- 
sprünglichen ansetzt,  wobei  der  Rösselsprung  des  angesetzten  Gebietes 
sich  wieder  aus  gewissen  elementaren  Diagrammen  zusammensetzt. 
Die  von  VölpicelU^^)  und  Minding  ^*)  unternommenen  Versuche  zu 
einer  arithmetischen  Behandlung  des  Problems  mit  dem  Ziel,  alle  über- 

23)  H.  C.  V,  Wamsdarf  (s.  Litt.-Verz.) ;  s.  auch  v.  dems.  Schachz.  13  (1868), 
p.  489,  sowie  C.  Wenzelides,  Schachz.  4  (1849),  p.  48. 

24)  S.  Jaenisch,  Trait^  2,  p.  277  ff. 

26)  Ch.  A.  Vandermonde,  Paris,  Hist.  1771,  p.  666. 

26)  T.  Ciccolini  (s.  Litt.-yerz.);  s.  auch  Thonuu  de  Lavemide,  Ntmes,  Hist. 
de  l'acad.  du  Gard  1838/39,  p.  161;  P.  M.  Böget  (Physiolog),  Phil.  Mag.  16(1840), 
p.  306;  Th.  Clausen,  Arch.  Math.  Phys.  21  (1863),  p.  91;  C.  de  Poliffnac,  Paris, 
C.  B.  62  (1861),  p.  840  und  Par.  Bull.  soc.  math.  de  France  9  (1881),  p.  17 ;  Laquüre, 
Par.  Bull.  soc.  math.  de  France  8  (1880),  p.  82  und  132. 

27)  E.  Moon,  Cambridge  Math.  J.  3  (1848),  p.  233. 

28)  S.  E.  lAkcas,  „L'arithmätique  amüsante^',  Paris  1896,  p.  264,  sowie 
Froloto,  „Les  carräs  magiques'^  Paris  1886. 

29)  C.  A.  Coüini  (s.  Litt.-Verz.). 

30)  A.  H.  Frost,  Quart.  J.  Math.  14  (1877),  p.  128. 

31)  P.Volpicelli,  Paris,  C.  R.  31  (1860),  p.  314;  74  (1872),  p.  1099;  Rom, 
Lincei  Atti  26  (1872),  p.  87  und  364;    26  (1873),  p.  49  und  241. 

32)  F.  Minding,  Petersburg,  Bull.  6,  abgedr.  in  J.  f.  Math.  44  (1862),  p.  73 
u.  (in  engl.  Übers.)  Caüibr.  and  Dubl.  Math.  J.  7  (1862),  p.  147. 
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haupt  auf  dem  betreffenden  Brett  möglichen  Rösselsprünge  zu  finden, 
beruhen  nur  auf  einem  systematischen  Registrieren  aller  Springer- 
wanderungen überhaupt  und  sind  praktisch  wertlos  wegen  der  ,yRech- 
nungen  von  wahrhaft  unermesslicher  Länge"  {Minding,  1.  c).  Dabei 
stützt  sich  Volpicdli  auf  die  Gleichung  des  Springerzuges  (x  —  x,)* 
+  (y  —  yiY  =  ^  (^;  y  ^^^  ^i>  Vi  ^®  Koordinaten  der  beiden  Felder 
des  Springerzugs),  während  Minding  das  Feld  ah  durch  af^i/*  be- 
zeichnet und  nun  die  Gesamtheit  der  von  hier  aus  durch  einen  Springer- 
zug  erreichbaren   Felder  durch    den   Ausdruck    I7-a^y*    erhält,    wo 

^  =  (*  +  i)  {y* + 5^) + (^' +k){y+ 7)  "*•  -  N'*''^*  "^""^  ^« 

Anzahl  aller  auf  dem  gewöhnlichen  Schachbrett  möglichen  Rösselsprünge 
ist  bisher  bekannt'**),  dagegen  bestimmte  C.  Flye  St-Marie^)  diese 
Zahl  für  das  halbe  Schachbrett,  d.  h.  das  rechteckige  Brett  von  4x8 
Feldern,  woraufhin  Ldquiere^)  för  das  gewöhnliche  Brett  die  Anzahl 
aller  geschlossenen  „zweiteiligen",  d.  h.  beide  Hälften  des  Bretts  nach 
einander  durchlaufenden  Rösselsprünge  zu  31 054 144  bestimmte.  — 
Besondere  Beachtung  haben  diejenigen  Rösselsprünge  gefunden,  welche 
bei  Numerierung  der  Felder  nach  der  Reihenfolge  der  Durchwanderung 
in  allen  Zeilen  imd  Kolonnen  die  gleiche  Summe  (260)  aufweisen**) 
(„magische''*^  Rösselsprünge). 

4.  Nonnen- ^der  iiin8iedler-(Solitär-)8piel.  Das  Spiel,  über  dessen 
Ursprung  Sicheres  nicht  bekannt  ist,  besteht  aus  einem  Brett  mit 
Löchern  (Feldern)  —  33  bei  der  in  Deutschland  üblichen  Form  in 
der  Anordnung  der  Fig.  1  — ,  durch  welche  Holzpflöcke  hindurch- 
gesteckt werden  können.     Die  einzige  Spielregel  besteht  darin,   dass 

32»)  Vgl.  hier  F.Fitting,  Zeitschr.  Math.  Phys.  45  (1900),  p.  137;  Archiv 
Math.  Phys.  (3)  3  (1902),  p.  136. 

33)  C.  Flye  St.-Marie,  Par.  Bull.  boc.  math.  de  France  5  (1876/77),  p.  144. 

34)  E.'M.  Laquüre,  Par.  Bull.  soc.  math.  de  France  9  (1881),  p.  11. 

36)  W.  Beverley,  Phil.  Mag.  (3)  23  (1848),  p.  101  gab  den  ersten  un- 
geschlossenen,  C.  Wenzelidts,  Schachz.  4  (1849),  p.  41;  5  (1850),  p.  212  und  230; 
6  (1851),  p.  286  die  ersten  geschlossenen  Rösselsprünge  dieser  Art. 

36)  Statt  dieser  Bezeichnung  gebraucht  man  für  sie  auch  die  Benennung 
„semi-magische*'  Rösselsprünge,  da  sie  hinter  den  magischen  Quadraten  (s.  1 C  1, 
Nr.  12)  insofern  zurückstehen,  als  die  Diagonalen  bei  ihnen  nicht  jene  konstante 
Ziffemsumme  aufweisen,  ein  Ausfall,  der  anscheinend  unvermeidlich  ist.  —  Eine 
sorgfältige  Zusammenstellung  aller  bisher  bekannten  magischen  Rösselsprünge 
gab  Th.  Pcmnentier  in  Spezialpublikationen  der  Assoc.  fran9.  pour  Tavanc.  des 
sciences,  Congr^s  de  Marseille  (1891),  Pau  (1892)  et  Gaen  (1894)  (im  Buchh. 
nicht  erhältlich).  Zu  den  dort  abgebildeten  110  magischen  Rösselsprüngen  ist 
bis  1901  nur  noch  einer  hinzugekommen  (briefl.  Mitteil,  des  Herrn  General  Par- 
mentier). 
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ein  Pflock  über  einen  ^^)  benachbarten  derselben  Steile  oder  Kolonne 
hinweg  in  ein  leeres  Loch  setzt,  wobei  der  übersprungene  Pflock  ent- 
fernt wird.  Die  Aufgabe  des  Spiels  ist  allgemein^  eine  vorgeschriebene 
Anfangsstellung  mit  m  besetzten  Löchern  überzuführen  in  eine  vor- 
geschriebene Endstellung  mit  n  besetzten  Löchern  (n  <  m\  natürlich 
in  w  —  n  „Zügen"  ^^).  Insbesondere  wird  gewöhnlich  gefordert,  von 
dem  vollbesetzten  Brett  mit  nur  einem  vorgeschriebenen  leeren  Feld, 
dem  ,,Anfangsfeld",  alle  Pflöcke  successive  zu  entfernen  bis  auf  einen,  der 
in  einem  bestimmten  Feld,  dem  „Schlussfeld",  zurückbleiben  soll.  Für 
diese  letztere  Aufgabe  untersuchte  M,  Rdss^^)  die  Frage  der  Lösbar- 
keit für  alle  möglichen  Kombinationen  von  Anfangs-  und  Schlussfeld 
und  stellte  zunächst  die  notwendigen  Bedingungen  fest,  indem  er  die 
Lösung  durch  verschiedene  Konzessionen  erleichterte,  u.  a.  z.  B.  durch 
die  Annahme  eines  unbegrenzten  Brettes,  imd  nun  nachwies,  dass 
auch  bei  dieser  erweiterten  Spielregel  gewisse  Fälle  unlösbar  sind, 
von  denen  dies  dann  bei  der  beschrankteren  Spielregel  a  fortiori  gilt. 
Als  notwendige  Bedingung  für  die  Lösbarkeit  ergiebt  sich  für  das 
Brett  von  33  Löchern  die,  dass  es  möglich  sein  muss,  von  dem  An- 
fangsfeld zu  dem  Schlussfeld  zu  gelangen  durch  successives  Über- 
springen von  je  zwei  Feldern  derselben  Zeile 
oder  Kolonne.  Dass  diese  Bedingung  hier  auch 
hinreichend  ist,  zeigte  Beiss  durch  thatsächliche 
Angabe  der  betreflenden  Lösungen.  Wahrend  *  *  * 
also  auf  dem  abgebildeten  Brett  jedes  Feld  •  *  * 
Anfangsfeld  sein  darf,  gestattet  die  analoge  •  • 
Aufgabe  auf  dem  in  Frankreich  üblichen  Spiel" 
brett  nur  16  der  37  Felder  als  Anfangsfelder; 
auf  einem  daneben  noch  vorkommenden  Brett 
von  41  Feldern  sind  sogar  nur  12  Felder  als  ^^* 

Anfangsfelder  brauchbar. 

6.    Bo8B- Pussle  oder  FünfBehnerspieL     Das  Spiel,  welches  die 
Erfindung  eines  taubstummen  Amerikaners  (1878)  sein  soll^^),  verlangt. 


37)  Untersuchungen  über  ein  Solitärspiel  n^  Ordnung,  d.  h.  ein  Bolches, 
bei  dem  immer  über  je  n  Felder  hinweggesetzt  wird,  findet  man  bei  Hermairy, 
Assoc.  fran9.  pour  Tavanc.  des  sciences  8  (Montpellier  1879),  p.  284. 

38)  Zahlreiche  spezielle  Aufgaben  behandelt  P.  Busschop  (s.  Litt. -Yens.).  — 
O.  Leibnie  (Brief  an  P.B.de  Montmort  vom  17./1. 1716)  kehrte  Regel  und  Aufgabe 
des  Spiels  um  unter  Yertauschung  der  Begriffe  „leeres  Feld^*  und  „besetztes  Feld*^ 

39)  M.  JReiss^  J.  f.  Math.  54  (1857),  p.  844.  Die  Beiss'achen  Untersuchungen 
wurden  wesentlich  vereinfacht  durch  Hermary  (Fussn.  37). 

40)  Nach  Angabe  von  J.J.Sylvester,  s.  Lucas,  B^cr.  1,  p.  189. 
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15  in  beliebiger  Ordnung  in  einem  quadratischen  Kasten  —  mit  einem 
leeren  Felde  rechts  unten  —  liegende  numerierte  Steine  durch  Schieben 
in  die  ^^normale^^^  durch  die  Nummern  indizierte  Stellung  zu  bringen. 
Die  Zahl  der  Inversionen  der  Steine  in  der  anfänglichen  Stellung  im 
Vergleich  zu  der  nonnalen  giebt  offenbar  die  Entscheidung  über  die 
Möglichkeit  oder  Unmöglichkeit  einer  solchen  Aufgabe^  indem  bei 
gerader  Inyersionenzahl  die  normale  Stellung,  bei  ungerader  nur  deren 
Spiegelbild  erreichbar  ist**).  Da  alle  Züge  reversibel  sind,  erledigt 
sich  hiermit  auch  die  Frage  der  Überführbarkeit  zweier  beliebiger  Stel- 
lungen in  einander.  In  dem  Spielkasten  dürfen  gewisse  Schranken 
zwischen  den  Feldern  aufgeführt  werden,  ohne  dass  dadurch  die  Lös- 
barkeitsbedingungen irgendwie  modifiziert  würden**).  Auch  kom- 
pliziertere, selbst  mehrfach  zusammenhängende  Spielbretter  sind  neben 
den  quadratischen  und  rechteckigen  yon  Hermary  betrachtet*'). 

6.  JosepliBspiel.  Eine  legendenhafte  Erzählung  aus  dexß  Leben 
des  jüdischen  Historikers  Flayius  Josephus  hat  zu  einer  Unterhaltung 
den  Anlass  gegeben,  die  bald,  wie  bei  Hier.  Cardan^),  unter  dem  Namen 
„ludus  Joseph'^  vorkommt,  bald  in  unwesentlich  veränderter  Einkleidung 
als  „Problem  der  15  Christen  und  der  15  Türken"  bezeichnet  vrird**). 
Die  Fragestellung  ist  die  folgende: 

„Eine  Anzahl  n  von  Punkten  ist  der  Reihe  nach  mit  den  Zahlen 
1  bis  n  bezeichnet.  Man  zählt  nun,  bei  1  anfangend  und  über  n 
hinaus  cyklisch  bei  1  fortfahrend,  fortgesetzt  bis  d  und  scheidet  jeden 
Punkt  von  der  weiteren  Abzahlung  aus,  auf  den  einmal  die  Zahl  d 
gefallen  ist*®).     Welches  ist  die  Nummer  v  des  Pimktes,  der  ab  der 


41)  W.  Johnson,  Amer.  J.  of  math.  2  (1879),  p.  397;  W.  E.  Story,  ibid., 
p.  399;  P.G.Tait,  Edinb.  Roy.  Soc.  Proc.  10  (1880),  p.  664;  s.  auch  C.J.Malmstm, 
Göteborg  Handl.  1882,  p.  75. 

42)  Bezüglich  der  Maximalanzahl  dieser  Schrauken  für  ein  rechteckiges 
Spielbrett  s.  Ahrens,  Unterh.,  p.  364. 

43)  S.  Lucas,  Recr.  1,  p.  213. 

44)  Practica  Arithmeticae  generalis  9  (Mediol.  1539),  p.  117 — 128.  Nach 
M.  Cantor,  Gesch.  der  Mathem.  2  (Aufl.  1),  p.  332  findet  sich  das  Spiel  zuerst  bei 
Chuquet,  1484.  Bezüglich  weiterer  historischer  Angaben  s.  M.  Cantor,  1.  c.  2,  p.  460, 
700,701,770;  8,  p.  14;  M.CuHze,  Bibl.  mathem.  (2)  8  (1894),  p.  116;  9  (1895), 
p.  34;  Zeits6hr.  Math.  Phys.  Supplementheft  40  (1895),  p.  112;  M.Steinschneider, 
Zeitschr.  Math.  Phys.  Supplementheft  26  (1880),  p.  123;    Ahrens,  Unterh.,  p.  286. 

45)  Das  Prinzip  der  Aufgabe  findet  man  auch  bei  anderen  Unterhaltungs- 
spielen,  so  z.  B.  in  seiner  einfachsten  Form  bei  einem  1887  durch  deutsches 
Reichspatent  Nr.  43927  geschützten  Spiel. 

46)  Über  den  Fall,  dass  nicht  jedesmal  gleichmüLasig  bis  d,  sondern  etwa 
zuerst  bis  d^,  dann  bis  d,  etc.  gezählt  wird,  8.  E.  Busche,  Math.  Ann.  47  (1896),  p.  107. 


6.  Josephsspiel.    7.  Wandenmgsspiele.  1089 

^  ausgeschieden  wird?  Dabei  kann  0  <  d  ^  n  sein;  e  ist  natürlich 
^w  und  positiv/^ 

Für  die  Funktion  i/(n,  e,  d)  ergiebt  sich  die  Rekursionsformel 

1/ (n  +  1;  ß  +  1;  rf)  =  V  (n,  e,  d)  +  d  —  « (n  +  1), 
wo  £  eine  positive  ganze  Zahl  ^  0  und  so  gross  zu  nehmen  ist,  wie 
durch  Rücksicht  auf  0<i/(n4-l;«  +  l,d)^w+l  geboten  ist*'). 
Diese  induktiv  gefundene  Formel  führte  Schubert  zu  gewissen  Reihen, 
welche  er  „Oberreihen"  nannte*^.  Eine  solche  Reihe  (a,  s,  q)  in  der  ver- 
allgemeinerten Fassung  Btcsche^B^^)  ist  eine  Reihe  ganzer  Zahlen  mit 
dem  Anfangsglied  a,  deren  Glieder  dadurch  bestimmt  sind,  dass  auf 
das  Glied  t  der  Reihe  stets  (^  +  s)  •  {  folgt,  wo  bei  gebrochenen 
Werten  stets  die  nächst  grössere  ganze  Zahl  in  die  Reihe  zu  setzen 
ist  (a,  s,  q  beliebige  reelle  Zahlen).  Unter  Benutzung  dieses  Begriffs 
ergiebt   sich   die   gesuchte   Funktion  v(n,  e,  d)   als   Überschuhs   von 

de  +  1  über  das  grösste  Glied  der  Oberreihe  (1,  n  —  e,   ,  _   K   das 

noch  kleiner  als  de  +  1  ist*®)  oder,  was  dasselbe  ist,  als  Überschuss 
von  dw  + 1  über  das  grösste  Glied  der  Oberreihe  (d(w— e)  + 1,0,  j— ^j, 
das  noch  kleiner  als  dn  -\-  l  ist^). 

7.  Wanderongsspiele.  Das  älteste  Spiel  dieser  Art,  das  Eönigs- 
berger  Brückenspiel  Iküer\  verlangte,  sieben  in  Königsberg  i.  Pr. 
über  die  verschiedenen  Pregelarme  führende  Brücken  hintereinander  je 
einmal  zu  passieren.  Diese  und  ähnliche  Aufgaben  erledigen  sich 
damit,  dass  alle  Ereuzungspunkte  eines  Liniengebildes  sich  auf  einer 
zum  AusgangspoBkt  zurOekkehrenden  Wanderong  hintereinander  je 
einmal  passieren  lassen,  wenn  alle  diese  Punkte  von  gerader  Ordnung 
sind,  d.  h.  wenn  in  jedem  von  ihnen  eine  gerade  Anzahl  von  Linien 
mündet,  während  bei  2  s  Punkten  ungerader  Ordnung  s  verschiedene 
und  zwar  nicht  zu  den  bezüglichen  Ausgangspunkten  zurückführende 

47)  H.  Schubert,  Zwölf  Geduldspiele,  p.  125.  Ein  Spezialfall  dieser  Formel, 
nämlich  für  e  =  n  —  1  war  —  anabhängig  von  Schubert  —  von  H.  Dehxnnoy, 
Interm.  des  math^m.  2  (1896),  p.  120  und  Moreau,  ibid.  2  (1895),  p.  229  an- 
gegeben worden. 

48)  H.  Schubert,  Hamburg,  Math.  Ges.  Mitt.  S  (1895),  p.  223.  Solche  Reihen 
finden  sich  auch  in  den  auf  die  im  Interm.  des  math^m.  gestellten  Fragen  32 
und  330  eingegangenen  Antworten  von  E.  Cesäro  (1.  c.  1  (1894),  p.  30)  und 
J.  Franel  (1,  p.  81;  2  (1895),  p.  122).  Weiter  s.  über  „Oberreihen"  E.Busche,  Ham- 
burg, Math.  Ges.  Mitt.  3  (1895),  p.  225;  W.  Ahrens,  Zeitschr.  Math.  Phys.  40  (1895), 
p.  245. 

49)  E.  Busche,  Math.  Ann.  47  (1896),  p.  105. 

50)  H.  Schubert,  Zwölf  Geduldspiele,  p.  129;  E,  Busche  (Fussn.  49). 
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Wanderungen  erforderlich  sind^^).  Das  dualistisch  entsprechende  Spiel, 
das  Labyrinthspiel;  verlangt  Durchwanderung  aller  Linien  eines  Linien- 
gebildes hintereinander '^^. 

Von  zwei  im  Jahre  1859  von  Hamilton  herausgegebenen  Spielen 
verlangt  das  eine^  alle  20  Ecken  eines  Dodekaeders  hintereinander  je 
einmal  auf  Wanderungen  ausschliesslich  längs  der  Kanten  zu  passieren, 
während  das  zweite,  dem  ersteren  dualistisch  entsprechende  Spiel  diese 
Forderung  für  die  20  Flächen  des  Ikosaeders  mittelst  Überschreitens 
der  Kanten  erhebt.  Die  Oruppe  aller  Drehungen,  welche  das  Ikosaeder 
in  sich  überfuhren,  ist  definiert  durch  die  Gleichungen^'): 

f^^i^  =  {rty  =  1. 

Führt  die  Drehung  r  eine  yon  den  drei  in  einer  Ecke  zusammen- 
stoBsenden  Kanten  über  in  diejenige  der  beiden  anderen,  zu  der  man 
kommt,  wenn  man  sich  nach  Durchwanderung  jener  ersten  rechts 
hält,  so  führt  die  Operation  l  =  rir  jene  erste  Kante  in  die  links 
gelegene  über.  Die  Operation  rrrlllrlrlrrrlllrlrl  wird  auf  Grrund 
der  Belation  l  =  rir  identisch  =  1,  führt  also,  als  Vorschrift  für 
eine  Wanderung  betrachtet^  zum  Ausgangspunkt  zurück^  jedoch  erst, 
nachdem  alle  20  Ecken  passiert  sind^).  Hamilton  erschwerte  die 
Durchwanderung  durch  weitere  Bedingungen^  indem  er  die  ersten  wie 
letzten  Stationen  Yorschrieb,  wobei  z.  B.  bei  Yorgeschriebenen  sieben 
ersten  Stationen  eYentuell  noch  zwei  Yerschiedene  Wanderungen  mög- 
lich sind^^);  indem  er  femer  eine  Station  als  unzu^Lnglich  ausschloss  etc. 

8.  Kartenmischen  nach  Q^rgonne  und  nach  Monge.  Das  schon 
von  Bachet^^)  für  einen  speziellen  Fall  behandelte,  Yon  Gergonne^^) 
verallgemeinerte  und  gewöhnlich  nach  letzterem  benannte  Spiel  be- 
ruht darauf,   dass  sich  jede  positive  ganze  Zahl  ^  m"*  in  der  Form 


m 


^/( —  l)"*"»«^m*""*  darstellen  lässt,  wo  die  n^  positive  ganze  Zahlen 


51)  L.Euler,  Petr.  Comm.  8  (1741),  p.  128;  s.  auch  Th.  Gausen,  Astron. 
Nachr.  21  (1844),  Nr.  494,  p.  216;  C.  Hierhoher,  Math.  Ann.  6  (1873),  p.  30; 
J.  B.  Listing,  Gott.  Studien  1847,  Abt.  1,  p.  811. 

62)  Vorschriften  hierfür  gaben  Chr.  Wiener,  Math.  Ann.  6  (1873),  p.  29; 
Trimaux  bei  Lucas,  R^r.  1,  p.  47;  G.  Tarry,  Nouv.  ann.  de  math.  (3)  14 
(1896),  p.  187. 

63)  W.  JB.  Hamilton,  Phü.  Mag.  (4)  12  (1866),  p.  446. 

64)  Eine  nur  in  der  Form  verschiedene  Vorschrift  gab  Hermary,  s.  Luccis, 
B^r.  2,  p.  216. 

64*)  Bezüglich  Anzahlbestimmungen  s.  die  inFussn.  32*  erwähnten  Arbeiten 
von  F.  Fitting. 

66)  Bachet,  Probl.,  2.  ^d.  p.  143  —  4.  6d.  p.  72. 

66)  /.  D.  Gergovme,  Ann.  de  math.  4  (1813/14),  p.  276. 


8.  Eartenmischen  nach  Grergonne  und  nach  Monge.    9.  Bagaenaudier.     1091 

>  0  und  ^  m  sind:  Jemand  bestimmt  die  von  einem  anderen  gedachte 
Karte  aus  einem  Haufen  von  nf^  Karten^  indem  bei  m- maliger  systemar 
tischer  Anordnung  der  m"*  Karten  in  m  Haufen  von  je  w"*"  ^  jedesmal  die 
Nummer  n.  (bei  geradem  m  ist  n^  um  1  kleiner  als  die  betr.  Haufen- 
nummer) des  die  betreffende  Karte  enthaltenden  Haufens  ihm  angegeben 
wird^^. 

Bei  einem  von  G.  Monge  ^®)  angegebenen  Spiel  wird  eine  gedachte 
Karte  dadurch  erraten ,  dass  zunächst  ihre  Nummer  im  Haufen  an- 
gegeben und  nun  durch  ein  iteriertes  systematischem  Mischen,  das  der 
Substitution: 


L2j\        Ä;=l,2,...,2n 


h 

(wegen  der  eckigen  Klammer  s.  I  C  1,  p.  556)  entspricht,  wieder  die 
ursprüngliche  Reihenfolge  der  Karten  hergestellt  wird^^). 

9.  Bagaenaudier.  Das  zuerst  bei  Hier.  Cardan  ^)  erwähnte  Spiel, 
für  welches  ein  deutscher  Name  nicht  zu  existieren  scheint,  besteht  aus 
einer  an  einem  Griff  angebrachten  Spange,  auf  der  eine  Anzahl  von 
Ringen  sitzen;  jeder  derselben   ist  durch  einen  an  ihm  befestigten 


Vt^ 

J 

t 

9 

*■ 

s 

&  ' 

B     )!   )) 

^^^3i 

?^^ 

L.  ■— ^ 

Fig.  2. 

Faden,  welcher  durch  das  Innere  des  benachbarten  Ringes  und  zwischen 
den  beiden  Bügeln  der  Spange  hindurchgeht,  mit  einer  kleinen 
Stange  a  (s.  Fig.  2)  fest  verbunden.  Die  Aufgabe  des  Spiels  besteht 
darin,  das  System  der  Ringe  von  der  Spange  zu  trennen.    Die  ein- 

57)  Der  allgemeinere  Fall  von  p  Haufen  zu  je  g  Karten  ist  von  C.  T. 
Hudson,  Educ.  Times  Repr.  9  (1866),  p.  89  behandelt;  eine  Berichtigung  dieser 
Untersuchungen  gab  L.  E.  Dickson,  New  York  Math.  Soc.  Bull.  (2)  1  (1896),  p.  184. 

68)  Monge,  Paris,  M^m.  pr^s.  1778,  p.  390. 

69)  Mit  Bestimmung  der  Perioden  für  yerschiedenes  n  beschäftigen  sich 
F.  Suf^akowskij,  Petersburg,  Bull.  16  (1868),  p.  67  und  J.  Bowrget,  J.  de  math. 
(8)  8  (1882),  p.  418;  s.  auch  Thomas  de  St.-Laurent,  Nimes,  TA6m.  de  Tacad. 
du  Gard  1864/66,  p.  606. 

60)  De  subtilitate  liber  XV,  Nuremberg.  1660,  p.  294.  —  Die  Angabe  0.  J. 
Broeh'B  (s.  Lucas,  B^cr.  1,  p.  166),  dass  solche  Vorrichtungen  in  Norwegen  noch 
heute  zTun  Verschliessen  von  Truhen  u.  dgl.  gebraucht  würden,  scheint  irrtüm- 
lich   zu   sein    (briefl.  Mitt.   von   Herrn   Dr.  Nielsen,  Prof.  d.  Ethnographie   in 

Christiania). 

69* 
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zigen  Manipulationen;  durch  welche  dies  Ziel  erreicht  werden  kann, 
sind  erstens  das  ^^Senken^  eines  Ringes ,  nämlich  das  Herunterziehen 
nach  rechts  (s.  Fig.  2)  von  der  Spange  und  nachherige  Hindorch- 
werfen  zwischen  den  beiden  Bügebi  der  Spange  von  oben  nach  onten, 
und  zweitens  das  ^^Heben^  eines  Ringes^  die  zu  der  vorigen  inverse 
Operation.  Das  ^^Heben''  resp.  ^^Senken''  eines  Ringes  ist  nun  immer 
nur  dann  möglich  ^  wenn  der  folgende  Ring  (bei  einer  Numerierung 
wie  in  der  Fig.  2)  auf  der  Spange  sitzt^  alle  weiteren  folgenden  Ringe 
jedoch  gesenkt  sind;  der  letzte  Ring  kann  jederzeit  gehoben  resp.  ge- 
senkt werden.  Charakterisiert  man^^)  die  Stellung  jedes  Ringes  durch 
eine  der  Ziffern  0  oder  1  und  zwar  so,  dass  der  erste  Ring  eine  1 
erhalt;  wenn  er  oben,  und  eine  0,  wenn  er  unten  ist,  und  jeder 
folgende,  wenn  er  unten  ist,  die  Zahl  des  Yorhergehenden,  dagegen 
die  entgegengesetzte  Zahl,  wenn  er  oben  ist,  so  ist  die  Anfangs- 
steUung  (s.  Fig.  2)  charakterisiert  durch  1010 . . .  und  die  erstrebte 
Schlussstellung  durch  0000 ....  Fasst  man  diese  Zahlen  nun  auf 
als  Zahlen  des  dyadischen  Systems,  so  zeigt  sich,  dass  aUe  überhaupt 
ausführbaren  Umstellungen  hinauskommen  auf  Additionen  und  Sub- 
traktionen Yon  je  1  bezw.  in  besonderen  Fällen  yon  je  2,  da  sich 
nämlich  das  Heben  und  Senken  der  beiden  letzten  Ringe  gleichzeitig 
ausführen  lässt.  Da  umgekehrt  auch  stets  die  einer  Addition  resp. 
Subtraktion  von  je  1  (bezw.  2  in  dem  besonderen  Falle)  entsprechende 
Operation  ausführbar  ist,  so  wird  das  Ziel  auf  dem  kürzesten  Wege 
erreicht,  indem  die  Zahl  1010  . . .  durch  successiyes  Subtrahieren  von  1 
(bezw.  2)  zu  0000  . .  .  reduziert  wird.     Dies  erfordert  bei  n  Ringen 

2"-i  —        2         Umstellungen. 

10.  Nim  oder  Fan-Tan.  Auf  amerikanischen  Schulen  wird  ein 
Spiel  unbekannten  Ursprungs  gepflegt,  das  von  zwei  Personen  gespielt 
wird  und  darin  besteht,  dass  eine  Anzahl  Haufen  von  irgend  welchen 
Gegenständen  —  sagen  wir  „Steinen''  —  hingelegt  wird  und  nun 
beide  Personen  abwechselnd  eine  beliebige  Zahl  von  Steinen  fortnehmen, 
aber  bei  jedem  einzelnen  „Zug''  inuner  nur  Steine  von  einem  Haufen 
und  zwar  mindestens  einen  Stein  und  höchstens  den  ganzen  Haufen. 
Derjenige,  der  den  letzten  Stein  nimmt,  ist  Sieger.  Der  Anziehende 
kann  in  den  weitaus  meisten  Fallen  den  Sieg  erzwingen,  und  zwar 
dadurch,  dass  er  eine  Spielregel  befolgt,  welche,  von  P.  E.  More  in- 
duktiv gefunden,  von  Qis.  L.  Bouton^^  in  folgende  Form  gebracht  ist: 

61)  L.  Gros  (8.  Litt.-Verz.). 

62)  Chs.  L.  BotUon,  Ann.  of  math.  (2)  3  (1901),  p.  36;  reproduziert  von 
W.  Ahrens,  Naturw.  Wochenschr.  (2)  1  (1902). 


10.  Nim  oder  Fan-Tan.    11.  Varia.  1093 

Man  schreibe  die  Zahlen  der  Steine  in  den  einzekien  Haufen  in  dya- 
discher  Schreibweise  unter  einander  und  addiere  die  Ziffern  der  ein- 
zelnen Kolonnen;  die  jeweilige  Position  heisst  dann  y^ichti^,  wenn 
diese  Summen  alle  gerade  Zahlen  (incl.  0)  sind,  im  anderen  Falle 
„unrichtig^'.  Ist  die  anfängliche  Position  eine  „unrichtige",  was  in  der 
weitaus  grössten  Zahl  der  Fälle  zutreffen  wird^*),  so  kann  der  Anziehende 
diese  in  eine  „richtige"  überfahren,  während  der  Gegner  diese  „rich- 
tige" Position  durch  seinen  Zug  wieder  in  eine  „unrichtige"  yerwandeln 
muss,  und  so  geht  dies  weiter,  bis  der  Anziehende  siegt.  Ist  die 
anfängliche  Position  dagegen  „richtig^',  so  kann  der  Nachziehende 
den  Sieg  stets  erzwingen.  —  Gilt  derjenige,  der  den  letzten  Stein 
nimmt,  als  Verlierer,  so  muss  die  Definition  der  „richtigen"  Position 
etwas  modifiziert  werden,  aber  auch  hier  lässt  sich  dann  zeigen,  dass 
eine  „richtige"  Position  stets  in  eine  „unrichtige"  übergeht  und  eine 
„unrichtige"  stets  in  eine  „richtige"  übergefiihrt  werden  kann,  und 
nach  wie  vor  ist  auch  hier  der  Sieg  demjenigen,  der  die  erste  „rich- 
tige" Position  herstellt,  bei  richtiger  Fortsetzung  sicher.  —  Statt  des 
gewöhnlichen  Namens  „Fan-Tan"  schlägt  Bouton,  um  Verwechselungen 
mit  einem  anderen  Spiel  dieses  Namens  zu  vermeiden,  „Nim"  vor.  — 
Die  Gesamtheit  aller  „richtigen"  Positionen  in  dem  praktisch  gewöhn- 
lichen Fall  von  drei  ELaufen  bildet  übrigens,  da  jeder  Kombination 
von  zwei  Zahlen  eine  dritte  eindeutig  zugeordnet  wird,  ein  Tripel- 
system  [I  A  2,  Nr.  10],  jedoch  lässt  sich  dies  Verfahren  anscheinend 
nicht  immer  zur  Bildung  von  Tripelsystemen  verwenden. 

11.  Varia.  Ohne  näheres  Eingehen  mögen  zum  Schluss  noch 
folgende  Spiele  einfacheren  Charakters  Erwähnung  finden:  1)  E.Lucas' 
„Turm  von  Hanoi"«*);  2)  P.  G,  Taü'%  Shilling-Sovereign- Problem «5); 
3)  Aufgaben  der  erschwerten  Überfahrt,  insbes.  Bachet's  Problem  der 

drei  Ehepaare^);  4)  die  Aufgabe,  alle  o  Steine  des  Domino- 

spiels zu  einer  zusammenhängenden  Kette  zu  vereinigen«^). 

63)  Die  Wahrscheinlichkeit  hierfür  s.  bei  Bouton,  l.  c.  p.  87/88. 

64)  S.  Lucas,  B^cr.  8,  p.  69  oder  die  dritte  der  im  Litt.-Verz.  angeführten 
sechs  Broschüren  desselben  Autors. 

65)  Tait,  Phil.  Mag.  (5)  17  (1884),  p.  SO;  Modifikationen  und  Verallgemeine- 
rungen von  E,  Lucas  und  H,  Delannoy,  s.  des  ersteren  Arithm.  amus.,  p.  97 
und  B^cr.  2,  p.  139. 

66)  Backet,  Probl.,  4.  Ausg.,  p.  168  »  2.  Ausg.,  p.  212. 

67)  Anzahlbestimmung  für  n  »  6  durch  M.  Beiss,  Ann.  di  mat.  6  (1871), 
p.  63;  s.  auch  G.  Tarry,  Assoc.  fran9.  pour  l'avanc.  des  sciences  16  (Nancy  1886), 
2,  p.  49.    Bezüglich  n  t=»  8  s.  G.  Tarry  und  JoUvdld  bei  Lucas,  Bäcr.  4,  p.  128. 


(Abgeschlossen  im  Juni  1902.) 
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1.  Gtosohiohte.  Insofern  sich  die  Volkswirtschaftslehre  mit  Er- 
scheinungen befassty  deren  Grössen-  und  Maassyerhältnisse  yon  her- 
Yorragender  Bedeutung  sind,  d.  h.  mit  Variationen  gewisser  Quanti- 
täten, musste  sie  früher  oder  später  in  der  Mathematik,  der  Wissen- 
schaft der  Quantität,  eine  Stütze  suchen. 

Dieses  geschah  auf  zwei  Weisen.  Einerseits  Hessen  sich  einige  Ge- 
lehrte, deren  hervorragendster  Vertreter  wohl  TT.  WheweU  ^)  sein  dürfte, 
darauf  ein,  einfach  diejenigen  Sätze  in  algebraische  Zeichensprache 
zu  übersetzen,  deren  Beweis  die  Ökonomisten,  die  keinen  Gebrauch 
von  Mathematik  gemacht  hatten,  schon  geliefert  hatten.  Es  braucht 
nicht  hervorgehoben  zu  werden,  dass  diese  Methode  wenig  Wert  be- 
sitzt, geringen  Erfolg  gehabt  hat  imd  jetzt  fast  aufgegeben  ist. 

Andererseits  suchte  man  nach  einem  einfachen  Prinzip,  das  dazu 
diente,  durch  DedükHony  mit  Hülfe  der  mathematischen  Analyse,  die 
Gesetze  der  wirtschaftlichen  Phänomene  zu  liefern.  Auf  diesem  Wege 
ist  man  zu  manchen  Resultaten  gelangt  und  ist  berechtigt,  weitere  zu 
erwarten. 

Die  Theorieen,  um  die  es  sich  hier  handelt,  kann  man  auf  zwei 
Weisen  einteilen,  nämlich  einerseits,  nach  dem  Unterschied  in  den 
Sätzen,  von  denen  sie  ausgehen,  und  andererseits  nach  dem  Unter- 
schied in  der  Beschränkung  des  Untersuchungsfeldes. 

Man  kann  nämlich  von  dem  Gesets  der  Nachfrage  ausgehen,  wie 
es  A,  Cau/mot^  gethan  hat,  der  den  Preis  p  einer  Ware  als  gegeben 
nimmt  und  die  Grösse  D,  der  Nachfrage  (franz.  demande,  engl,  demand, 
ital.  domanda)  dieser  Ware  in  einem  Jahr,  als  bekannt  voraussetzt, 
indem  er  D  =  f{p)  setzt.  Dieses  thut  auch  Ä,  MarshaU^),  indem  er 
die  demand  schedule  eines  Individuums  untersucht,  d.  h.  die  Quantitäten, 
welche  eine  Person  von  einer  jeden  Ware,  bei  gegebenen  Preisen,  kauft, 
als  gegeben  annimmt 

iistatt  so  zu  verfahren,  kann  man  aber  die  Erscheinung  tiefer 
verfolgen  und  von  den  Gefühlen  ausgehen,  die  die  Waren  den  Menschen 
zu  Genussobjekten  machen.    In  diesem  Fall  wird  das  Gesetz  der  Nach- 


1)  W%a,  WheweU,  Political  economy,  Cambr.  Trans.  8  (1829),  p.  191;  4 
(1831),  p.  166. 

2)  Aug.Coumot,  Richesses,  Paris  1838;  H,v.  Mangöldt,  Volkswirtschafts- 
lehre, Stuttgart  1863;  H.  C,  Fleeming  Jenkin,  Trade  Unions  North  british  review, 
März  1868;  The  graphic  representation  of  the  laws  of  supply  and  demand  1868, 
in  Papers  literary  scientific,  2  vols,  ed.  by  Sidn.  Colvin  and  J,  Ä.  Ewing,  London 
1888,  2,  p.  76;   Incidence  of  taxes,  1871,  in  „Papers"  2,  p.  107. 

3)  Ä.  MarahaU,  Principlea,  London  1890;  domestic  values,  foreign  trade, 
Cambridge  1879. 
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frage  eine  Deduktion  und  nicht  mehr  ein  Datum.  Dieser  Weg  ist 
zuerst  von  J.  Dtipuit*),  H.  H.  Gossen  *)  und  R.  Jennings  •)  eingeschlagen 
worden.  Entwickelte  Theorieen  finden  sich  bei  TT.  Staadey  Jevons'^j 
a  Menger  »),  L.  Walras  »),  TT.  LaufJiardt^%  A  MarshaU  ^%  M,  Pantor 
leani^^),  F.  T,Edgewor(h^%  L  Fisher^^),  J,  Lehr^),  F.  Pareto^^  u.  a. 

Was  den  Unterschied  anbelangt^  der  sich  daraus  ergiebt^  dass 
das  Gebiet  der  Untersuchungen  nicht  bei  allen  gleich  weit  und 
breit  ist^  ist  zu  bemerken^  dass  die  Mehrzahl  der  Schriftsteller  sich 
auf  einen  Teil  des  Gebietes  beschränken^  in  welches  die  wirtschaft- 
lichen Erscheinungen  sich  zerlegen  lassen.  Die  meisten  haben  sich 
für  die  Theorie  der  Bestimmung  des  Preises  interessiert.  Diese  Theorie 
ist  Gegenstand  eines  eingehenden  Werkes  von  R.Äuspit0  und  R.  Lieben^'') 
geworden. 

Andere  Gelehrte  haben  sich  auf  die  spezielle  Behandlung  anderer 
Theorieen  verlegt,  die  Theorie  der  Produktion,  der  Rente  u.  s.  w. 

L.  Walras  war  der  erste,  der  die  wirtschaftlichen  Erscheinungen 
im  Zusammenhange  betrachtet  und  das  System  von  Gleichungen  auf- 
gestellt hat,  welche  diesen  Zusammenhang  darstellen  und  bestimmen, 
unter  der  Voraussetzung  der  freien  Konkurrenz.  Dem  System  dieser 
Gleichungen  gebührt  der  Name  yyWalras^sche  Gleichungen^'  (Nr.  3). 

Der  wirtschaftliche  Kreislauf  bildet  einen  geschlossenen  Cyklus, 
den  wir  willkürlich  in  Teile  zerstückeln:  Konsumtion,  Tausch,  Pro- 
duktion, Kapitalisation.  Der  Mensch  unterzieht  sich  Mühsalen,  um 
sich  bestimmte  tJüter  zu  verschaflFen,  die,  wenn  sie  verbraucht  sind, 
ihn  in  den  Stand  setzen,  sich  von  neuem  Kraftanstrengungen  aus- 
zusetzen; und  so  geht  es  weiter  in  ununterbrochener  Reihenfolge. 
Ein  Umstand  bringt  in  das  Problem  eine  Verwickelung.  Die  An- 
strengungen der  Menschen  haben  meistens  nicht   den   unmittelbaren 
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Zwecky  die  Güter  zu  erlangen^  welche  sie  direkt  brauchen;  es  ist  oft 
vorteilhafter,  einen  Umweg  einzuschlagen*®);  so  wäre  es  z.  B.  zu  kost- 
spielig^ direkt  sich  Wasser,  das  man  braucht,  aus  dem  Brunnen 
selber  zu  schöpfen;  Eisenerze  schmelzen,  eine  gusseiseme  Leitung 
herstellen,  ist  Yorteilhafter,  sowie  es  sich  um  grössere  Quantitäten 
Wasser  handelt.  Das  Studium  dieses  Umweges,  den  man  einschlägt 
um  sich  wirtschaftliche  Güter  zu  verschafifen,  führt  zur  Theorie  der 
Eapitalbildung  und  erschwert  das  Studium  der  Produktion.  Die  wirt- 
schaftlichen Erscheinungen  werden  auf  diese  Weise  ausserordentlich 
mannigfaltig  und  kompliziert.  Diese  Erscheinungen,  in  ihrem  Zu- 
sammenhang, drücken  die  Walras'schen  Gleichungen  aus.  Diese  Glei- 
chungen sind  auch  die  Gnmdlage  der  Theorieen  des  Cours  von  F.  Pa/reto, 
Die  mathematische  Analyse  braucht  man  erst,  um  einen  Begriff 
vom  Nexus  der  wirtschaftlichen  Girkulation  zu  gewinnen  und  deren 
hauptsächlichste  Merkmale  zu  bestimmen.  Beschränkt  man  sich  auf 
ein  spezielles  und  numerisches  Problem,  z.  B.  auf  die  Bestimmung 
der  Preise,  so  ist  der  Nutzen  der  Mathematik  schon  mit  Rücksicht 
auf  den  Mangel  an  ausreichenden  numerischen  Daten  (z.  B.  für  die 
Kenntnis  der  Parameter  in  den  Gleichungen  (6),  Nr.  6)  nur  ein  geringer. 
Der  Nutzen  wird  aber  ein  beträchtlicher,  sobald  man  sich  mit  einem 
allgemeinen  und  qualitativen  Problem  beschäftigt,  wie  es  u.  a.  die 
Erkenntnis  der  Bedingungen  ist,  die  das  wirtschaftliche  Gleichgewicht 
bestimmen  (Nr.  3).  Handelt  es  sich  um  dieses  grundlegende  Problem 
des  wirtschaftlichen  Gleichgewichts,  so  ist  es  von  Wichtigkeit  zu 
wissen,  wann  dieses  Gleichgewicht  bestimmt  und  wann  es  nicht  be- 
stimmt ist,  und  dieses  kann  man  sofort  erfahren,  indem  man  die 
Anzahl  der  Gleichungen  mit  derjenigen  der  Unbekannten  vergleicht  ^^. 
Andere  Probleme  dieser  Art,  die  zu  denen  gehören,  die  Edgeworfh 
ufmumericäl  mafhematics  nennt,  können  mit  Vorteil  gelöst  werden, 
z.  B.  diejenigen,  die  mit  der  Bestimmung  der  Bedingungen  des  Maxi- 
mums der  Befriedigung  zu  thun  haben  (Nr.  7). 

2.  Welche  Erscheinungen  behandelt  die  mathematiBOhe  Wirt- 
BChaitalehre?  Es  handelt  sich  um  abstrakte  Erscheinungen  wie  die, 
welche  die  rationelle  Mechanik  behandelt.  Wir  gehen  hier  nicht  auf 
die  Frage  ein,  in  welchem  Verhältnis  das  abstrakte  Phänomen  zum 


18)  E,  Böhm  v,  Bawerh  hat  diesen  Satz  ausfährlich  entwickelt:  Kapital 
und  Eapitalzins,  Innsbruck  1884.  Zweite  Abt.:  Positive  Theorie  des  Kapitales, 
1889,  rV.  Abschn.,  p.  299  ff. 

19)  L.  Walras,  £conomie  politique,  8.  ^d.  Lausanne  1896,  le9on  11,  §  108, 
p.  13S~84;  F.  Farek),  Cours,  §  51. 
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konkreten  steht  ^)^  da  es  sich  dabei  nicht  um  eine  mathematische 
Frage  handelt.  Nur. ein  paar  Worte^  zwei  Vorwürfe  betreffend,  mögen 
hier  am  Orte  sein"). 

Wie  die  analytische  Mechanik  ^^)  materielle  Punkte  und  starre 
Körper  behandelt,  so  betrachtet  die  mathematische  Wirtschaftslehre 
einen  abstrakten  Menschen,  einen  hämo  oeconomicus.  Die  menschlichen 
Handlungen  sind  ausserordentlich  mannigfaltig  und  bilden  das  Objekt 
verschiedener  Wissenschaften.  Es  lassen  sich  aber  gewisse  Klassen 
Yon  Charakteren  Ä,  B,  C , . .  isolieren  und  Menschen  betrachten,  die 
sich  ausschliesslich  mit  den  EUmdlungen  der  Klasse  Ä  befassen,  oder 
aber  mit  denen  der  Klasse  B  u.  s.  f. 

Der  „homo  oeconomicus'^  befasst  sich  ausschliesslich  mit  den 
rationellen  Handlungen,  die  den  Zweck  haben,  ökonomische  Güter  zn 
erwerben.  Man  kann  sich  mit  demselben  Rechte  einen  homo  reli- 
giosus,  einen  homo  ethicus,  einen  homo  politicus,  selbst  einen  homo 
eroticus  u.  s.  f.  konstruieren;  im  realen  Menschen  steckt  dann  ein 
homo  oeconomicus,  ein  homo  religiosus  etc. 

In  diesem  Sinne  definiert  Pareto^  den  homo  oeconomicus  wie 
folgt:  „Comme  la  m^canique  rationelle  consid^re  des  points  materiels, 
Feconomie  pure  consid^re  lliomo  oeconomicus.  G'est  un  ^tre  abstrait, 
Sans  passions  ni  sentiments,  recherchant  en  toute  chose  le  maximum 
de  plaisir  ne  s'occupant  d'autre  chose  que  de  transformer  les  uns  ou 
les  autres  les  biens  ^nomiques'^ 

Man  hat  gemeint,  die  mathematischen  Ökonomisten  behaupteten, 
der  wirkliche  Mensch  sei  ein  homo  oeconomicus]  da  war  es  denn  nicht 
schwer  zu  beweisen,  sie  hätten  unrecht.  Die  Zumutung  ist  aber 
falsch:   die  Ökonomisten  behaupten  nicht,  der  wirkliche  Mensch  sei 

20)  Bened.  Croce,  Gi.  Econ.,  Aug.  1900;  V.  Pareto,  Gi.  Econ.,  Sept.  1900. 

21)  S.  auch  W.  S.  Jevons,  Political  economy;  F.  G.  Edgeworth,  Psychics; 
/.  NevilU  Keynes,  Scope  and  Method  of  political  economy,  London  1891. 

Einige  Einwände  rühren  daher,  dass  Autoren,  die  Mathematik  nicht  kennen, 
mathematische  Theorieen  der  Wirtschafbslehre  beurteilen.  So  hat  man  z.  B. 
behauptet,  dass  das  ^ßesetz  der  Sub8tit%ttion^\  wonach  eine  Ware  eine  andere 
im  Konsum  ersetzen  kann,  die  Mathematik  in  der  Wirtschaftslehre  unverwertbar 
mache.  Das  hiesse  soviel,  wie  behaupten,  die  Mathematik  könne  nur  Funktionen 
mit  einer  unabhängigen  Variabein  behandeln.    Vgl.  F.  Pareto,  Cours  §  974. 

22)  Vgl.  F.  Volterra,  Gi.  Econ.,  Nov.  1901.  V.  geht  hier  naher  ein  auf  die 
Analogie  zwischen  Abstraktionen,  wie  sie  u.  a.  zum  Begriff  des  homo  oeconomicus 
fahren,  und  solchen,  wie  sie  in  der  analytischen  Mechanik  längst  eingebürgert 
sind,  und  erstaunt  über  den  Widerstand,  auf  den  derartige  Abstraktionen  in 
der  Wirtschaftslehre  gestossen  sind. 

28)  Pareto,  Conunent  se  pose  le  probläme  de  T^conomic  pure.  Lausanne, 
Mäm.  pr^s.  ä  la  soc.  SUOa,  Dez.  1898,  p.  8. 


^ 
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ein  homo  oeconomicuSf  ebenso  wie  es  keinem  Kenner  der  reinen 
Mechanik  einfällt,  die  wirklichen  Körper  als  identisch  mit  denjenigen 
zu  betrachten,  die  die  rationelle  Mechanik  behandelt  Beide  scheiden 
einfach,  durch  Abstraktion,  gewisse  Teile  der  wirklichen  Erscheinung 
Yon  anderen  ab  und  studieren  sie  isoliert. 

Man  kann  femer  den  Einwand  erheben,  dass,  während  z.  B.  die 
Astronomie  durch  die  Abstraktionen  der  Mechanik  mit  bestem  prak- 
tischem Erfolge  approximiert  wird,  in  der  mathematischen  Wirtschafts- 
lehre  bislang  nur  festgestellt  werden  konnte,  dass  einige  ihrer  Konse- 
quenzen qualitativ  mit  wirklich  beobachteten  Thatsachen  übereinstimmen. 
Dies  mag  bis  zu  einem  gewissen  Orade  zugegeben  werden;  es  steht 
indessen  in  sicherer  Aussicht,  dass  mit  zunehmender  Kenntnis  empi- 
rischer Daten  auch  die  Zahl  der  positiven,  quantitativen  Ergebnisse 
der  neuen  Lehren  wachsen  wird.  Gegenwärtig  besteht  der  Hauptwerk*) 
der  mathematischen  Theorie  darin,  dass  sie  zu  einer  Auffassung 
der  konkreten  wirtschaftlichen  Phänomene  führt,  die  der  Wirklich- 
keit erheblich  näher  kommt,  als  alle  anderen  bisher  bekannten  Theorien; 
vergleicht  man  die  letzteren  mit  den  konkreten  Phänomenen,  so  liefert 
die  mathematische  Theorie  die  Mittel,  um  zahlreiche  Irrtümer  und 
Sophismen  der  anderen  Theorien  au&udecken  (vgl.  Nr.  6). 

Einige  Autoren,  z.  B.  O.CasseV^),  haben  der  mathematischen 
Volkswirtschaftslehre  vorgeworfen,  sie  behandele  Funktionen,  die  eigent- 
lich unstetig  sind,  als  ob  sie  stetig  wären;  die  Variationen  in  den 
Mengen  der  konsumierten  Waren  seien  ganze  Einheiten  und  nicht 
unendlich  kleine  Teilchen.  Dieses  ist  richtig  und  der  Einwurf 
wäre  zu  beachten,  wenn  es  sich  um  ein  psychologisches  Studium 
eines  einzelnen  Individuums  handelte.  Die  Volkswirtschaftslehre  be- 
fasst  sich  aber  nur  mit  grossen  Zahlen  und  alsdann  kann  man  in  den 
meisten  Fallen  kontinuierliche  Funktionen  an  Stelle  der  diskontinuier- 
lichen setzen,  ohne  dass  man  zu  grosse  Fehler  zu  befürchten  hätte  ^^. 
Dasselbe  thut  man  in  der  Wahrscheinlichkeitslehre,  mathematischen 
Physik  und  überhaupt  immer  dort,  wo  es  sich  darum  handelt,  stati- 
stische Phänomene  durch  Kurven  oder  kontinuierliche  Funktionen 
darzustellen.  Ist  z.  B.  N  die  Zahl  der  Individuen  einer  gewissen  Be- 
völkerungsgruppe, t  die  Zeit,  so  wird  N  =  f(t)  als  eine  kontinuierliche 
Funktion  behandelt,  während  es  klar  ist,  dass  N  nur  eine  ganze 
Zahl  sein  kann.  Man  muss  allerdings  bei  wirtschaftUchen  Problemen 
darauf  achten,  dass  der  Fehler,  den  man  durch  die  Substitution  kon- 

24)  Pareto,  6i.  Econ.,  Sept.  1901;  Pweto,  Syst^mes  socialistes,  1,  Paris  1902. 
26)  G.  Cassel,  Preislehre,  Zeitschr.  f.  d.  ges.  Staatsw.  1899,  §  23,  p.  41G. 
26)  F.  Pareto,  Gi.  Econ.,  Juni  1900,  p.  646  ff. 
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tinnierUcher  Funktionen  an  SteUe  der  diskontinuierlichen  begeht,  un- 
beträchtlich  sei.    In  einigen  Fällen  ist  er  es  nicht '^). 

Es  ist  übrigens  für  die  mathematische  Wirtschaftslehre  nicht 
unerlässlich,  kontinuierliche  Funktionen  zu  gebrauchen  und  man  kann 
oft  ebenso  gut  mit  der  Betrachtung  endlicher  Variationen  auskommen. 

3.  Gmndgleiohungen,  die  sioh  durch  Verwertung  des  Begriffes 
der  Ophelimitat^^)  auf^rtellen  lassen.  Die  Theorie  der  reinen  Mechanik 
kann  entwickelt  werden ,  indem  man  von  der  Kraft ,  als  Ursache  der 
Bewegung^  ausgeht^  oder  indem  man  von  dem  Studium  der  Bew^^g 
selbst  ausgeht. 

Zwei  ähnliche  Wege  fdhren  zu  den  Gleichungen  der  Wirt- 
schaftslehre. 

Bisher  ist  immer  der  erste  Weg  eingeschlagen  worden  und  erst 
in  letzter  Zeit  hat  Pcureto  auch  den  zweiten  benutzt"*).  Schon  vor 
Einfahrung  mathematischer  Methoden  hatten  die  ÖkonomiBten,  wenn 
auch  undeutlich,  das  Bestehen  eines  gewissen  TauglichkeüsverhaU- 
nisses  (rapport  de  convenance)  zwischen  den  Bedürfhissen  des  Menschen 
und  den  Gütern,  die  er  verwertet,  beobachtet  und  diesem  Verhältnis 
verschiedene  Namen  gegeben,  z.  B.  Gebrauchswert,  Nützlichkeit  etc. 
Die  mathematischen  Ökonomisten  haben  diesen  «Begriff  aufgenommen, . 
vervollständigt,  besonders  aber  berichtigt^  was  freilich  nicht  sofort  hat 
gelingen  wollen. 

Die  englische  Schule  nennt  den  Genuss,  der  einem  Menschen 
dadurch  verschafft  wird,  dass  er  ein  bestimmtes  Quantum  Ware  kon- 
sumiert, einfach  die  Nützlichkeit  dieses  Quantums.  Dieser  Genuss 
hängt  offenbar  von  derjenigen  Quantität  ab,  die  schon  vor  der  in 
Betracht  kommenden  genossen  worden  ist.  Nehmen  wir  an,  ein 
Mensch  habe  schon  x^  der  Ware  A  genossen,  so  ist  der  Genuss,  der 
ihm  dadurch  verschafft  wird,  dass  er  noch  dx^  hinzunimmt,  durch 
^a{'^a)^^a  »usgcdrückt,  WO  die  Funktion  q)^  im  allgemeinen  je  nach 
dem  Individuum  und  je  nach  der  Ware  eine  andere  ist  (Nr.  3).  Die 
Quantität  (Pa{^a)  ^^^^^^  Jevons  final  degree  of  utility  imd  dieser  Name 
ist  allgemein  üblich  bei  der  englischen  und  amerikanischen  Schule. 
Gossen  hat  den  Genuss  des  letzten  noch  eingetauschten  Teilchens  den 
Wert  des  letzten  Atoms  genannt.     L.  Walras  nennt  q>a(p^a)  ^öirefe' 

Den  Bezeichnungen  Nützlichkeit  und  Seltenlieit  haftet  der  Nach- 


^ 


27)  V.  Pareto,  Cours,  §  22.    Vgl.  ID4a,  sowie  E.  Äuspüz  und  E.  Liehen, 
Theorie  des  Preises,  p.  117  ff. 

28)  7.  Pareto,  Gi.  Econ.,  März,  Juni  1900;  P.  Boninsegni,  Gi.  Econ.,  Febr.  1902. 

29)  F.  Pareto,  Cours,  §  26. 
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teU  an,  dass  sie  in  dem  gewöhnUchen  Sprachgebrauch  einen  Sinn 
haben,  der  von  demjenigen  verschieden  ist,  den  sie  in  der  Wirt- 
schaftslehre erhalten.  Wir  dürften  z.  B.,  ohne  dem  üblichen  Sprach- 
gebrauch Gewalt  anzuthun,  nicht  sagen,  dass  Morphium  dem  Mor- 
phinomanen  „ nützlich ''  sei;  wir  müssten  sagen,  es  sei  ihm  schäd- 
lich; vom  wirtschaftlichen  Standpunkt  aus  werden  wir  sagen,  Mor- 
phium habe  für  ihn  eine  bestimmte  Nützlichkeit  oder  einen  bestimmten 
Wert^  da  er  ja  Morphium  verlangt. 

Es  giebt  also  Dinge,  die  sehr  schädlich  sind  und  doch  wirt- 
schaftlich nützlich  genannt  werden.  Ebenso  giebt  es  höchst  seltene 
Dinge,  denen  trotzdem  durchaus  keine  wirtschaftliche  Seltenheit  zu- 
zusprechen ist,  weil  kein  Mensch  nach  ihnen  ein  Verlangen  hat. 

Die  Gefahr  einer  Amphibolie  zwischen  dem  gewöhnlichen  Sprach- 
gebrauch  und  dem  mslschafüichen  ist  nicht  zu  unterscl^tzen. 
Oft  sind  wirtschaftliche  Theorieen  kritisiert  worden,  blos  weil  man 
die  wirtschaftliche  Nützlichkeit  mit  derjenigen  des  üblichen  Sprach- 
gebrauchs oder  die  Seltenheit  von  Walras  mit  der  absoluten  Selten- 
heit verwechselte.  Um  diesen  Wortstreitigkeiten  ein  Ende  zu  machen, 
hat  Pareto  die  Quantität  q>a{^a)  Ophelimität^)  benannt  Gegen  die 
Theorie,  die  wir  angedeutet  haben,  erhebt  man  zwei  Einwände. 
Der  erste  ist  begründet  und  um  ihm  gerecht  zu  werden,  hat  Pareto 
eine  neue  Theorie  aufgestellt,  von  der  in  Nr.  4  die  Rede  sein 
soll.  Wenn  man  durch  ^a{^a)^^a  ^^^  Genuss  ausdrückt,  den  der 
Konsum  von  dx^y  welcher  zu  dem  von  x^  hinzukommt,  verschafft,  so 
nimmt  man  an,  dass  dieser  Genuss  eine  Quantität  sei,  die  sich  messen 
lasse.  Davon  lässt  sich  aber  gar  kein  Beweis  geben.  Es  ist  dieses 
ein  dunkler  Punkt^  der  klar  gemacht  werden  muss.  Vorläufig  nehmen 
wir  an,  der  Genuss  liesse  sich  messen. 

Der  zweite  Einwand  besteht  darin,  dass  der  Genuss,  den  der 
Konsum  von  dx^  verschafft,  nicht  blos  von  x^  abhängt,  sondern  zu- 
gleich auch  vom  Konsum  rc^,  x^y . . .  der  übrigen  Waren  B,  C, . . .  **). 

Dieses  ist  im  allgemeinen  richtig,  aber  um  diesen  Umstand  zu 
berücksichtigen,  genügt  es,  dass  man  fPai^^f  ^bf  -  -  -)  ^^  ^^  Stelle  von 
VaiP^a)  sötzt-  Allerdings  wird  dadurch  die  Theorie  komplizierter;  um 
sie  zu  vereinfachen,  kann  man  beobachten,  dass  es  in  vielen  Fällen 
blos  zu  unbedeutenden  Fehlem  führt,  wenn  man  q>a{^a)  ^^  ^^  Stelle 

von  q>a{^af  ^hJ  •  •  •)  ßö^^i- 

Wenn  man  die  Funktionen  fPa(p^a)f  ^bip^h)}  -  •  •  untersucht,  findet 
man  immer  eine  Funktion  0,  die  derartig  ist,  dass 
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dagegen  findet  dieses  nicht  immer  statt^  wenn  man  die  Funktionen 

untersucht.     Wo  dies  aber  nicht  der  Fall  ist,  muss  man,  um 

d0  =  q>adx^  +  ipf,dXf,  H 

zu  integrieren,  gewisse  Relationen  zwischen  x^,  x^^j . , .  haben,  d.  h. 
alsdann  hängt  der  Genuss  von  der  Reihenfolge,  in  der  die  Eonsums- 
akte  stattfinden,  ab^*^). 

Die  Funktion  9  hat  man  den  Gesamtnutzefiy  die  TotaUyphdimüät 
genannt;  sie  misst  den  Oenuss  einer  Gesamtheit  von  Eonsumen. 
Man  kann  von  der  Betrachtung  von  9  ausgehen,  um  zu  9^,  9^, .  • . 
zu  gelangen,  oder  umgekehrt  verfahren;  letzterer  Weg  ist  der  ein- 
fachste, weil  ein  Individuum  sich  bewusst  sein  kann,  welchen  Genuss 
ihm  (fadx^y  Vb^^bf  •  •  •  verschaffen,  aber  kein  Bewusstsein  hat  vom 
Gesamtgenuss  9.  * 

Das  erste  Problem,  das  gelöst  worden  ist,  ist  das  den  Tausch 
betreffende.  Man  hat  es  unter  dem  Einfluss  der  bei  nicht  mathe- 
matisch gebildeten  Volkswirten  üblichen  Ideen  herausgegriffen.  So 
hat  ja  auch  die  analytische  Mechanik  damit  angefangen,  spezielle 
Probleme  zu  lösen,  ehe  sie  allgemeine  Theorieen  aufgestellt  hat. 

Gegeben  seien  zwei  Individuen,  die  wir  1  und  2  nennen  wollen. 
Das  Individuum  1  besitze  q^  von  der  Ware  A,  das  Individuum  2 
besitze  Qf,  von  der  Ware  B.  Der  „Tausch^  besteht  darin,  dass  das, 
was  das  eine  Individuum  abgiebt  (negativ  erhalt),  das  andere  erhält; 
erhält  also  1  x^^  von  Ä,  x^^^  von  B,  und  2  x^^  von  A,  x^f,  von  B, 
so  sind  X2af  ^i6  positive,  x^^,  x^f,  negative  Quantitäten,  und  man  hat: 

Die  Grösse  9>io(3'a  + ^ij^^ia  gi^^t  di©  Zunahme  des  Genusses  an, 
die  1  erfährt,  wenn  es  noch  dx^^  erhält,  wobei  diese  Zunahme  zu- 
gleich mit  dx^^  positiv  oder  negativ  ausfällt;  desgleichen  ergiebt 
9ib{^ib)^^b  ^®  Zunahme  des  Genusses  für  1  beim  Empfange  von 
dx^f,.  Ersichtlich  wird  1  ein  Interesse  daran  haben,  den  Tausch  so- 
lange fortzusetzen,  als  die  Totalzunahme  des  Genusses: 

noch  positiv  ist,  und  wird  erst  dann  befriedigt  sein,  wenn  diese  Grösse 
vom  Positiven  ins  Negative  übergeht,  d.  h.  wenn  sie  gerade  den  Wert 
Null  besitzt.     Das  entsprechende  gilt  für  2. 

Es  tritt  demnach  jyVnrtschafÜiches  GleichgetvicJd^^  ein,  wenn: 


(2)  { 


8.  6raiidgl.,«d.  sich  durch  Yerwert.  d.  Begr.  d.  Ophelimität  aufsi  lassen.      1105 

Man  kann  den  analytischen  Kern  des  Beweises  aucli  dahin  ausdrücken, 
dass  1  versucht,  0^  auf  ein  McLximum  zu  bringen,  während  2  aus  O^ 
ein  Maximum  machen  will;  oder  auch,  was  analytisch  dasselbe,  wirt- 
schaftlich aber  zweckmässiger  ist,  die  Gleichungen  (2)  drücken  die 
gegenseitige  Stellung  aus,  in  der  1  und  2  keinen  Vorteil  mehr  an  einer 
Fortsetzung  des  Tausches  haben. 

Damit  ein  Maximum  existiert,  muss  überdies  cPO  <0  sein.    Im 

vorliegenden  Falle  hängt  « —  allein  von  x  ,  « —  allein  von  Xf,  ab,  so 
dass  X — ö—  =  0  ist,  somit  wird  die  Bedingung  des  Maximums: 

0  X^  O  Xm. 


'a^'^b 


«'*rf4  +  ^d4<0. 


Diese  Bedingung  ist  aber  erfüllt,  da  sich  in  Nr.  5  zeigen  wird,  dass: 

Auch   für   den   schwierigen   Fall,   dass  ^ — ^ —  =f»  0,  existieren  Unter- 
suchungen. 

Die  Gleichungen  (2)  sind  der  Grundstein  der  mathematischen 
Wirtschaftslehre.  Sie  werden  in  verschiedener  Form  von  verschiedenen 
Schriftstellern  ausgedrückt.     Setzen  wir: 


dx* 


so  zeigen  die  Gleichungen  (1),  dass  man  auch: 
hat  und  die  Gleichungen  (2)  werden  alsdann: 


30)  L,  WcHras,  £conomie  politique,  p.  122.    Er  nennt  raretS  die  Quantitäten 
9    ,  9    ,  . . .   und  bezeichnet  sie  mit  te^,  a^^,  . .  •  (es  sind  dieses  also  andere 

Werte  als  die    a?^^,  ^i6>-»-  des  Textes).    Seine  Formel  ist  —  "^Pa»  die  mit 

der  obigen  Formel  -^  «s  p.  übereinstimmt.    Er  sagt,  dass  diejenigen  Sachen 

rares  sind,  „welche  einerseits  uns  wQ^lidh  sind,  und  andererseits  uns  in  be- 
schränkten Quantitäten  zur  VerfCignng  stehen".  TT.  scheint  dabei  eine  sogenannte 
uvheschrämkte  Quantität  mit  einer  grossen  Quantität  zu  verwechseln.  Derselbe 
Irrtum  kommt  p.  102  (^d.  1900)  wieder  yor,  wo  W,  von  einer  Quantität  spricht, 
„die  grösser  ist  als  der  Erweiterungsgrenznntzen",  die  er  als  eine  unbeschränkte 
bezeichnet.  Dieser  Irrtum  übt  aber  auf  die  weiteren  Schlussfolgerungen  keinen 
Einfiuss  aus. 

Bnoyklop.  d.  mAth.  WiaMxuoh.    L  70 
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Sa 


In  dieser  Form  stellt  sie  L.  Wälrcts  dar*^).     („WaJras'Bclie  Form**.) 
Die  Oleicliungen  (2)  kann  man  auch  schreiben: 

yia(ga  +  ^a)^  ^^16^       ^fai'^^a) 

Dieses  ist  die  Jevons^sche  Form*^). 

Dergleichen  einfache  Transformationen  haben  keine  wesentliche 
Bedeutung. 

Diese  Formeln^  welche  Form  man  auch  vorziehen  mag^  lassen 
sich  auf  eine  beliebige  Anzahl  von  Gütern  und  am  Tausche  beteiligten 
Individuen  ausdehnen.  Der  TTaJras'schen  Theorie  gemäss  kommt  man 
auf  die  Gleichungen 


(3) 


1  1 

^b  ^c 

1  1 

92a  =  :;r%6=  zrV%c  =  "' 


Der  Jet^on^'schen  Theorie  gemäss  kommt  man  zu  den  Gleichungen 


f   9 


(4) 


la 


9 


16 


la 


9 
9. 


2a 
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8a 


dx 


16 


26 
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86 
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2a 
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8a 


Ic 
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2c 
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Sc 


^^la 


die  mit  den  vorhergehenden  identisch  sind.  Wir  kommen  nun  auf 
den  Tausch  zwischen  zwei  Individuen  mit  blos  zwei  Waren  zurück. 
Vermittelst  der  Gleichimgen  (1)  eliminieren  wir  doc^^y  d^i^,  ^^tay 
dx^f^  aus  den  Gleichungen  (2)  und  erhalten  alsdann  das  System: 

^la  T"  ^2a  ^  ^f  ^16  "T  ^26  =  ^7 

9la'^lb=  9%a'  926- 

Diese  drei  Gleichungen  genügen  indessen  nicht,  um  die  vier  Un- 
bekannten ix^ia9  ^af  ^ibf  ^%b  ^^  bestimmen.  Die  alte  Wirtschaftslehre 
hatte  diese  Thatsache  schon  vermutet.     Es  war  ihr  schon  klar,  dass 


(5) 


31)  Jevons,  Political  economy,  p.  108.    Er  gebraucht  die  Formel: 
die,  anders  geschrieben,  übereinstimmt  mit: 
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die  Besultate  des  Tansches  sich  änderten,  wenn  das  TauschTerhältnis 
während  des  Tausches  sich  yeranderte'^;  ihre  Begriffe  waren  aber 
noch  unbestimmt  und  unsicher;  erst  die  mathematische  Analyse  hat 
ihnen  Schärfe  und  Genauigkeit  verschafft. 

Hier  haben  wir  grade  ein  Beispiel  ihres  Wertes.  Die  ersten 
Autoren,  die  dieses  Problem  mathematisch  behandelt  haben  (Jevons, 
Walr(is\  haben  von  wirtschaftlichen  Kriterien  geleitet,  vorausgesetzt, 

man  hätte =  |)j,  wobei  Pf,  konstant. 

Diese  Quantität  nennt  L.  Wal/ras  den  Preis  von  B  in  A,  Man 
bekommt  so  die  Gleichung,  die,  um  das  System  (ö)  zu  vervollständigen, 
fehlte  und  das  Problem  des  Tausches  ist  gelöst. 

Man  beobachtete  aber  bald,  und  F,  Y,  Edgeworfh  hat  besonders 
betont,  dass  man  auf  diese  Weise  nur  die  Lösung  eines  speziellen 
Falles  hatte,  wenn  auch  schon  eines  wichtigen.  A.  MarshaU^^ 
hat  eingehende  Betrachtungen  über  den  Fall  angestellt,  in  dem  der 
Preis  Pf^  während  des  Tausches  variiert.  Allgemein  gesagt,  ist  es 
klar,  dass  man  eine  weitere  Gleichung  braucht,  sei  es  eine  gewöhn- 
liche oder  eine  Differentialgleichung,  welche  die  zwei  Quantitäten 
rci^,  x^,  mit  einander  verbindet«^). 

Von  einem  allgemeineren  Standpunkte  aus  empfiehlt  es  sich,  das 
Tauschproblem  durch  das  der  Verteilung  einer  bestimmten  Quantität 
Ware  zu  ersetzen. 

Der  Tausch  oder  die  Verteilung  ist  nur  ein  Teü  eines  wirt- 
schaftlichen Cyldus]  damit  er  vollständig  werde,  muss  die  Produktion 
und  die  Kapitalbildung  dazu  genommen  werden.  Zu  den  für  den 
Tausch  gegebenen  Gleichungen  muss  man  also  die  Gleichungen  der 
Produktion  und  Eapitalisation  hinzunehmen  und  man  erhalt  dann 
das  System  von  Gleichungen,  das  den  wirtschaftlichen  Cyklus  voll- 
ständig für  den  Fall  der  freien  Konkurrenz  bestimmt.  Man  kann 
diese  Gleichungen  auch  auf  den  Fall  erweitem,  wo  es  sich  um  ein 
Monopol  handeln  sollte  oder  um  einen  sozialistischen  Staat  oder  irgend 
eine  andere  beliebige  Hypothese  •*). 

4.  Gmndgleichangeiiy  die  sioh  ergeben»  wenn  man  die  Aus- 
wahl alB  Ausgangspunkt  nimmt  ^).    Das  wirtschaftliche  Problem,  in 

32)  Die  Einwände,  die  Thamtan,  On  laboar,  London  1870,  Book  II,  Ch.  I, 
p.  28  ff.  gegen  die  klassische  Werttheorie  erhebt,  erklären  sich  teilweise  durch 
die  Bemerkung  des  Textes. 

83)  Marshall,  Principles,  1898,  p.  414—416,  795—796,  note  XII. 

84)  V.  Pareto,  Cours  2,  p.  400  ff.  Die  Gleichungen,  die  das  wirtschaftliche 
Gleichgewicht  ausdrücken,  giebt  §  136  \ 
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seiner  allgememsten  Form^  kann  auf  folgende  Weise  formuliert  werden. 
Gewisse  Individuen  haben  bestimmte  Bedür&isse^  die  in  der  Auswahl 
zum  Vorschein  kommen^  die  sie  treffen,  wenn  sie  auf  Widerstand 
stossen  (Geschmack  oder  Bedür&isse  anderer  Leute,  mit  denen  sie 
tauschen,  Schwierigkeiten,  Erafkaufwendung  um  zu  produzieren  und 
zu  kapitalisieren).  Wie  werden  diese  Individuen  handeln?  Die  Ant- 
wort hat  man,  wenn  man  Auswahltabellen  und  Tabellen  der  Wirkung 
der  Widerstände  aufstellt.  Diese  Tabellen  kann  man  am  besten  durch 
Gleichungen  ausdrücken  und  ersetzen.  Wie  dieses  geschieht^  können 
wir  sehen,  wenn  wir  als  Beispiel  die  Auswahltabellen  nehmen. 

Die  zusammengesetzten  Auswahlen,  deren  Ausdruck  die  Nach- 
fri^e  der  Waren  ist,  entstehen  aus  einfachen  Auswahlen  zvrischen 
Waren,  die  zu  je  zweien  genommen  werden.  Nehmen  wir  an,  ein 
Individuum  besitzt  x^  von  A  und  x^^  von  B,  Suchen  wir  nim  nach 
einer  anderen  derartigen  Kombination  x^  +  dx^ ,  x^,  +  dx^,  für  das- 
selbe Individuum,  dass  ihm  die  Wahl  zwischen  dieser  Kombination 
und  der  vorhergehenden  gleichgültig  sei.  Auf  diese  Weise,  nach  und 
nach  fortschreitend,  bestimmt  man  eine  gewisse  Kurve,  die  Indifferenz- 
kurve  heisst*^).  Von  einer  anderen  Kombination  ausgehend  x^-\-äx^^ 
Xq  4"  ^^c;  kommen  wir  auf  eine  neue  Indifferenzkurve.  Indem  wir 
so  fortfjEkhren,  bedecken  wir  die  Ebene  der  x^,  x^  mit  unendlich  nahe- 
liegenden Indifferenzkurven.  Man  erhält  dadurch  ein  geometrisches 
Schema  der  Bedürfiiisse  des  in  Betracht  genommenen  hämo  oecano- 
micus.  Man  könnte  übrigens  dieses  Schema  auch  durch  andere  Kurven, 
wie  die  „Vorzugslcurven^'y  ausdrücken*^). 


86)  Diese  Benennung  rührt  von  F.  Y.  Edgeworth,  Pey chice,  p.  21  her. 
Er  geht  von  der  Betrachtung  des  Genusses  und  seiner  Messung  aus,  um  zu  den 
Indifferenzlinien  zu  gelangen,  die  bei  ihm  als  Indifferenzlinien  der  Eontrakte 
auftreten.  Wir  gehen  den  umgekehrten  Weg;  die  Indifferenzlinie,  deren  Be- 
trachtung bei  uns  von  den  Kontrakten  unabhängig  ist,  ist  ein  Ergebnis  der 
Erfahrung;  diese  ist  unser  Ausgangspunkt.  Wir  schreiten  vom  Bekannten  zum 
Unbekannten.  J.  Fisher,  Yalue  and  prices,  chap.  1,  §  4,  hat  richtig  erkannt,  dass 
die  Wahlen,  die  Yorzugsurteile,  nicht  genügen,  um  ein  Maass  des  Nutzens  (Ge- 
nusses, OphelimiiÄt)  zu  finden;  trotzdem  sucht  er  nach  diesem  Maass  und  be- 
gründet auf  ihm  den  Beweis  der  Fundamentalgleichungen.  Dieser  Weg  muss 
ein  für  allemal  aufgegeben  und  es  darf  nur  ein  System  von  Indices,  wie  sie  die 
Beobachtung  liefert,  gebraucht  werden. 

36)  Diesen  Namen  hat  F.  Y.  Edgeworih,  Psychics,  p.  22  eingeführt;  vgl.  Qi. 
econ.,  März  1891.  Er  bezeichnet  mit  U  und  V  die  Totalophelimitäten,  die  zwei 
Individuen   geniessen   und   mit  rc,  y  die  Quantitäten,   die  wir  mit  or^,  x^  be- 

O  TT 

zeichnet  haben;   rr-  ist  demgemäss  unser  q>  ,   u.  s.  w.     Er  nennt  ^^Kontrakt- 

cx  « 

kwrve^^  die  Kurve,  deren  Gleichung  ist: 
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Ist  dx^  +  TCf,  dXf,  =  0  die  Differentialgleichung  der  Indifferenz- 
kurve, die  durch  die  Punkte  x^,  Xf,  geht,  so  ist  ar^  der  Maximalpreis, 
den  das  Individuum  bereit  ist,  durch  Hingabe  von  Ä  für  den  Besitz 
von  B  zu  bezahlen;  dieser  Preis  ist  so  hoch,  dass  es  dem  Individuum 
schliesslich  gleichgültig  ist,  —  dx^  gegen  dXf,  zu  tauschen  oder  nicht 
zu  tauschen.  Man  könnte  von  der  Betrachtimg  des  Maximalpreises 
ausgehen,  imi  die  Gleichung  der  Indifferenzkurven  aufzustellen;  es  ist 
aber  der  Allgemeinheit  wegen  besser,  die  Grundgleichungen  ohne 
Bezug  auf  die  Preise  zu  erhalten. 

Die   Vorzugskurven  kann   man   auch   aus   der  Betrachtung   des 

dx 

Verhältnisses  ^— ^  entwickeln;   es  giebt   einen  Wert  für  dieses  Ver- 

aXf^ 

hältnis,  der  eine  unendlich  nahe  Kombination  von  x^,  Xf,  einer  jeden 
anderen  vorziehen  lässt;  so  erhält  man  die  Differentialgleichung  der 
Vorzugsku/rven,  Hat  man  das  Schema  der  Bedürfnisse  des  homo  oecono- 
micus  bekommen  und  durch  ein  analoges  Verfahren  dasjenige  der 
Wirkung  der  Hindemisse,  so  deduziert  man  aus  diesen  Schemata  die 
Bedingungen  des  wirtschaftlichen  Gleichgewichtes. 

Folgt  z.  B.  der  Tausch  einem  gewissen  Weg  f(x^,  x^  =  0,  so 
beweist  man  leicht,  dass  das  wirtschaftliche  Gleichgewicht  da  statt- 
findet, wo  f(x^y  x^  =  0  eine  Indifferenzkurve  berührt*^). 

Die  Indifferenzkurven  können  durch  eine  Gleichung  dargestellt 
werden  F(x^y  x^  =  £r,  in  der  die  verschiedenen  Werte  von  z  den 
verschiedenen  Indifferenzkurven  entsprechen.  Für  eine  und  dieselbe 
Indifferenzkurve  ist  0  konstant;  man  hat  also  auf  dieser  Kurve 

^dx   4-^dx  —0 

eine  Gleichung,  die  wir  einfacher  F^dx^ -\- Ff^dXf,  =  0  schreiben 
wollen.  Dies  ist  die  Differentialgleichung  der  Indifferenzkurven.  Sie 
ist  ganz  der  ersten  der  Gleichungen  (2)  ähnlich;  die  zweite  kann 
man  auf  dieselbe  Weise  finden.  Im  übrigen  wird  die  Lösung  des 
Problems    des   Tausches    identisch    mit    der   schon   gegebenen.     Der 


du   du     dV    dV 

dx  '  dy      dx  '  dy  ' 
die,  wie  er  selber  bemerkt,  Psychics,  p.  21,  nichts  anderes  als  die  Jevons'sche 
Gleichung  ist.     Femer  nennt  er  y^Nachfragekurve^''   für   ein  Individuum  1  die- 
jenige, deren  Gleichung  ist: 

du    du 

dx     dy 

Schliesslich  versteht  er  unter  ^^Vorzugslimen^*'  die  Kurven,  welche  die  Indiffe- 
renzlinien rechtwinklig  schneiden. 
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Unterschied  liegt  darin,  dass  wir  damals  von  der  Messung  des  G^ 
nusses  ausgingen,  während  jetzt  dieser  Ausgangspunkt  in  den  Resul- 
taten des  Experimentes,  vermittelst  dessen  uns  die  Wünsche  des  Indi- 
viduums offenbart  worden  sind,  liegt.  Die  Funktionen  F^y  F^^  sind 
reine  Erfahrungssache  und  haben,  theoretisch,  nichts  Unbestimmtes 
oder  Zweifelhaftes. 

Bekanntlich  können  sich  dann  die  Funktionen  9^,  9^  von  den 
Funktionen  F^,  Ff^  nur  um  einen  und  denselben  Faktor  unterscheiden: 
q>a  =  %^af  90=^X^0'  Giebt  es  im  allgemeinen  eine  Funktion  ®,  deren 
partielle  Derivierte  y^,  y^  sind,  und  ebenso  eine  Funktion  F,  deren 
partielle  Derivierte  F^,  Ff,  sind,  so  hat  man  O  =  f(F),  wo  f  eine 
arbiträre  Funktion  ist.  Eben  weil  aber  f  arbiträr  ist,  sind  die  Ex- 
perimente, die  Wünsche  und  Auswahlen  betreffend,  welche  uns  F 
liefern,  nicht  im  Stande,  9  zu  bestimmen.  Dies  ist  als  ein  wesentlich 
neues  Ergebnis  der  mathematischen  Behandlung  anzusehen.  Auf  den 
inneren  Grund,  warum  uns  die  Erfahrung  wohl  F  liefert,  nicht  aber  9, 
kann  hier  nicht  eingegangen  werden. 

Noch  auf  andere  Weise  kann  dies  klar  gemacht  werden.  Oeben 
wir  einer  jeden  Kombination  x^,  Xf,  einen  numerischen  Index,  der 
durchaus  arbitrilr  sei,  bis  auf  folgende  zwei  Bedingungen:  1)  I^llt 
bei  zwei  Kombinationen  die  Wahl  eher  auf  die  eine  als  auf  die 
andere,  so  muss  die  vorgezogene  (die  erste)  einen  höheren  Index  als 
die  andere  (zweite)  bekommen;  2)  zwei  Kombinationen,  unter  denen 
zu  wählen  gleichgültig  ist,  müssen  denselben  Index  bekommen.  Dann 
kann  man  auf  folgende  Art  ein  System  von  Indices  aufstellen.  Die 
Vorzugslinien  sind  derartig,  dass  längs  derselben  Kurve  x^  und  Xf, 
zugleich  wachsen.  Betrachten  wir  eine  dieser  Kurven  und  nehmen 
wir  auf  dieser  Kurve  eine  Reihe  von  Punkten,  denen  wir  mit  x^  und 
Xi,  wachsende  Indices  geben.  Durch  einen  jeden  dieser  Punkte  hin- 
durch legen  wir  eine  Indifferenzlinie,  deren  Punkte  alle  denselben 
Index  haben  werden.  Wir  erhalten  dadurch  ein  System  von  Indices. 
Das  Gesetz,  nach  dem  die  Indices  der  Punkte  der  Vorzugslinie  wachsen, 
ist  durchaus  beliebig;  es  muss  jedoch  das  einer  kontinuierlichen 
Funktion  sein. 

Geometrisch  können  diese  Indices  als  Ordinaten  z  einer  Ober- 
fläche F{x^y  x^)  ==  z  betrachtet  werden.  Die  Indifferenzlinien  sind 
dann  die  Projektionen  der  Horizontalkurven  dieser  Oberfläche  auf  die 
Ebene,  die  Vorzugslinien  die  Projektionen  der  Linien  grösster  Neigung. 

Es  giebt  imendlich  viel  Systeme  von  Indices  und  folglich  eine 
unendliche  Anzahl  von  Flächen,  die  alle  dieselben  Projektionen  der 
Horizontallinien  imd  Linien  grösster  Neigung  haben. 
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Greifen  wir  nun  zurück  und  nehmen  wir  einen  Augenblick  an, 
der  Genuss  liesse  sich  messen. 

Auf  einer  jeden  Indifferenzlinie  wollen  wir  die  Grösse  des  Ge- 
nusses,  den  die  durch  diese  Linien  dargestellten  Kombinationen  aus- 
drücken, einschreiben^®).  Man  beweist  dann,  dass  die  so  eingeschrie- 
benen Zahlen  zu  den  Systemen  von  Indices  gehören,  die  vorher  be- 
sprochen worden  sind.  Die  Oberfläche,  deren  Ordinaten  den  Genuss 
messen,  gehört  zu  der  unendlichen  Zahl  von  Oberflächen,  die  alle  die- 
selben Projektionen  ihrer  Horizontallinien  haben*®). 

Um  die  Fundamentalgleichungen  der  wirtschaftlichen  Statik  auf- 
zustellen, genügt  die  Kenntnis  dieser  Projektionen.  Wir  brauchen 
dagegen  nicht  zu  wissen,  ob  der  Gemäss  (die  Nützlichkeit,  die  Ophelir 
mität)  eine  messbare  Grösse  im  mathematischen  Sinne  des  Wortes  ist 
oder  nicht,  noch  weniger  brauchen  wir  ein  exaktes  Maass  des  Genusses; 
die  Kenntnis  der  Indifferenzlinien  genügt.  Die  einzigen  messbaren 
Grössen,  die  der  Betrachtung  zu  Chrmde  liegen,  sind  die  Waren  selbst. 

Damit  w^rd  der  Gedankengang,  der  zu  den  Grundgleichungen 
führt,  streng.  Dasjenige  was  dieser  Strenge  im  Wege  stand,  war 
überflüssig. 

5.  Eigensohaften  der  Elementar-Ophelimität  und  der  Indiffe- 
renzlinien.  Man  kennt  diese  Eigenschaften  sehr  wenig.  Sie  hängen 
mit  einander  so  zusammen,  dass  man  aus  den  einen  die  anderen  dedu- 
zieren kann  und  umgekehrt. 

Eine  erste  Eigenschaft  der  Funktion  O,  die  den  Genuss  misst, 
besteht  darin,  dass  innerhalb  gewisser  Grenzen  die  Partialderivierten 

positive  Quantitäten  sind.  Das  heisst  also,  dass  der  Genuss  zunimmt, 
wenn  die  Quantität  der  wirtschaftlichen  Güter,  die  uns  zur  Verfügung 
stehen,  zunimmt.  Wären  wir  genötigt,  diese  Güter  in  einer  be- 
stimmten Zeit  zu  geniessen,  könnte  der  Genuss  in  Unlust  umschlagen. 
Dieser  Punkt  mag  in  psychologischen  Studien  wichtig  sein;  in  wirt- 
schaftlichen Fragen  kann  man  aber  immer  voraussetzen,  ein  Individuum 
sei  nicht  genötigt,  die  zu  seiner  Verfügung  stehenden  Güter  zu 
verzehren. 

Die  Kosten  (z.  B.  Fortschaffungskosten),  um  sich  dessen  zu  ent- 
ledigen, was  man  zuviel  besitzt,  sind  im  allgemeinen  unbedeutend. 
Dies  ist  der  Sinn  des  Sprüchwortes:  Abondance  de  biens  ne  nuit  gu^re. 

Ist  I  {x^ ,  x^)  =  constans  die  Gleichung  der  Indifferenzlinien,  so 
deduziert  man  aus  der  eben  erwähnten  Eigenschaft 
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a 

Man  kann  auch  umgekehrt  diese  Gleichung  aufstellen  und  aus  ihr  die 
erwähnte  Eigenschaft  der  Totalophelimität  oder  eines  Systems  von 
Indices*^)  deduzieren. 

Man  hat  eine  zweite  Eigenschaft  der  Totalophelimität  gefunden, 
indem  man  zuerst  angenommen  hat^  der  Genuss,  den  der  Konsum 
von  A  verschafft,  hänge  blos  von  x^  ab,  der  Genuss,  den  B  ver- 
schafft, blos  von  Xf,y  u.  s.  w.    Dann  gilt  (s.  Nr.  3): 

?V<0     oder     p<0. 

Mit  anderen  Worten,  der  Genuss,  den  aufeinanderfolgende  gleiche 
Dosen  einer  und  derselben  Ware  verschaffen,  wird  immer  geringer. 
Dieses  Gesetz  ist  für  die  meisten  Waren  wahr;  es  giebt  aber  Aus- 
nahmen, deren  hauptsächlichste  die  Ersparnisse  sind^^.  Man  hat 
dieses  Gesetz  mit  den  Untersuchungen  Fechner^s  und  DeJboeuf^  ^,  die 
Wirkung  wiederholter  Empfindungen  betreffend,  in  Verbindung  zu 
bringen  versucht;  es  ist  aber  noch  nicht  ersichtlich,  dass  man  auf 
diesem  Wege  zu  Ergebnissen  kommt,  die  für  die  Wirtschaftslehre 
zu  verwerten  wären.  Man  darf  nicht  vergessen,  dass  man  in  der 
Wirtschaftslehre  keine  Studien  über  Individualpsychologie  treibt.  Die 
Betrachtung  grosser  Zahlen  ist  charakteristisch  für  diese  Wissenschaft. 
Aus  der  erwähnten  Eigenschaft  der  Totalophelimität  deduziert 
man  für  den  Fall  zweier  Variabein  x^,  x^  die  Eigenschaft: 

dxl 

für  die  Indifferenzlinien.  Umgekehrt ,  diese  Eigenschaft  kann  auch 
direkt  für  die  Indifferenzlinien  gefunden  werden  und  führt  dann  für 
0  oder  für  ein  System  von  Indices  des  Genusses  zur  Gleichimg: 

^s*  dx„         ^t* 

dxl  dXf,~  dx^dXf,  ^    '    ^ 

Ist  y^  nur  Fimktion  von  rr^,  9^  nur  von  Xf,,  so  hat  man: 


37)  F.  Pareto,  Gi.  econ.,  Jan.  1893,  p.  1  ff. 

38)  F.  Y.  Edgeworth,  Psychics,  p.  62;  Th.  Fechner,  Über  ein  psycho- 
physisches  Grundgesetz  und  dessen  Beziehung  zur  Schätzung  der  Stemgrössen. 
Leipzig  Abhandl.  4  (1859),  p.  457—532.  Nachtrag  dazu,  Leipz.  Ber.  11  (1859), 
p.  68.  J.  DeJboeuf,  Etüde  psychophysique,  Bruxelles  M^m.  cour.  23  (1873),  p.  6,  6, 
abgedr.  in  Clements  de  psychophysique  g^n.  et  sp^c,  Paris  1883,  p.  109  ff.,  u.  A. 


^ 


6.   Verwertung  der  Grundgleichungeii.  1113 

-^1^  =  0 


und  da: 

dx„ 

-<o, 


dXf^ 

hat  man: 


dx 


<0. 


Ans  den  Eigenschaften  der  Totalophelimität  deduziert  man  die  all- 
gemeinen Eigenschaften  der  Nachfrage-  und  Angebotkurven  ^^).  Man 
könnte  diese  Eigenschaften  auch  aus  den  Eigenschaften  der  Indiffe- 
renzkurven  ableiten.  Für  den  Fall  zweier  Waren  und  wenn  y^  nur 
Funktion  von  x^j  9?^  nur  Funktion  von  x^  ist,  gelangt  man  zu  dem  Satze, 
dass  die  Nachfrage  abnimmt,  wenn  der  Preis  steigt.  Da  dieses  ja 
auch  Ergebnis  der  Beobachtung  ist,  hat  man  darin  eine  Bestätigung 
der  Theorie. 

Das  Angebot  kann  erst  zunehmen  und  alsdann  abnehmen,  wenn 
der  Preis  steigt*®).  Der  allgemeine  Fall,  wenn  nämlich  q>^  Funktion 
von  x^j  ^6, . . .  ist,  ist  auch  analytisch  behandelt  worden*^). 

6.  Verwertung  der  Gnmdgleichiingen.  Die  blosse  Aufstellung 
der  Gleichungen  eines  Problems  hat  keinen  Wert,  wenn  sich  aus 
diesen  Gleichungen  sonst  nichts  folgern  lässt.  Sie  sind  ja  nur  ein 
Mittel  zu  anderem  und  nicht  Selbstzweck.  Einige  Gelehrte  haben 
gemeint,  dass  jetzt,  da  die  Gleichungen  gefunden  sind,  die  Wirtschafts- 
lehre weiter  keine  Schwierigkeiten  zu  bewältigen  hätte.  Es  steht 
d£^;egen    fest,    dass    die    mathematische  Wirtschaftslehre   jetzt    erst 


39)  X.  Wahcts,  De  Pächange  de  plusieurs  marchandises  entre  elles,  Commu- 
nication  falte  ä  la  soc.  des  ing.  civils  le  17  oct.  1890.  WcHrtis,  Geom.  theory 
of  the  determ.  of  prices,  Philadelphia,  Amer.  acad.  of  pol.  and  soc.  science,  trans- 
lated  unter  the  supervision  of  J.  Fisher,  Juli  1892.  F.  Pareto,  Gi.  Econ. ,  Aug. 
1892,  stellt  die  allgemeine  Gleichung: 


f  a 


dx„       '•  «  ^p 


Pa   yf»  fe  I 


(pI      pI         \ 


von  der  die  Eigenschafken  der  Angebot-  und  Nachfragekurve  abhängen,  für  den 
Fall  auf,  dass  <p^  blos  von  x^  abhängig  ist,  u.  s.  w. 

40)  L.  Walras,  geom.  theory  of  the  determ.  of  prices,  89);    V.  Pareto,  Gi. 
econ.,  Oct.  1893,  p.  308  flf. 

41)  F.  Pareto,  Gi.  econ.,  Oct.  1893,  p.  304  ff. 
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eigentlich  anfängt  und  dass  es  noch  eine  geraume  Zeit  dauern  wird, 
ehe  sie  praktischen  Wert  haben  wird. 

Die  Grundgleichungen  setzen  voraus^  die  Verteilung  der  Oüter 
sei  gegeben.  Solange  man  nicht  zu  diesen  Gleichungen  die  Betrach- 
tung irgend  eines  Yerteilungsgesetzes  hinzunimmt,  können  die  Folgen, 
zu  denen  man  gelangt,  nur  solche  sein,  die  mit  einer  unbestimmt  ge- 
lassenen Verteilung  verträglich  sind.  Dieser  umstand  entzieht  den 
Schlüssen  einen  grossen  Teil  ihrer  Bedeutung.  Glücklicherweise  giebt 
es  einen  Umstand,  der  diese  Schwierigkeit  abschwächt.  Das  Gesetz 
der  Verteilung  der  Güter  variiert,  wie  es  scheint,  nur  sehr  langsam 
mit  der  Zeit^^)  imd  lässt  sich  durch  eine  ziemlich  einfache  Funktion 
ausdrücken.  Man  kann  die  Formel  dieses  Gesetzes  in  die  Grund- 
gleichungen einführen. 

Inzwischen,  so  wie  sie  dastehen,  liefern  uns  die  Grundgleichungen 
eine  Vorstellung,  die  man  auf  anderem  Wege  nicht  erhält,  von  der 
gesamten  wirtschaftlichen  Girkulation.  Die  konsumierten  Quantitäten 
muss  man  alsdann,  wie  L  Fisher  hervorgehoben  hat,  als  Quantitäten 
betrachten,  die  in  der  Zeiteinheit  genossen  werden.  Das  Gleiche  gilt 
für  die  produzierten  Quantitäten. 

Ökonomisten,  die  Mathematik  nicht  kennen,  befinden  sich  in  der 
Lage  von  Leuten,  die  ein  System  von  Gleichungen*^  lösen  wollen, 
ohne  zu  wissen,  was  ein  System  von  Gleichungen,  nicht  einmal,  was 
eine  einzelne  Gleichung  sei.  Im  Grunde  genommen  besteht  das  Ver- 
fahren, zu  dem  sie  greifen,  darin,  anzunehmen,  allen  Gleichungen  des 
Systems,  bis  auf  eine  einzige,  sei  Genüge  geleistet  und  nun  die  Ver- 
änderungen der  Quantitäten,  die  durch  diese  Gleichung  verknüpft  sind, 
zu  studieren.  Man  gelangt  auch  so  manchmal  zu  brauchbaren  Detail- 
studien, aber  zu  keiner  Einsicht  in  das  ganze  System.  Oft  verfillt 
man  auch  auf  diesem  Wege  in  grobe  Fehler,  die  daher  kommen,  dass 
man  vergisst,  es  sei  blos  eine  Hypothese,  dass  den  anderen  Gleichungen 
bereits  Genüge  geleistet  sei.  Man  nennt  dasjenige,  was  hier  Pf,  oder 
der  Preis  von  B  in  Ä  ist,  auch  Tatischwert. 

Es  seien  p^,  Pj, .  . .  derartige  Warenpreise,  g^, . .  .  die  Arbeits- 
preise, i  der  Zinsfuss,  r, . .  .  die  Preise  der  Bodenrente,  bedeuten  femer 


42)  V.  Pareto,  Cours  2,  liv.  3. 

43)  So  z.  B.  lösen  die  Bändler  auf  dem  Markte  täglich  Gleichungen,  ohne 
sie  zu  kennen;  will  man  aber  die  Theorie  ihrer  Operationen  verstehen,  muss 
man  diese  Gleichungen  kennen.  Oder,  wenn  jemand  einen  Hebel  benützt,  löst 
er  eine  Gleichung  der  Mechanik  ohne  deren  Kenntnis:  die  Theorie  des  Hebels 
erfordert  aber  diese  Kenntnisse.  Die  nicht  mathematischen  Ökonomisten  lösen 
überdies  Gleichungen  der  Wirtschaftslehre  unrichtig  auf. 
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a^y  a,, . . .  gewisse  Parameter^  so  beweist  die  mathematische  Wirt- 
schaftslehre, dass  die  Unbekannten  jp^,  p^, . . .,  5^, . . .,  i,  r, . . .  durch 
ein  System  von  ebensoviel  Gleichungen  bestimmt  werden: 

Hieraus  geht  hervor,  dass  die  Unbekannten  p^y  A»  •  •  •  ®^*  n^ch. 
Kenntnis  aUer  Parameter  a^,  aj, . . .  bestimmbar  sind.  Die  nicht 
mathematischen  Ökonomisten  stellen  sich  indessen  Probleme  wie:  Was 
ist  der  „Grand"  des  Preiswertes  **)  ?  Was  ist  der  Grund  des  Zinses  ?  u.  s.  f. 
Solche  Probleme  sind  aber  unbestimmt,  weil  ihnen  willkürliche  Hypo- 
thesen zu  Grunde  liegen.  Es  ist  nicht  möglich,  denjenigen  Parameter 
anzugeben,  der  z.  B.  p^  „bestimmt",  und  es  ist  ein  unfruchtbarer 
Streit,  wenn  die  Einen  behaupten,  dieser  Parameter  sei  o^,  die  Andern 
aber,  es  sei  a^  u.  s.  f.  Oder,  um  ein  Beispiel  anderer  Art  anzuführen, 
so  wird  behauptet,  die  Produktionskosten  „bestimmen"  den  Verkaufs- 
preis. Bezeichnet  man  aber  die  ersteren  mit  x,  den  letzteren  mit  j^, 
so  ist  imter  gewissen  Bedingungen  der  Wirtschaftsorganisation  die 
Gleichung  x  =  y  eine  von  denen,  die  das  wirtschaftliche  Gleichgewicht 
aussagen. 

Die  Verdunkelung  dieses  so  einfachen  Sachverhalts  durch  Sätze 
wie:  „Die  Produktionskosten  bestimmen  den  Verkaufspreis"  kann  zu 
Fehlschlüssen  und  Sophismen  führen  und  hat  vielfach  dazu  geführt 
(s.  Nr.  2)^). 

Die  allgemeinen  Gleichungen  des  wirtschaftlichen  Gleichgewichtes 
zeigen  uns  auf  den  ersten  Blick  eine  schon  von  den  Klassikern  der 
Volkswirtschaftslehre  zum  Teil  gekannte  Wahrheit,  die  nämlich,  dass 
die  Preise  nur  Mittel  imd  nicht  Zweck  sind;  ein  Mittel,  um  Be- 
ziehungen zwischen  Genüssen  und  WidersiÄnden  herzustellen.  Die 
Preise  verschwinden  durch  Elimination  aus  den  Grundgleichungen; 
zur  Bestimmung  der  Quantitäten,  die  ein  jeder  erhält,  bleiben  nur  die 
Parameter  der  Genüsse,  Widerstände  und  der  anfanglichen  Verteilung 
des  Reichtums.  Man  kann  die  merkwürdige  Beobachtung  machen, 
dass  die  Preise  in  den  Gleichungen  der  Wirtschaftslehre  ebenso  auf- 
treten, wie  die  Faktoren  A,  ^,  v, . . .  in  der  Mechanik  hinsichtlich  ihrer 
Elimination  aus  den  Gleichungen  der  virtuellen  Geschwindigkeiten^). 


44)  L.  Wairas,  Economic  politiqne;  die  30»**,  Sl"*«,  S2**^  Vorlesung  enthalten 
Widerlegungen  von  Irrtümern,  die  unter  Volkswirten  geläufig  sind,  die  keine 
mathematische  Bildung  haben.    Vgl.  Pareto,  Cours  §  594,  598— 600  ff. 

^byPareto,  Cours  2,  p.  411  ff. 
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Ghrade  ebenso  f&hrt  man  die  Preise  ein,  um  die  Verbindungen  dar- 
zustellen. 

Die  mathematische  Wirtschaftslehre  giebt  uns  einen  allgemeineren^ 
klareren  und  strengeren  BegriflF  von  den  grossen  wirtschaftlichen  Phä- 
nomenen, so  von  denen  der  Bente  *•),  des  itUernationaien  Handels  *''),  des 
Zinses ^^),  der  Theorie  der  Besteuerung ^^)j  der  Theorie  des  Geldes^), 
der  Messung  der  Kaufkraft  des  Goldes  ^^),  der  Theorie  der  Verteäung  ^*), 
und  anderer  mehr. 

Die  Theorie  des  Monopols  ist  zuerst,  aber  in  unvollständiger 
Form,  von  Cou/rnot  bearbeitet  worden;  sie  ist  femer  der  Gegenstand 


46)  L.  Walras,  ficonomie  politique,  le9on  20,  21 ;  K,  Wicksell,  Wert,  Kapital 
und  Rente,  Jena  189&;  dazu  E.  Barone,  Gi.  econ.,  nov.  1895,  p.  524  ff. ;  L,  Ein€Mdi, 
La  rendita  mineraria,  Torino  1900;  Pareto,  Cours,  §  746—751. 

47)  A.  Marshall,  foreign  trade;  F.  Y.  Edgeworlh,  London  econ.  Journ.,  Mftn, 
Sept.,  Dez.  1894;  M.  PantaUoni,  Principi;  F.  Pareto,  Gi.  Econ.,  Febr.  1894  (math. 
Theorie  der  auswärtigen  Wechselkurse);  Cours,  §  854 — 879. 

48)  S.  vor  allem  BÖhm-Eavoerk,  Kapital  u.  Kapitalzins,  Innsbruck  1884 
und  1889;  femer  I.  Fisher,  New  York  Public,  amer.  econ.  assoc,  Aug.  1896; 
M.  Pantaleoni,  Principi;  L.  Walras,  £!con.  politique,  le9on  17;  ü.  Gobbi,  Milano 
Istit.  lomb.  1898;  Pareto,  Cours  2,  liv  2,  eh.  2. 

49)  M,  Pantakoni,  La  traslazione  dei  tributi,  Borna  1882;  Teoria  della 
pressione  tributaria,  Roma  1887;  Edto.  B,  A.  Seligman,  New  York  Public,  amer. 
econ.  assoc,  März,  Mai  1892;  K.  Wicksell,  Finanztheoretische  Untersuchungen 
nebst  Darstellung  und  Kritik  des  Steuerwesens  Schwedens,  Jena  1896 ;  E.  Barone, 
Gi.  Econ.,  März  1894;  F.  Y.  Edgeworth,  Lond.  Econ.  Joum.,  März,  Sept.,  Dez.  1897. 

50)  L.  Walras,  Joum.  des  ^con.,  Paris  Dez.  1876,  Mai  1881,  Okt.  1882;  ThtSorie 
de  la  monnaie,  Lausanne  1886;  £conomie  appliqude  1,  p.  1—190,  £conomie 
politique,  sect.  V,  p.  375—428;  Gi.  econ.  Aug.  1889  f.;  M.  Pantaleoni,  Principi; 
A.  Marshall,  Principles;  I.  Fisher,  Lond.  Econ.  Joum.,  Dez.  1896;  Juni,  Dez.  1897; 
J.  B.  Clark,  New  York  Pol.  sei.  quart.  1896,  p.  889 ;  P.  des  Essars,  Paris  Joum. 
soc.  stat.  1895,  p.  143;  Pareto,  Cours  §  269—416. 

51)  W.  S.  Jevons,  Investigations  in  currency  and  finance,  London  1884; 
F.  Y.  Edgeworth,  London  J.  roy.  stat.  soc.  1883;  London  Quart.  J.  econ.  1889; 
Report  1888,  1889;  L.  Walras,  ficon.  politique;  I.  Fisher,  Publ.  amer.  econ.  assoc. 
1896;  Pareto,  Cours  §  383. 

52)  Über  Verteilung:  M,  Pantaleoni,  Rassegna  italiana,  Contributo  alla 
teoria  del  riparto  delle  spese  pubbliche,  Roma  1884;  J.  B.  Clark,  Annais  amer. 
acad.  pol.  1893 ;  P.  H.  Wicksteed,  Laws  of  distribution,  London  1894 ;  E.  Barone, 
Gi.  econ.  1896;  V,  Pareto,  Gi.  econ.,  April  1895,  1897. 

Andere  Fragen  behandeln  noch: 

F.  Y.  Edgeworth  (The  mathematical  theory  of  banking),  London  J.  roy.  stat. 
soc.  1888;  L,  Walras,  ^conomie  sociale,  Lausanne  1896;  E.  Barone,  Consumer's 
rent,  Gi.  econ.,  Sept.  1894.  Viele  Schriften  behandeln  die  wirtschaftlichen  Er- 
scheinungen des  Transportwesens,  der  Eisenbahnen,  des  Börsenwesens  u.  s.  w. 
Über  die  mathematisch-statistischen  Schriften  s.  I D  4  a. 


\ 
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einer  wichtigen  Monographie  von  F.  F.  Edgeworth  ^*).  Bisher  ist  die 
Theorie  des  Tausches,  unter  der  Voraussetzung  es  herrsche  freie  Kon- 
kurrenz, am  ausführlichsten  mathematisch  behandelt  worden.  Vielleicht 
ist  man  bisweilen  zu  lange  bei  diesen  Untersuchungen  über  die  Fest- 
stellung der  Preise  stehen  geblieben.  Die  Geometrie  liefert  häufig 
brauchbare  Lösungen  wirtschaftlicher  Probleme").  Die  Studien 
über  Produktion  gehen  davon  aus,  dass  bestimmte  produzierte  Quan- 
titäten und  bestimmte  Kapitalien  in  Betracht  gezogen  werden.  Es 
ist  aber  besser,  wenn  man  ganz  allgemein  von  Tremsformationen 
redet  und  den  Begriff  Kapital  nur  als  Mittel  gebraucht,  um  in  Kürze 
gewisse  Transformationen  zu  bezeichnen.  Man  nennt  Grenzproduktion 
die  Zunahme  der  Produktion,  auf  die  Einheit  reduziert,  welche  eine 
unendlich  kleine  Zunahme  der  Produktionsfaktoren  bewirkt®^).  Hier 
aber  darf  man  in  vielen  Fällen  nicht  die  Betrachtung  unendlich 
kleiner  Variationen  durch  solche  ganzer  Einheiten  ersetzen,  wenn 
man  nicht  Fehler  begehen  wilL  L.  Walras  nennt  coefficient  de  fahri- 
cation  die  konstante  oder  variabele  Quantität  eines  Kapitals,  welche 
dazu  gehört,  damit  eine  Einheit  des  Produktes  erzeugt  werde  ^^).  Im 
Grunde  genommen  ist  diese  Weise,  das  Produktionsproblem  zu  be- 
handeln, der  ersteren  ganz  gleich  ^^. 

7.  Das  Maxünnm  der  Ophelimität  oder  die  Freiheit  der  WahL 
Eine  der  wichtigsten  Anwendungen  der  Grundgleichungen  besteht 
in  der  Untersuchung  der  Bedingungen,  welche  für  ,^das  Maximum 
des  WoJdseinsf^  nötig  sind.  Ein  jedes  System  von  Gleichungen,  zu 
dem  das  System  (3)  oder  ein  anderes  äquivalentes  gehören,  führt  zu 
einem  Maximum  (das  Minimum  ist  ausgeschlossen)  der  Totalopheli- 
mitäten  O^,  0,9  •••9  ^  b*  führt  zu  jenem  Maodmum  der  Genüsse, 
das  mit  Rücksicht  auf  die  gegebenen  Widerstände  möglich  ist  oder, 
anders  gesagt,  es  bringt  keine  neuen,  nicht  schon  durch  die  Hinder- 
nisse gegebenen  Einschränkungen  der  Auswahl  mit  sich. 

63)  F.  r.  Edgeworth,  Monopolio,  Gi.  Econ.,  Juli  1897. 

54)  Hier  sind  besonders  zu  berücksichtigen  die  Werke  von  L,  WcUras, 
F.  Y.  Edgeworth,  Ä.  Marshall,  I.  Fiaher,  B.  Äuspitz  u.  B.  Lieben,  H.  Ownynghame 
(s.  das  Litteraturverz.). 

55)  Wicksteed,  Laws  of  distribution,  London  1894.  In  der  Theorie  der 
Grenzproduktivität,  wie  sie  in  diesem  Werk  dargestellt  wird,  steckt  ein  Fehler, 
der  von  Fareto,  Cours,  §  714^  nachgewiesen  ist.  Dieser  Irrtum  kommt  bei 
Wdlras,  ßcon.  polit.  (Auflage  v.  1900),  p.  374 — 875  wieder  vor.  Der  Verfasser  be- 
handelt als  unabhängige  Yariabeln  Grössen,  die  es  nicht  sind.  Vgl.  Montemartini, 
La  Teorica  delle  productiyitä  marginali,  Pavia  1899. 

66)  Walras,  ficon.  polit. 

67)  Fareto,  Cours,  §  717. 
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Ist  m  die  Zahl  der  Waren^  Je  die  Zahl  der  Individuen,  so  ist 
die  Anzahl  der  Gleichungen  (3)  h(m  —  1);  wenn  die  Je  Gleichungen 
hinzukommen: 

f    ^la  +  ^a  +  ^JaH =  0, 


(7) 


hat  man  Jem  Gleichungen,  die,  theareHsch  aufgelöst  gedacht,  mit  Bezug 
auf  die  Jem  unbekannten  x^^,  x^^^ . . .,  rr^^,  o^^, . ..  geben: 

1^1  a  ^^  -^1  a  \Pb  9  Pef  '  '  'Jf         ^8a  ^^  -^8  a  \Pb  )  Pe  f  '  '  •)  f  '  '  ' 
^16  =  ^ib(Pb}  Pef  •  •  •);     ^86  =  ^ib{Pb>  Pe}  "  ')  y  "  - 

Diese  Gleichungen  stellen  die  Gesetze  des  Angebotes  und  der  Nach- 
frcLge  dar.  Man  kann  sie  an  die  Stelle  der  Systeme  (3)  und  (7) 
setzen.  Wenn  man  sich  aber  die  Funktionen  2^^^, . , .,  i^j^, . . .  ge- 
geben denkt,  weiss  man  nicht,  ob  sie  mit  dem  System  (3)  yertraglich 
sind,  d.  h.  ob  sie  zum  Maximum  der  Genüsse  fahren  oder  nicht,  und 
dann  yerfehlen  wir  den  wichtigsten  Zweck  der  wirtschaftlichen  Unter- 
suchungen. Dies  ist  der  Grund,  weshalb  es  ratsam  ist,  die  Systeme 
(3)  und  (7)  beizubehalten  und  System  (8)  aus  ihnen  herzuleiten. 
Ausserdem  sind  die  Gleichungen  (8)  weit  komplizierter  als  diejenigen, 
die  aus  der  Betrachtung  der  Wahl  zwischen  zwei  Waren  zu  ent- 
nehmen sind;  auch  dieses  ist  ein  Grund,  um  von  letzteren  aus- 
zugehen imd  die  Gleichungen  (8)  aus  ihnen  zu  folgern. 

8.  Die  Variationen  der  ProduktionskoefAzienten.  Es  ist  wichtig, 
diejenigen  Koeffizienten  zu  bestimmen,  welche  das  Maximum  der  Ophe- 
limitat  liefern.  Diese  KoefiSzienten  können  sowohl  durch  freie  Kon- 
kurrenz der  Unternehmer,  wie  auch  durch  sozialistische  Staatsmass- 
regeln bestimmt  werden,  wenn  letztere  den  Zweck  haben  sollten,  einem 
Jeden  dasjenige  Maximum  der  Ophelimität  zu  verschaffen,  welches  mit 
den  in  jenem  Staate  gegebenen  Verteüungsregeln  verträglich  ist. 
Man  beweist^),  was  a  priori  durchaus  nicht  einleuchtet,  dass  diese 
zwei  Bestimmungsmethoden  zu  denselben  Werten  für  die  Koeffi- 
zienten filhren. 

Demgemäss  kann  ein  sozialistischer  Staat,  falls  er  das  Wohl- 
befinden fordern  will,  ausschliesslich  auf  die  Verteilung  und  auf  die 
Widerstände  einwirken,  nicht  aber  auf  die  Produktionskoeffizienten. 


68)  Pareto,  Coura,  §  719«,  721«. 


8.  Die  Variationen  der  Produktionskoeffizienten.    9*  Dynamik.        1119 

Allgemein  gelangen  wir^  von  diesen  Ansätzen  aus^  zu  folgendem  Satz: 
,^Man  kann  den  Reichtum  von  bestimmten  Individuen  auf  andere 
übertragen,  indem  man  die  Bedingungen  der  freien  Konkurrenz  ab- 
ändert, sei  es  in  Bezug  auf  die  Produktionskoeffizienten,  sei  es  in 
Bezug  auf  die  Umwandlung  der  Ersparnisse  in  Kapitalien.  Diese 
Übertragung  von  Reichtum  ist  notwendigerweise  mit  einer  Zerstörung 
von  Reichtum  verbunden." 

Dieses  Theorem  spielt  in  der  Wirtschaftslehre  eine  analoge  Rolle, 
wie  das  zweite  Prinzip  in  der  Thermodynamik*^®). 

9.  Dynamik.  Bisher  haben  wir  uns  nur  mit  dem  statischen 
Teil  des  Problems  abgegeben.  Der  dynamische  Teil  ist  bisher  noch 
wenig  behandelt  worden^)  und  hat,  mit  Ausnahme  der  Theorie  der 
Krisen,  meistens  nur  unvollkommene  und  imklare  Werke  veranlasst. 
Wir  haben  gesehen,  dass  es  nicht  möglich  gewesen  ist,  in  den  das 
Gleichgewicht  betreflfenden  Ergebnissen  der  Erfahrung  ein  Maass  für 
die  Gesamtophelimität  O  oder  deren ,  Partialderivierte  y^,  9?^, . .  .  zu 
finden.  Um  diese  Funktionen  zu  bestimmen«),  muss  man  zu  dyna. 
mischen  Gesichtspunkten  greifen,  grade  wie  in  der  Mechanik  die 
Kraft  durch  die  Acceleration  gemessen  wird.  Die  Analogieen  zwischen 
der  mathematischen  Wirtschaftslehre  und  der  reinen  Mechanik  sind 
übrigens  zahlreich  und  tiefgreifend^):  die  eine  der  Grundgleichungen 
der  mathematischen  Wirtschaftslehre  ist  nichts  anderes  als  die  Glei- 
chung der  virtuellen  Geschwindigkeiten  •*). 

Ein  einzelner  Teil  der  dynamischen  Wirtschaftslehre,  derjenige 
der  die  Krisen  behandelt,  hat  wichtige  und  ausführliche  Studien  ver- 
anlasst, die  aber  zum  grössten  Teil  empirisch  sind.  Aus  diesen 
Studien  können  wir  trotzdem  ersehen,  dass  der  wirtschaftliche  Kreis- 
lauf Erscheinungen  bietet,  die  denen  der  Trägheit  in  der  Mechanik 
analog  sind«»).  Die  mathematische  Wirtschaftslehre  wird  wahr- 
scheinlich eines  Tags  ein  Prinzip  gebrauchen  können,  das  dem 
d'Alembertschen  ähnlich   ist.     Es  ist  aber  geratener,   nicht  der  Zu- 


69)  Pareto,  Cours,  §  730. 

60)  S.  N.  Petiten,  The  theory  of  dynamic  economics,  Philadelphia;  J.  B. 
Clark,  New  York  Ann.  amer.  acad.  polit.  and  soc.  scienc,  1892;  E.  Barone, 
Gi.  Econ.,  Nov.  1894;  Pareto,  Coura  2,  §  928,  p.  282—284;  Gi.  Econ., 
Sept.   1901. 

61)  /.  Fiaher,  VaJue  and  prices,  appendix  II;  Pareto,  Cours,  §  692 \  Gi. 
Econ.,  Sept.  1901. 

62)  Pareto,  Gi.  Econ.,  Juni  1892,  p.  416  ff. 

63)  P.  des  Essars,  Paris  J.  soc.  stat.  1896. 
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kauft  Torzagreifen.  YorlSnfig  ist  blos  die  wirtscliafUiche  Statik 
wissenschafiilicli  ausgebildet  und  hat  branchbai«  Ergebnisse^)  ge- 
liefert. 


64)  Einige  Einw&nde,  die  sich  gegen  das  ganze  System  Pareto^s  nnd  dessen 
Aufbau  richten,  s.  bei  L,  v.  Botikeufitaeh,  Jahrb.  f.  Gesetsgeb.,  Verw.,  Volksw.  22 
(1898),  Heft  4,  p.  89. 


(Abgeschlossen  im  Angost  1902.) 


I  G  3.    UNENDLICHE  PROZESSE  MIT 
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Litteratur  s.  unter  I  A  3. 


1.  Grenswerte  komplexer  Zahlenfolgen.  Die  komplexe  Zahlen- 
folge (aj  =  (a^  +  ß^i)  (v  s=«  0,  1,  2, . . .)  heisst  konvergent  mid  a  ihr 
Grenewerty  in  Zeichen: 

(1)  a  =  lim  tty, 


ysOO 


wenn  eine  Zahl  a  ^=^  a  '\-  ßi  existiert^  derart,  dass  \a  —  a^\  mit  hin- 
länglich wachsenden  Werten  von  v  beliebig  Mein  wird.  Das  letztere 
gilt  dann  auch  von  \a  —  a^\,  \ß  —  ß^\y  sodass  also  aus  (1)  die  Be- 
ziehimgen  folgen: 

(2)  a  =  lima^,    ß  =  ]imß^, 

(demnach  lim  a^  =  lim  a^  +  i  lim  ßj).  Umgekehrt  folgt  aher  auch 
(1)  allemal  aus  (2),  sodass,  wie  vielfach  geschieht,  die  Relationen  (2) 
auch  geradezu  als  Definition  für  den   Inhalt   der  Beziehung  (1)  an- 


1)  Bezüglich  der  unendlichen  Determinanten  sei  hier  generell  bemerkt,  dass 
die  in  1  A  3,  Nr.  58,  59  erwähnten  Resultate  auch  für  komplexe  Terme  gelten. 

Enojrklop.  d.  math.  WiMentoh.    I.  71 
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gesellen  werden  können*).  Als  notwendige  und  hinreichende  Bedingung 
fitr  die  Existenz  von  Gleiolmng  (1)  erscheint  dann  eine  Beziehung 
von  der  Form 

(3)  |o,+e-«.l<«, 

die  auch  durch  die  beiden  äquivalenten  ersetzt  werden  kann: 

(4)  l«„  +  e-«i.l<*.       \ßn^^-ßn\<^' 

In  jedem  andern  Falle  heisst  die  Folge  (aj  divergent.    Die  Beziehung 

(5)  lim  0^  =  00 
ist  gleichwertig  mit  der  folgenden: 

(6)  lim|aJ  =  (X). 

Sie  erfordert  daher  nicht  einmal^  dass  zum  mindesten  lim  |  a^  |  =  oo 
oder  lim  \ß^\*=^  <x>,  sondern  kann  schon  erfüllt  sein,  wenn  nur 
lim  I  tty  I  =  cx),  lim  |  /J^  |  =»  oo .  (Beispiel  a^  =»  v  •  t\)  Ist  mindestens 
eine  der  Folgen  (aj,  (ß^)  eigenUieh  divergent^,  so  erscheint  es  mit 
Rücksicht  auf  die  Reihenlehre  nicht  unzweckmässig,  auch  (aj  als 
eigentlich  divergent  zu  bezeichnen. 

2.  Unendliohe  Beihen  mit  komplexen  Gliedern:  Konvergena 
und  Divergenz.     Setzt  man 

(7)  «^  =  «0  +  «1  H h  »» 

'        (a,  -  a,  +  ß,i,     V  =  0,  1,  2,  . . .), 
so  heisst  die  Reihe  £a^  konvergent  und  s  ihre  SummCy  wenn 

(8)  lim  8^  =  5. 

Ist  5y  =  ^^v  +  %i}  s  ^  6  -\-  %iy  so  hat  man  nach  Nr.  1  zugleich  auch 

(9)  lim  6^  =  <y,    lim  r^  =  r, 

und  umgekehrt;  also:  konvergiert  Ua^  gegen  s  =  <y  +  rt,  so  sind  auch 
27  «y,  Uß^  konvergent  und  besitzen  die  Summen  0,  r  —  vice  versa. 

Wenn  die  Zahlenfolge  (s^)  divergiert,  so  heisst  die  Reihe  £a^ 
divergent;  eigentlich  divergent,  wenn  (s^)  eigentlich  divergiert  (s.  Nr.  1 
am  Schlüsse). 

8.  Absolute  Konvergenz.  Für  die  Konvergenz  von  Za^  ist  hin- 
reichend die  Konvergenz  von  2J\a^\]^)  die  Reihe  heisst  in  diesem  Falle 
absoltU  konvergent.    Wegen  !  c^y  |  ^  |  a,  |  ^  I  /^y  I  ^  I  ^v  I  ^^^^  dann  allemal 


2)  Diese  gweite  Definition  ist  die  filtere;  vgl.  Cauchy,  Anal,  alg.,  p.  840. 
Die  erste  entspricht  mehr  der  modernen  Auffassung,  bei  welcher  die  komplexe 
Zahl  als  ein  Objekt  (geometrisch  als  Punkt)  erscheint;  a  ist,  geometrisch  ge- 
sprochen, nichts  anderes  als  die  (einzige)  Häufungsstelle  der  Punkte  a^. 

3)  Vgl  1  A  8,  p.  68. 

4)  Cauchy,  R^um^s  analytiquea  1883,  p.  112. 


1.  Grenzwerte  kompl.  Zahlenfolgen.    2.  ünendl.  Reihen.    8«  Absol.  Eony.  1123 


auch   Ua^  und   I]ß^    absolut    konTergent.     Umgekehrt   folgt   wegen 

l^»l  ^  l^vl  +  i/'vl  *^^  ^^^  absoliUen  Konvergenz  von  £a^  und   Zß^ 
diejenige  von  2Ja^. 

Zur  Untersuchung  der  absoluten  Konvergenz  einer  komplexen 
Reihe  2Ja^  hat  man  die  Kriterien  für  Reihen  mit  positiven  Gliedern 
auf  die  Reihe  Z\a^\  anzuwenden.  Insbesondre  gelten  also  die  Cauctty- 
sehen  Fundamentalkriterien  hier  in  der  Form*^): 


(10) 


lim  VJ^, 


>1 

kl' 


lim 


>1:  Div. 
<  1 :  Konv. 


Für  die  verschärften  Kriterien  empfiehlt  sich^)  im  gegenwärtigen 
Falle  eine  Umformung,  bei  welcher  statt  des  rechnerisch  unbequemen 
I  ^r  I  =^  y «y*  +  ßy^  lediglich  |  a^  |*  in  den  zu  prüfenden  Grenzausdrücken 
auftritt. 

Man  erhält  so^  wenn  wiederum  -^  bezw.  jr  das  allgemeine  Glied 

einer  positivgliedrigen  divergenten  bezw.  konvergenten  Reihe  bedeutet, 
die  folgenden  Kriterien  erster  und  zweiter  Art^): 

lim  Dy*  •  I  a^  I*  >  0:  Divergenz 

<  oo:  Konvergenz 


(11) 


(12) 


—  -D  *  jj  <  0:  Divergenz 
im  (  C/-  — ^    —  ^J+i)  ^  ^'  ^^^'^^9^^^' 


lim  (^2),« . 
lim 


Die  direkte  Überführung  der  linken  Seite  des  £bnt;er^enj?kriteriums 
(12)  in  diejenige  des  Divaraen^kriteriums»)  erweist  sich  hier  als  un- 
möglicli.  Dagegen  lassen  sich  die  leiden  Kriterien  (12)  unter  un- 
erheblichen  die  Auswahl  der  2),  betreffenden  Einschnlnkimgen^)  durch 
das  disjunktive  Doppelkriterium  ersetzen: 


(13) 

Die  Wahl 


^(l>r- 


a 


»+i 


^■)l 


<  0:  Divergenz 
>  0:  Konvergenz. 


(14) 


D^  =  V,    bezw.  =  L^(v) 


\  (Zo(r)  =  v;    L^(y)  =.vlg,(v)...  lgt(i/),  für  *  ==  1, 2, 3 . . .) 


5)  Cauchy,  Anal,  alg.,  p.  280,288;  R^s.  analyt.,  p.  113. 

6)  Pringshetm,  Arch.  Math.  Phys.  (8)  4  (1902),  p.  1. 

7)  Vgl.  I  A  8,  p.  84,  Formel  (20),  (21). 

8)  Vgl.  I  A  8,  p.  87,  Ol.  (81). 

9)  Ptingsheim,  a.  a.  0.  p.  4. 
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liefert  nach  einer  ein£Bchen  Umformung  die  Eriterienskala: 


(15) 


'  —  *  \;«,+i  I         /  l  >  1:  JEd 


Komoergene 


lif.(r)      /  I   a     *  \  <  1:  Bvotrgau 


(15  a)  entspricht  dem  IZoobß'schen  Eriteriom,  (15  b)  der  "Berbrandwäbsai. 
Skala  «^. 

Für  die  meisten  Anwendungen  erweisen  sich  das  Kriterium  (a) 
und  das  A  nfangskriterium  (Jk  «=  1)  der  Skala  (b)^  nämlich 


ab  ausreichend.  Insbesondere  liefern  sie  die  folgende  im  wesentlichen 
▼on  Weierstrass^^)  auf  anderem  Wege  abgeleitete  Yerallgemeinernng 
des  Gottös'schen^  Kriteriums:  Ist 

«•  « -4- 1«  P«  +  ••»' 

(17)  -JL.  =  1  4.  ?J:Ü  +  irZ^ 


(wo  ]im\Q^  +  0^i\<oo), 
so  ist  2^1  a,  I  konvergent  falls  x  >  1,  divergent,  faUs  x  ^  1.^ 

4.  Unbedingte  und  bedingte  Konversens.  Da  die  absolute  Kon- 
vergenz Ton  £a^  mit  derjenigen  von  2^a^,  2^ß^  zusammenfallt,  so 
folgt  aus  den  für  reelle  Reihen  geltenden  Sätzen  (ygL  I  A  3^  Nr.  31, 
p.  92)^  dass  jede  absolut  konvergente  I^a^  auch  unbedingt  konvergiert 
und  umgekehrt. 

Ist  Za^  konvergent,  dagegen  i^^la^l  divergent,  so  muss  mindestens 
eine  der  Reihen  27«^,  Uß^  nur  bedingt  konvergieren:  das  Gleiche  gilt 
also  auch  von  2Ja^,    Allgemeine  Kriterien  zur  Feststellung  der  even- 


10)  Vgl.  I  A  8,  p.  87,  88. 

1 1)  Weierstrcus  operiert  mit  dem  reziproken  Quotienten  — ^^ ,  J.  f.  Math.  61 


«r 


(1866)  =  Werke  1,  p.  186.  Vgl.  auch  Stolz,  Allg.  Arithm.  2,  p.  146;  Pringsheim 
a.  a.  0.  Fussn.  6,  p.  8.  Funktionentheoretische  Herleitung  der  Weitrstrass'schen 
Kriterien  mit  Hilfe  der  Euler- Mciclaurin'Bcheji  Summenformel  bei  Wilhelm  Wir- 
tinger,  Acta  math.  26  (1902),  p.  266. 

12)  I  A  S,  p.  80. 

13)  Dass  im  Falle  %<il  nicht  nur  Z\a^  |,  sondern  auch  Za^  divergiert, 

wird  Ton  Weierstrciss  und  Pringsheim  a.a.O.  gleichfalls  bewiesen;  über  die  be- 
sondere Art  der  Divergenz  lassen  sich  noch  bestimmte  Aussagen  machen  (s.  die 
Citate  in  ^^),    Vgl  auch  den  Schlnss  Ton  Nr.  i. 


4.  Unbedingte  u.  bed.  Eony.    5.  Multdplik.  u.  Addition  kompl.  Reihen.    1125 

tuell  nur  bedingten  Konvergenz  existieren  natorgemäss  gerade  so 
wenig  wie  bei  reellen  Reilien.  Die  ÄbeFBche  Transformation  (ygl. 
I  A  3  61.  (37),  p.  94)  liefert  auch  hier  den  Satz^*):  „£a^b^  konvergiert 
zum  mindesten  in  der  vorgeschriebenen  Anordnung,  wenn  Z\a^ — ^»+il> 
Ub^  konvergieren;  ist  lim  a^  =  0,  so  braucht  |27&y|  nur  unter  einer 

a 
endlichen   Grenze   zu   bleiben/'  —   Für   den   Fall,   dass  — ^  in  der 

Form  (17)  darstellbar  ist,  konvergiert,  wie  Weierstrass  zuerst  gezeigt 
hat,  Sa^x^  noch  bedingt  für  |  j?|  =  1,  ausser  a:  =  1,  falls  0<x^l.^'^) 

6.  Multiplikation  und  Addition  komplexer  Reihen.  Doppel- 
reihen. Die  Multiplikationsregel  für  zwei  konvergente  Reihen  2^a^, 
Zb^,  nämlich 

(18)  2:a^'2:b^  =  £c^,    wo    c^  =  a^b,  +  aib^_^-\ h  «r*o; 

gilt  nach  Cauchy^^\  wenn  Sa^y  2J6y  absolut  konvergieren,  nach  Abd^'^ 
allemal,  sofern  Sc^  überhaupt  konvergiert;  dazu  ist  hinreichend, 
keineswegs  notwendig,  dass  eine  der  Reihen  27 a^,  Zb^  absolut  kon- 
vergiert^^. 

Für  die  Addition  einer  endlichen  Anzahl  konvergierender  Reihen 

OD 

^a^)  (/*  =  0,  1, . . .  w)  gilt  auch  hier  wie  in  I  A  3  Nr.  86,  p.  97 

0 

die  Beziehung: 

(19)  ^ [y; aw)  -2{2^\ 

Ist  m  «5  cx),  so  ist  für  die  Konvergenz  der  betreffenden  Reihen  und 
die  Existenz  der  Beziehimg: 

OD  /       OD  \  OD  /       OD  \ 

(20)  ^(^'«^M  =  ^(^«ir»j 

14)  8.  z.  B.  Stolz,  AUg.  Arith.  2,  p.  144. 

16)  Weierstrass,  J.  f.  Math.  61  (1866),  p.  29  »  Werke  1,  p.  186.  —  StoU, 
Allg.  Arithm.  2,  p.  166.  —  Fringsheim,  a.  a.  0.  p.  18. 

16)  Anal,  alg.,  p.  288. 

17)  Abel  giebt  allerdings  (J.  f.  Math.  1  (1826),  p.  818  »  Werke  1,  p.  226) 
den  Beweis  nur  fflr  reeUe  Reihen;  doch  ist  der  Beweis  leicht  auf  komplexe  Reihen 
zu  übertragen.  —  Anderer  Beweis  bei  Cesaro:  Bnll.  See.  math.  (2)  4  (1890), 
p.  327. 

18)  F.  Hertens,  J.  f  Math.  79  (1876),  p.  182.  Anderer  Beweis  bei  W.  V.  Jensen^ 
NouY.  corresp.  math.  1879,  p.  480.  —  Die  Reihe  Zc^  konvergiert  in  unendlich 
vielen  F&llen  absolut,  auch  wenn  eme  der  Reihen  Za^^  Zh^  oder  beide  nur  be- 
dingt konvergieren,  bezw.  nog^  divergieren:  F.  Ccfjori,  Amer.  Trans.  2  (1901),  p.  26; 
Pringsheimf  ebenda,  p.  404. 
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nach  GbucAy  ")  hinmicliend,  dasB  ^  ^  [  äff  >  |  konvergiert  {sog. 

dvjfaeker  Doppdreihensate).  Unter  dieser  Voraassetüimg  konvergiert 
nach  Cauehy*')  auch  die  „Doppdreät^ 

(21)  ^•oO'>=     lim     ^^aM 

gegen  dieselbe  Samme.  ÜWlurapt  gelten  für  derartige  absolut  ftoH- 
ver^enfe  ^/-t'aW  dieselben  Sätze  fOr  die  entsprechenden  re«Uen 
Reihen"). 

6.    Unendliche    Frodnkte'O-      ^^*^   mau    J^  (1  +  aj)  =  A, 
(n  ™  0, 1, . . .),  80  heisst  das  unendliche  Produkt  J»J  (1  +  a,),   wo 

0 

dorchw^  1 1  -|-  a,  I  >  0  angaiommen  wird,  hmvergent  und  Ä  der  Wert 
dieaee  Produktes,  wenn  lim  A^-^  A  endlieh  und  von  NvÜ  veradüede» 
tat.  In  jedem  anderen  Falle  (insbesondere  also  auch  fttr  lim  ^  =  0) 
heisst  das  Produkt  divergent  **).  Fflr  die  Konvergenz  von  11  (1  -\-  a J 
ist  Mnreidtmd  di^enige  von  i7(l-j-|a,|);  das  betreffende  Produkt 
heisst  alsdann  absolut  konvei^nt.  Es  ist  in  diesem  Falle  anch  tm- 
he^ttgt  konvergent  —  oiee  versa.  Notwendig  und  J^treichend  fOr  die 
absolute  Konvergenz  von  11(1  +  oj  ist  die  Konvergenz  von  £|o,  |. 
Man  bat  sodann  auch: 

(22)         J7a+''.)-i+».  +  ^A-i»., 

0  1 

wobei  die  rechts  stehende  B«ihe  absolut  konvergiert,  auch  wenn  man 
die  einzelnen  Summanden  der  Aggregate  A,_i  als  Beihenglieder  aof- 
&8sL  Aach  darf  ein  absolut  konvei^entes  Produkt  in  ein  endliches 
oder  unendliches  Produkt  von  TeUprodnkten  umgeformt  werden. 

Ist  2^\a^ I  divergent,  £a^  bedingt  konvei^nt,  so  katm  77(1  -|- o,) 


19)  Anal,  algäbr.,  p.  689,  UT. 

SO)  A.  a.  0,  p.  687,  &i7.  Definition  und  Beweis  nicht  recht  deutlich;  vgl. 
I  A  S,  p.  98,  Faani.  144. 

21)  8.  1  A  8,  p.  98,  99. 

SS)  Antaer  der  I  A  8,  p.  118,  114  angegebenen  Littentnr  a.  Dini,  Ann.  di 
maL  (9)  8  (1870),  p.  8&;  De  FaaqtuOe.  Gioni.  di  mat.  8&  (1697),  p.  969. 

81)  Vgl.  I  A  8,  p.  118,  Fnasn.  811. 


6.  Unendliche  Produkte.    7*  Unendliche  Eettenbrfiche. 
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nocli  bedingt  konTergieren.    Eine  hinreichende  Bedingung  ist  die  Kon- 
vergenz der  Reihen  27-4J*>  und  l^la^l*",  wo 

^'r^  =  <^.-Y<  +  T<-  +  '"  +  ^^^^'^''        (^^2).^) 

7.  Unendliche  Kettenbrüohe.  Über  die  famudm  mit  Eetten- 
brüchen  yorzunehmenden  Operationen,  insbesondere  über  die  BUdung 
der  Näherungsbrüche  und  die  Umformung  in  Reihen  und  Produkte, 
ebenso  bezüglich  der  Definition  von  Konvergenz  und  Divergenz  des 

6q;  v^      s.  I  A  3,  Nr.  46  ff. 

Für  unendliche  Kettenbrüche  in  der  HoMptform  Iq^]  —       besteht 

—  analog  wie  für  positive  q^  —  allemal  Divergem,  wenn  2^\q^\  kon- 
vergiert^^).   Von  hinreichenden  Konvergenzbedingungen  allgemeineren 

Charakters  sind  nur  die  folgenden  bekannt:     ^      Jconvergierty  wenn: 

(23)  IM^|oJ  +  l       (v  =  l,2,. ..),") 

desgleichen  wenn: 


(24) 


6.6, 


<i. 


*2y-fl 


^iv^iv+1 


+ 


*»»+« 


^8>-f  1  ^8»-f  » 


^i-        (V=:],2,...). 


Für  den  Fall  |  a^  |  =  1  besteht  noch  die  etwas  weitere  Kon/vergenth 
bedingung: 


(25) 


'2»— 1 


+ 


h. 


^1      (t.  =  l,2,...V^ 


Für  Kettenbrüche  von  der  Form  P»-^(    ^  ^-01  ^  ^^  ^^  ^  o^  ^^  >  0, 
l^^l  a=r  1,  giebt  van  Vleck^)  die  Konvergenz  der  Reihe 


24)  Fringaheim,  Math.  Ann.  22  (1888),  p.  481;  Stolz,  Allg.  Arithm.  2,  p.  246; 
besondere  Fälle  des  Satzes  yorher  bei  Cauchy^  Anal,  algäbr.,  p.  568  und  Arndt, 
Arch.  f.  Math.  21  (1868),  p.  86. 

26)  Stolz,  Allg.  Arithm.  2,  p.  279.    Die  för  die  Konvergenz  von 

100  r-  <  "n«o 


UJi      L"i'  +  ''^*Ji 


notwendige  Divergenz  von  Z\a^'\'P^%\  ist  nach  vtm  Vleck  (Am.  M.  8.  Trans.  2 
]1901],  p.  223,  229)  aach  hinreichend,  wenn  die  a^  gleichbezeichnet  sind  und  die 
ß^  alternierende  Vorzeichen  besitzen  (mit  eventuellem  Ansschluss  einer  endlichen 
Gliederanzahl);  oder  wenn  nur  die  erste  bezw.  zweite  dieser  Bedingungen  erfällt 


ist,  zugleich  aber 


bezw. 


a. 


p. 


unter  einer  endlichen  Schranke  bleibt. 


26)  Pringaheim,  Münch.  Ber.  28  (1898),  p.  816. 

27)  Desgl.  p.  828,  820.  28)  Am.  M.  S.  Trans.  2  (1901),  p.  481. 
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^r^  r,  —  r, 

-i^'(l-r,)...(l-r,) 


(27)  l«C^~v^^")l>Q   »»"^    \A-^Sr\>0 


als  Mo^tc^eyMli^  und,  Mb  r,  <  1^  anch  Atnmc&eiMfe  Bedingang. 

Ffii  die  Ktmverffeng  eines  rein  periodischeni  ^      —  wo  ö«i+^=  »^, 

ft^^^^=  6^  (^  —  1,  2, ...  w;  A  »» 1,  2y . . .  in  int)  und  ^  den  v**  Nahe- 

ningsbrach  bedeutet  —  ist  notwendig  die  Bedingang  l^^.i  i  >0;  die- 
selbe ist  hinreichendy  wenn  die  Diskriminante  D  der  quadratischen 
Gleichung: 

(26)  B._,««  +  (5.  -  4.-1)  a;  -  A.  =  0 

[also  D  =  (B.  -  A._,)«  +  44.B._  J 

iTerMAfcitMle^;  andernfalls  muss  noch 

(v«.l,2...m— 1), 
sein,  wo  x^  eine  genau  präzisierte  Wurzel  der  obigen  quadratischen 

Gleichung  bedeutet^.     Der  Wert  des  Eettenbruchs  \y\    ^^  dann 

gleich  der  andern  Wurzel«j\,  wahrend  mit  gewissen  Einschränkungen 
( —  2j)  den  Wert  des  Jconjugierten^  unrein  periodischen  Eettenbruchs 

{K\  5^,...^,  ^,  . . .)  Uefert-). 

Über  sog.  algebraische  EettenbrQche^  d.  h.  solche^  deren  Glieder 
rationale  Funktionen  einer  (komplexen)  Veränderlichen  x  sind,  s.  I  A  3 
Nr.  66  und  n  B  1,  Nr.  89. 

29)  In  etwas  anderer Darstellungsweise  zaerst  von  StoU  angegeben:  Innsbr. 
Ber.  1886,  p.  1  und  1887/88,  p.  1 ;  Allg.  Arithm.  2,  p.  302.  Andere  Herleitong  in 
der  hier  gegebenen  Formalierang  bei  Pringtheim,  Münch.  Ber.  30  (1900),  p.  4S0. 

30)  PringAeim,  a.  a.  0.,  p.  488. 


Bandregister. 


(Die  grösseren  Ziffern  beziehen  sich  auf  die  Seiten  des  Bandes,  die  kleineren 
Ziffern  auf  die  Anmerkungen.  Ein  Semikolon  dient  (abgesehen  vom  üblichen 
Gebrauch)  zur  Trennung  verschiedener,  hinter  einander  zitierter  Bandartikel, 
ein  Bindestrich  (abgesehen  vom  üblichen  Gebrauch)  als  Ersatz  des  Stichwortes; 
runde  Klammem  geben  entweder  einen  gleichwertigen  Wortausdruck  an,  oder 
aber  das  zugehörige  Gebiet,  eckige  Klammem  einen  sachlichen  Zusatz;  ge- 
sperrter Druck   bezieht  sich  auf  Stichworte   des  Registers,   kursiver  Druck 

hebt  Unterabschnitte  schärfer  hervor.) 


Abbildung,  von  IHn^en,  beim  Zählen  2; 
—  einer  rationalen  Fläche  auf  eine 
Ebene  317,  zweier  algebraischer  Flä- 
chen 819;  konforme  —  der  Halbebene 
auf  ein  Ereisbogendreieck  886;  624; 
zweier  Ebenen  168,  behufs  graphischer 
Lösung  von  Gleichungen  1014,  879; 
graphischlogarithmische  —  von  Funk- 
tionen 1020,  1028 ;  —  eines  (Zahl-)£or- 
pers  auf  seine  Konjugierten  289,  eines 
Galois'schen  auf  sich  selbst  290;  ähn- 
liche —  zweier  Mengen  69,  106;  ein- 
deutige —  zweier  Eontinua  187  u.  i6, 
mehrdeutige  202. 

Abel,  -sehe  Funktionen  in  Bez.  zu  irra- 
tionalen Invarianten  360;  -sehe  Glei- 
chungen  [Auflösung  durch  Radikale] 
490,  606 f.;  -sehe  Gruppe  einer  Bili- 
nearform  216,  ee,  -sehe  Gruppe  (mit 
kommutativer  Komposition)  222,  von 
Elassen  binärer  quadratischer  Formen 
609, 611, 724,  der  Teilungsgleichungen 
781,  eines  Galois^schen  Eörpers  689, 
der  Zusammensetzung  der  Idealklas- 
sen 694;  -sehe  Jnte<^a2e,  arithmetisch- 
algebraisch 296  f.,  invariantiv  860 ;  -sehe 
J^üoMengruppe,  JOew^engleichung  727; 
-scher  (u.  relativ  -scher)  Körper  689 ,  als 
Ereiskörper  704;  -sches  Kriterium  der 
Auflösbarkeit  einer  Gleichung  von 
Primzahlgrad  226,  m,  470,  496,  616; 
-sches  Theorem,  arithmetisch  296; 
-sehe  Traneformcstion  (partielle  Summa- 


tion)  bedingt  konvergenter  Reihen  94 
[komplexer  1126]. 

abgekürzt,  -er  DegimaJbruch  979;  -e 
Logarithmentafeln  993  f. ;  -e  MuUipHka- 
tion  u.  Division  988 f.;  -es  Radizieren 
984 f.;  -e  invariantive  Prozesse  als 
Symbolik  361;  -e  Summation  in  der 
Lebensversicherung;  -e  TodesfaUver' 
Sicherung  879. 

Abgeleitete  (forma  derivata),  einer 
Bilinearform  696. 

abgeschlossen,  -e  Menge  196,  als 
Ableitung  einer  andern  197. 

Abhängigkeit,  der  Differentialglei- 
chungen der  Invarianten  886  u.  84, 366 ; 
von  Ereignissen  (Wahrscheinlichkeits- 
rechnung) 739;  von  Funktionen  276, 
von  Gleichungen  276;  lineare  —  zwi- 
schen Invarianten,  beim  Endlichkeits- 
problem 341  f. ,  in  der  abzählenden 
Richtung  868  f.,  von  invarianten  Punkt- 
systemen 884,79;  398,886. 

A  b  1  a  u  f e  n ,  einer  I^ebens Versicherung 
873. 

Ableitung,  partielle  -en  einer  Deter- 
minante  38;  -en  einer  ganzen  Funk- 
tion 229,  288,  ihr  Verschwinden  268; 
Determinante  der  ersten  -en  von  Funk- 
tionen [deren  -en]  276,  Determinante 
der  zweiten  -en  277;  -en  einer  Funk- 
tion bei  Interpolation  gegeben  806; 
923;  —  höherer  komplexer  Grössen 
aus  Einheiten  161;  -en  einer  Menge 
[-sprozess]   186 f.,    links,    rechts  ge- 
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nommene  195,  44;  Substitution  ein- 
seitiger resp.  homogener  -en  870 f.; 
Formen  als  typische  -en  einer  andern 
850. 
AbschluRsprovision,  in  der  Lebens- 
versicherung 889. 

Abschnitt,  einer  Menge  191. 

Absetzen,  von  Skalen,  in  der  Nomo- 
graphie  1086,  464. 

absolut,  -e  Äquivalenz  von  Formen 
295 ;  -er  Betrag  einer  ganzen  Zahl  18, 
20,  eines  Bruches  20,  einer  komplexen 
Zahl  168;  -e  Fehler,  in  der  Ausglei. 
chungsrechnung  774,  776,  779,  791, 64, 
bei  numerischem  Rechnen  981 ;  -e  In- 
variante 826  f.,  in  der  Flächentheorie 
884;  -es  Kontinuum  205;  —  konver- 
gente Reihen  80,  91  [komplexe  1123], 
Doppelreihen  99  [komplexe  1126],  un- 
endliche Produkte  114  [komplexe  1126], 
unendliche  Determinanten  144,  468 
[komplexe  1121,  i];  -er  EaüonalitätS' 
hereich  482, 508. 

Absonderung,  eines  gemeinsamen  Fak- 
tors 15;  —  (Separation)  von  Wurzeln 
numerischer  Gleichungen,  insbesondere 
mittels  Differenzenrechnung 407  ff. ;  920. 

Absterbeordnung,  887,  860. 

Abweichung,  einer  komplexen  (Grösse 
154;  mittlere  —  einer  Funktion  von 
ihrem  wahrscheinlichen  Werte  779; 
861,  von  ihrem  wahrscheinlichsten 
780;  -en  von  den  wahren  Werten  von 
Unbekannten,  bei  Gleichungen  406, 
483  f.,  448  [bei  mehreren  Unbekannten 
446  f.];  in  der  Ausgleichungsrech- 
nung 771  f.;  —  zwischen  empirischen 
Werten  und  mathematischen  Wahr- 
scheinlichkeiten, in  der  Statistik  825. 

abwickelbar,  -e  Flächen,  in  der  Apo- 
laritätstheorie  392,  383^. 

Abzäbl barkeit,  von  Mengen  186, 196; 
durch  Zahlen  der  2.  Klasse  198;  — 
der  algebraischen  Zahlen  186;  669. 

abzählend,  -e  Richtung  der  Formen- 
theorie 353 f.;  -e  Geometrie  beschränk- 
ter Gleichungssysteme  304,  305  u.  so. 

acce88orisch,-e  Irrationalität  493, 536. 

Achtdamenproblem,  1082f. 

Addendus,  elementar  7,  bei  Ordnungs- 
typen 190. 

Addition,  Arithmetik:  von  Zahlen  7 f., 
von  Grössenpaaren  150,  von  Strecken 
155 :  1009,  vonGrössen-n-tupeln  160,  von 


Reihen  96  [von  komplexen  1125],  von 
Mächtigkeiten  189,  von  Stolz*8chen 
Momenten  208,  von  Grössen  mit  un- 
endlich vielen  Einheiten  205,  107; 
successive  —  bei  Interpolation  812 f.; 
Graphik:  —  bei  gewöhnlichem  Mass- 
stab  1008  f. ,  bei  logarithmischem 
1019 f.;  mechanischgraphische  —  von 
qp(rc),  'ip{y\  %(ji)  etc.  1037;  -wipparote 
953  f.,  -ikuTve  1019;  -alogarithmen,  zur 
Lösung  von  Gleichungen  444,  bei 
Tafeln  995, 998  f.  [graphisch  1019,  sn], 
für  komplexe  Grössen  1001  [graphisch 
1023,408];  'Bmaschinen  960  f.,  erweiterte 
967  f. 

additiv,  -e  Darstellung  von  Zahlen 
(partitio  numerorum)  636  f.,  in  der 
Formentheorie  358,  in  der  Nomo- 
graphie  1052. 

Adhärenz,  einer  Menge  199. 

adjungiert,  -e  Subdeterminanten  (Ad- 
junkte)  87,  unendliche  146,  466,  -e 
Matrixdeterminanten  46 ;  247,  beiEom- 
binanten  891  f.;  -e  Hermite'sche  For- 
men (formes  adjointes)  324 ;  825, 18,  als 
Evektanten  372;  -e  Gruppe,  in  Bez. 
zu  komplexen  Grössen  177,  Invarianz 
bei  der  -en  Gruppe  402;  -e  Kurven^ 
bei  birationaler  Transformation  553. 
S.  Adjunktion. 

Adjungierte,  einer  temären  quadra- 
tischen Form  324,  16;  614  [primitive 
615],  bei  n  Variabein  622  [primitive 
623],  einer  Bilinearform  594. 

Adjunktion,  von  Irrationalitäten:  bei 
Eombinanten  392 ;  —  von  numerischen 
Grössen  487,  einer  natürlichen  Irratio- 
nalität 488;  586,  einer  accessorischen 
493 ;  536,  eines  Radikals  495;  der  Qua- 
dratwurzel aus  der  Diskriminante  der 
Gleichung  5.  Grades  513;  535  f.;  von 
Quadrat-  u.  Einheitswurzeln  bei  der 
Klassengleichung  728 ;  —  als  Körperer- 
weiterung  286;  —  von  Berührungs- 
kurven  einer  ebenen  Kurve  4.  Ordnung 
806. 

Affekt,  und  -Funktion  291  u.  n;  469, 
483,  gewisser  Gleichungen  7.  Grades 
340, 107;  470;  Lösung  einer  -Gleichung 
635. 

affin,  -e  Reziprokanten  und  Gruppe  381. 

Aggregat,  quadratische  Form  als  — 
von  Quadraten  327,  329;  596;  Schar 
von  Bilinearformen  als  —  von  elemen- 


ähnlich  —  Amplitude 
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taren  332 ;  binäre  Formen  gleicher  Ord- 
nung als  -e  von  Potenzen  892 ;  —  sym- 
bolischer Produkte  als  Invariante  326. 

ähnlich,  -e  Dreiecke  bei  graphischer 
Multiplikation  166;  1009,  desgl.  -e 
Punktreihen  1009,  869;  -e  Bilinear/m*- 
men  330,  53;  698;  -geordnete  Mengen 
190,  Abschnitte  191;  -e  SitbstituHonen 
211. 

Ähnlichkeitstransformation,  in 
Bez.  zu  komplexen  Grössen  167,  179, 
deren  Zusammensetzung  183. 

Aktiengesellschaft,  Aktionär,  873. 

aktiv,  -er  Summand  8,  bei  Ordnungs- 
typen 190;  -er  Faktor  14,  bei  Ord- 
nungstyx>en  191. 

Aktiv,  -e  einer  Invaliditätsversicherung 
847;  -a  einer  Bilanz  898. 

aktual,  -unendlich  grosse  resp.  kleine 
Grössen  204,  i08. 

Aleph-Funktion  469,  466. 

Algebra,  -s  (linear  associative  — ), 
169,  18;  universal  —  169,18;  extensive 
—  in  Bez.  zur  Formentheorie  366. 
S.  algebraisch. 

algebraisch,  -e  Ausdrücke  (in  Radi- 
kalen) für  die  Wurzeln  einer  Gleichung 
499 ;  -e  Flächen  316, 319,  in  Bez.  zur  Apo- 
larität  391, 877;  -e  Farm  auf  Biemann'- 
scher  Fläche  297 ;  eines  Bationalitäts- 
bereiches  294;  686;  -e  Formenprobletne 
360,  919;  643  f.;  -e  Formulierung  des 
Prinzips  der  Anzahl  306,  eo;  -er  Funda- 
mentälsatz  iS^;  -e  Fu/nktion  287  u.  i6, 
Noether'scher  Satz  314 f.;  -es  Gebilde 
u.  charakteristische  Funktion  811  [ra- 
tionale Transformation  u.  Integre 
3 18  f.],  mit  rationalen  Parametern  31 6  f . ; 
-e  Geometrie,  bes.  der  2. Dimension  319 ; 
-e  Gleiekungen,  nach  Galois  290 f.; 
zwischen  den  Koeffizienten  einer  Form 
879 ;  -e  Grösse,  arithmetisch  284,  ganze 
292 ;  -e  €rruj[)pe  einer  Gleichung  487  f.; 
-e  Integrierharkeit  linearer  Differential- 
gleichungen 336,  338;  624,  627,  680, 
der  Differentialgleichung  fär  die  Multi- 
plikation der  elliptischen  Funktionen 
718;  -e  Invariante  377,  bei  linearen 
Differentialgleichungen  888;  -e  Ketten- 
brücke  136 f.;  1128;  -e  Kongruenz 2U; 
-er  Körper  286;  676,  von  Funktionen 
299*[Modulsysteme  801  f.];  -e  Kurve 
u.  ihr  Modul  811,  813  f.,  ihre  ratio- 
nale Transformation  816 f.;  -e  i^ara- 


tneter,  bei  rationaler  Transforma- 
tion 379;  -e  Reversibilität  281;  -e 
Summe  von  Zahlen  13 ;  —  unabhängige 
Invarianten  846;  -e  Zahlen  286,  287; 
676  [abzählbar  186;  669],  ganze  u.  ge- 
brochene 287;  677,  ihr  periodischer 
Algorithmus  686;  668. 

Algorithmus,  der  Ausgleichungsreck' 
nung  782 f.;  —  automorpher  Transfor- 
mationen von  quadratischen  und  bi- 
linearen Formen  333;  Euklidischer — fdr 
den  grössten  gemeinsamen  Teiler  von 
zwei  ganzen  Zahlen  666,  668  f.,  ganzen 
Funktionen  241,  246;  417,  bei  n  Va- 
riabein 269;  ^uier'scher  (Möbius'scher, 
Gauss'scher)  —  für  Eettenbrüche  122; 
669 ;  Kettenbnuih  —  zur  Lösung  linearer 
Gleichungen  resp.  Kongruenzen  123, 
ganzzahliger  663 f.;  686 f.,  zur  Re- 
duktion quadratischer  Formen  699; 
—  der  komplexen  Grössen  169 ;  —  für 
die  reduzierte  JResuUante  399;  —  für 

das  Legendre* sehe  Symbol  l — )  668. 

allgemein,  -e  Arithmetik  176;  -e  For- 
men in  der  Symbolik  362;  -e  Glei- 
chungen in  der  Gahis'schen  Theorie 
291;  498 f.,  -e  Teilungsgleichungen 
610 f.;  -ste  Grössenklassen  206;  -e  Lö- 
sung einer  Differenzengleichung  982, 
einer  Hnearen  938. 

Alter,  Zahl  der  Lebenden  eines  -s 
.860. 

alternierend,  -eBüinearformenS29f.; 
696;  -e  Funktion  467,  symmetrisch  -e, 
e  479 ;  -e  Gruppe  213,  von  6,6  Din- 
gen 224, 197,  von  4, 6, 6, 7  Dingen  b.  end- 
lichen Gruppen  linearer  Substitutionen 
626,  626, 629,  648,  -e  Gruppen,  als  ter- 
näre  u.  quatemäre  649, 94,  -e  Gruppe,  als 
invariante  Untergruppe  der  allgemei- 
nen Gleichungsgruppe  604 ;  ganzzahlige 
Gleichungen  mit  -er  Gruppe  292;  -es 
Produkt  Z^;  -eBeihen92y  94,  96  [kom- 
plexe 96,  281;  1124]. 

Amben,  als  Komplexionen  88. 

am  big,  -es  Ideal,  Primideal,  Idealklasse 
692;  -e  Klasse  binärer  quadratischer 
Formen  696,  609;  -er  Komplex  698. 

Ambige,  eines  Klassenkörpers  694. 

Amortisation,  einer  Lebensversiche- 
rungseinzahlung 902. 

Amplitude,  einer  komplexen  Grösse 
154. 
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Audfiit 


-  Approsimatii 


AnaljBie,  kombinatoriMhe  —  689.       I 

atial;tisch,  -e  Methoden  DtridOefa  in  ' 
der  Zahlentheorie  6i8f.;  -e  FaHo- 
riellen  (FatuKdfcti)  ItTf.;  -e  Fort- 
«fr(j»n<;,TonFuDktioneut)ei  divergenten 
Reihen  109, 111 ;  eiitei  Ereiabogendrei- 
ecks,  bei  der  hy[«Tgeonietriiclieil  Reihe 
3S6;  b2i;  -e  l'unlctioHen  (u.  Zahlen), 
theorie  in  Bez.  tu  unendlichen  Pro- 
dukten 112f.;  gST,  64Sf.;  ganze  -e 
Funktionell  115.  JOi,  116,»18,  IIB;  286, 
S3T,  ie  der  aiiJilftischenZahleDtbeorie 
66uf.;  -e  Finittionen  höherer  kom- 
pleierUrQeacii  I88;  -e  Invariante  3127, 
ihre  Differentialgleichungen  877;  -e 
Rtehtnmasehijie  fdr  -e  Operationeii  978; 
-e  Darstellung-  ron  StAiUMiotitH  211; 
-e  Zahlenlheorie  6U  ff. 

Anamorphoee,  in  der  Nomographie 
1030,  4K;  lOSS.lU. 

nuceps,  9.  zweiaeitig. 

An  derung,  der fMtt  einerhohem  kom- 
pleseu  OrÖBse  168;  Sinn  der  —  einer 
ganzen  Fiitdtioit  888,  hei  n  Varialieln 
879. 

Anfangaglied, eines  £etfanirtKAe«iaü; 
der  Eutwickeliing  nach  dem  Newten'- 
sdisa  I'eiggeH  366. 

Aufangepunkt,  rechtwinkliger  Koor- 
dinaten in  der  Ebene,  in  Bez.  zu  kom- 
plexen Gröaeen  156,  167;  beim  Funda- 
mentalBatz  der  Algebra  S86;  Drehun- 
gen um  den  —  im  Räume,  in  Bez. 
zu  Quatornionen  178,  183. 

Angebot,  u.  -Kurven  in  der  Volkswirt- 
schaftslehre 1113  Q.  19,  1118. 

angenähert,    Annäherung,    a.  Ap- 

Annihilator,  einer  Form  373. 

Anomalie,  einer  komplexen  GrOesel&l 

Anordnung,  von  £Iem«M<eH  in  der  Kom- 
binatorik 29,  bei  einer  Substitution 
209;  —  der  Faktoren  eine«  unendlichen 
Produktes  114;  —  der  Glieder  einer 
bedingt  konvergenten  Reihe  92;  -en 
einer  Menge  187;  -en  der  Wwteln 
einer  Gleichung  48lf. 

Antilogarithmen.  u.  Tafeln  solcher 
997,  hyperbolische  —  997,  IM. 

antisymmetriach,  -e  Gestalt  einer 
linearen  Substitution  SS3,  Bl;  696. 

Anwendung,  eines  OrdnnngstjpuB  auf 
einen  andern  191. 

Anzahl,  -en  in  Bez.  zur  <imakkruAi- 


nehen  Funktion  31 1 ;  bei  DeterminattUn 
38;  Erhaltung  der  —  306  u.  «o;  —  von 
Fälitn,  in  der  Wahrsoheinlichkeite- 
rechnung  742;  -en  in  der  Formett- 
theorie:  algebraisch  [von  Invarianten] 
353 f.,  arithmetisch  [von  Kongruenz- 
löaungen,  Darstellungen,  Formen,  Ge- 
schlechtern, Perioden]  686 ff.;  —  von 
GUiciku.ng»wtirzeln  zwischen  Grenzen 
111,  416,  428;  -on  der  Komhinations- 
lekre  89  f.  [in  der  Formentheorie  368, 
in  der  analjüschen  Zahlentheorie  637, 
630,  in  der  Wahrscheinlichkeitsrech- 
nung 716  f ,  in  der  Interpolation  SOS); 
Kiirperthforie :  —  von  Körpern,  Ideal- 
und  Ringklassen,  Geacblechtern  681  ff. ; 
von  Faktoren  der  Klassengleichnng 
728;  K.  auch  Klaasenanzahl;^  einet 
Menge  69;  188  [von  Orduungiitypen 
190];  —  gewisser  Potctu/>rodHJt(e  366 ; 

—  von  iffsicn  ganzer  Funktionen  344  f.; 
-en  von  Singularitäten  von  Kurven 
a6S;400; — envonfymniü/ruKheMPunk' 
tiouen  460i-endar ^oMenfAeorie:  a)iii 
der  elementaren  657  ff.;  b)  in  der 
analytischen  [von  Darstellungen,  Tei- 
lern, Primzuhlen,  Mittelwerten,  Ge- 
schlechtern] 837  ff.;  —  von  Zeichen- 
loe^hatln  409  f. 

apantachiseh,  -e  Mengen  198. 

Apolarität,  in  Bez.  zur  bilineare»  In- 
variante 868  n.  asi,  890 f.,  cnr  Drei- 
eckageomelrie  392,  us^,  zu  eüiptittfieit 
Gebilden  898, ssi,  zu  FlätAen  891,  «i; 

—  von  Formen  a.  Formeneystemeu 
891  ff.,  in  Bez.  zur  kanonitdten  Dar- 
stellung 367  f.,  390ff.,  zur  Kummter'- 
Bchen  Konfiguration  339,106,  zu  Mannig- 
faltigkeiten priyeitiver  Büschel,  Bfln- 
del,  u.  a.  393,  9M,  zu  ratioHofon  Kurven 
391,  STT,  393  f,  zur  typischen  Fonnen- 
darstellung  360. 

Apollonisch,  -es  Problem  in  Bes.  zur 
Invariantentbeorie  387,  lu. 

aposteriorisch,  -e  Wahrscheinlichkeit 
756,  116;  769  f,  763. 

Apparat,  Rechen— e  962  f.,  fBr  Addi- 
tion 963  f,  für  Multiplikation  u.  Di- 
vision 966  f. 

Approximation,  von  Diff^erenUaiqtUf 
tienten,  in  der  Interpolation  8}1,  in 
der  Lebensversicherung  878;  —  «iner 
FaJcultät  103  u.  »l,  113;  766  u.  lU; 
931  [veraUgemeinert  IIT  f.];  —  einer 
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Funktion,  durch  eine  ganze  231,  264, 
durch  Interpolation  800  [in  der  Diffe- 
renzenrechnung 92S],  von  Fttf^cHonen 
grosser  Zahlen  749,76,  von  c*  670;  — 
Ton  GleichtmgsiDurzeln  236  f.;  406, 
433  ff.  [Newton*sche  beim  Fundamen- 
talsatz der  Algebra  237,  bei  linearen 
Gleichungen  943,  is,  beim  Radizieren 
986] ,  in  invarianter  Gestalt  399 ;  —  von 
Oliedergruppen  des  binomischen  Satzes 
766 ;  —  Yon IntegrcUen  linearer  Differen- 
tialgleichungen durch  halbkonvergente 
Reihen  146,  S77;  bestimmter  Integrale 
104,  110,  in  der  Interpolation  811,  in 
der  Differenzenrechnung  924,  930;  — 
durch  Kettehbriiche  129  f.,  136;  —  in 
der  Lebensversicherung  870  u.  46;  — 
durch  Linearformen  686 f.;  667 f.,  — 
von  Lösungen  von  Lineargleichungen 
mit  vielen  Unbekannten  448 ;  791  u.  64. 

apriorisch, -eWahrBcheinlichkeit734  f., 
760,  763. 

Äquivalenz,  Axiom  der  —  von  Zahl 
u.  Strecke  63;  236 ;  Cai«<%'Bche  -en  68, 
42 ;  162 ; — in  der  Formentheorie :  a)  arith- 
metischalgebraische [Formen,  Funk- 
tionale, Modul-  u.  Gleichungssysteme] 
296  ff. ;  b)  algebraische  [Formen,  Diffe- 
rentialformen, -Invarianten,  -Problem] 
322 ff.;  c) arithmetische  [Formen,  For- 
men-   u.    Gleichungssysteme]   683  ff.; 

—  von  zwei  Irrationellen  669,  in  der 
komplexen  Multiplikation  721 ;  —  von 
Kettenbrüchen  121, 126, 972,  von  solchen 
mit  Reihen  resp.  Produkten  133  f.,  139; 

—  in  der  Körperiheorie:  [Ideale,  alge- 
braische Formen]  683  ff. ;  —  von  Men- 
gen 188. 

Arbeits  Verteilung,  günstigste  —  792. 
Archimedisch,  -es  Postulat  203,  206, 

207;    -e    Spirale    beim    graphischen 

Rechnen  1010. 
Arcus,  einer  komplexen  GrOsse  164. 
Argument,  einer  ganzen  Fu/nktion  229, 

einer  komplexen  Grösse  164. 

A  r  i  t  h  m  e  t  i  k ,  elementare  1  ff.,  allgemeine 
49  ff. ,  der  komplexen  Grössen  173  ff., 
politische  822. 

arithmetisch,  -e  Theorie  der  alge- 
braischen Grössen  284  ff. ,  in  Bez.  zur 
Invariantentheorie  326,  346;  -es  Drei- 
eck 36;  -e  FormenOieorie  682 ff.;  -e 
Invariante  332;  -e  Theorie  der  /tya- 
tionalitäten  63 ff.;  -e  Eigenschaften  von 


KeUenbrUchen  126;  669,  663;  686  f., 
600 f.;  -es  Mittel,  von  Reihengliedem 
107,  284,  108,  287,  von  Teileranzahlen 
663,  von  Wahrscheinlichkeiten  768; 
in  der  Ausgleichungsrechnung  771  f., 
778,  783;  -e  Operationen  6,  lo,  beim 
graphischen  Rechnen  1007  f. ,  1018  f., 
bei  Rechenmaschinen  1066  f. ;  -e  Reihen : 
in  der  Differenzenrechntmg  919  f.,  927, 
der  Radien  der  archimedischen  Spirale 
bei  graphischem  Rechnen  1010,  S62,  von 
Werten  bei  Interpolation  230;  806; 
919  f.,  bei  Tafeln  812;  bei  Interpolation 
durch  periodische  Reihen  816,  820;  für 
Teilnenner  von  KettenbrOchen  136,  4i8, 
669;  der  Gewichte  bei  Kovarianten 
376;  beim  Legendre'^ch&n.  Symbol  668, 
bei  Leibrenten  878;  beim  Primzahlen' 
Satz  643;  706;  -e  Substitutionen  214,  66. 

Arithmetisierung,  der  Zahlenlehre, 
nach  Eronecker  68,  —  des  Grenzbe- 
griffes 64. 

Arithmographen,  fdr  die  4  Spezies  967. 

Art,  —  eines  Ereignisses  739;  quadra- 
tische Formen  erster,  zweiter  —  729 ; 
Eonvergenzkriterien  erster,  zweiter  — 
80  f.  [bei  komplexen  Elementen  1123], 
dritter  —  88;  Körperiheorie:  — en 
eines  Körpers  294,  Teilbarkeit  erster, 
zweiter  —  von  Modulsystemen  301; 
Mengenlehre:  Zahlen  erster,  zweiter  — 
192,  194,  desgl.  Mengen  196,  Punkte 
a**'  —  199,  66;  —  einer  Permuiation 
31 ;  Substitutionen  erster,  zweiter  —  626. 

Assoziation,  -s  (assoziatives)  Ge- 
setz: der  Addition  7,  ii,  8;  der  Multi- 
plikation 16  [bei  komplexen  Zahlen 
161,  160],  der  Potenzierung  u.  Radi- 
zierung 23, 24;  für  Mächtigkeiten  189; 
für  Substitutionen  210;  — neuer  Ele- 
mente in  der  Körpertheorie  294,  296. 

assoziiert,  -e  Formen,  temflre  quadra- 
tische 616  [ —  zu  kubischen  632];  -e 
Invarianten  u.  Systeme  solcher  327, 
346,  1S8,  allgemein  347  f.,  in  Bez.  zu 
Primformen  339,  Systeme  -er  Rezi- 
prokanten  u.  Seminvarianten  381,  388, 
primärer  Kovarianten  389;  Körper- 
theorie: -e  Funktionale  296,  S7,  einem 
Körper  -e  Formen  296;  -e  Glieder 
symmetrischer  Funktionen  461. 

Astronomie,  in  der  Wahrscheinlich- 
keitsrechnung 747 ;  Näherungswerte 
in  der  —  434;  numerische  Tafeln  für 
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Zwecke  der  —  1077,  desgl.  Diagramme 
1025. 

Asymptoten,  beim  graphischen  Rech- 
nen 1021,  SM,  1022,  S97,  desgl.  -Ebenen, 
-Zylinder  von  Flächen  1028,  406. 

asymptotisch,  -e  Darstellnng  einer 
Funktion  104,  -e  Beihen  104;  -e  Werte 
zahlentheoretischer  Funktionen  652  f., 
668  f.  [-er  Aosdnick  668].  S.  Ap- 
proximation. 

asyzygetisch,  -e  Invarianten  853, 
deren  erzeugende  Funktion  866. 

Atom,  Wert  des  letzten  -s  (final  degree 
of  Utility,  raret^  in  der  Wirtschafts- 
lehre 1102. 

atomistisch,  s.  Chemie. 

Aufeinanderlegen  (Superposition) 
zweier  Eurvenscharen  behufs  graphi- 
scher Losung  von  Gleichungen  1047, 
Ton  Ebenen  in  der  Nomographie  1051; 
superposition  des  graduations  1058,527. 

Aufheben,  bei  Brüchen  17. 

Auflösbarkeit,  Grad  der  —  einer 
Glei^ung  237;  —  einer  Gleichimg 
durch  Radikale  225,  470,  481  f.,  iCri- 
terien  226,  isi,  496  f.  [—  durch  Quadrat- 
wurzeln 470,  spezieU  kubischer  Glei- 
chungen 618];  —  gewisser  Gleichun- 
gen 6.  Grades  496,  516,  von  Gleichun- 
gen mit  kommutativer  Gruppe  506,  von 
Aberschen  506  f.;  von  Teilungs-  u. 
Transformationsgleichungen  509f.,  irre- 
duzibler  Gleichungen  616  f. ,  Sylow*- 
scher  516  f.,  temärer  diophantischer  mit 
algebraischen  Koeffizienten  698,  der 
Gleichung  für  komplexe  Multiplika- 
tion 719,  für  singulare  Moduln  781; 
Nicht  —  der  allgemeinen  Gleichungen 
5.  Grades  498,  n««»  Grades  504  f;  — 
einer  Gruppe  (groupe  r^soluble)  225 
u.iw;  —  von  Kongruenzen:  a)  algebrai- 
scher 244  f,  linearer  269,  6i;  b)  arith- 
metischer 561,  578  f,  linearer  564; 
589  f.,  quadratischer  565,  573;  624  f. 
8.  Auflösung. 

Auflösung,  von  Gleichungen:  formale 
(litterale)  bei  den  ersten  4  Graden  148; 
499  f,  invariantentheoretisch  851  u.  i69; 
—  ganzzahliger  Gleichungen:  linearer 
564,585  f ,  quadratischer  620  f.,  der  PelF- 
schen  600,  611,  629;  667  f,  spezieller 
höherer  669  f;  685  [s.  diophan- 
tisch];  graphische  —  von  Gleichun- 
gen 1011  ff.,  von  Gleichungssystemen  1 


1048  ff.,  mit  dem  Rechenschieber 
1057  f,  1066  f.,  durch  andere  Mecha- 
nismen 1067 f.,  1070 f.;  gruppenffteareU- 
mA«—  498, 496  f.;  —  {ffi€af«r  Gleichun- 
gen 268,  in  der  Ausgleichungsrechnung 
789, 791 ;  —  numerischer  Gleichungen, 
S.Approximation;  —  durch  Tafeln 
1004  f. ;  Beduktüm  aufNormalgleidmi^ 
gen,  der  Gleichung  6.  Grades  (resp.  Iko- 
saedergleichung) :  in  Bez.  zur  InTarian- 
tentheorie  826, 29, 849 ;  879,  zu  endlichen 
Gruppen  887 f.,  systematisch  688 ff.; 
JReduktion  auf  Formenprobleme:  der 
Gleichung  6.  Grades  540  f.,  von  Glei- 
chungen 6.  u.  7.  Grades  840;  544, 647  f.; 
transzendente — der  Gleichung  6.Grade8 
642;  —  von  Kongruenzen:  a)  algebrai- 
scher 244  f ,  linearer  269,  61;  b)  arith- 
metischex  578 f.,  linearer  664;  689 f.; 
quadratischer  678;  624 f.;  —  des  Wis- 
sens in  Einzelfälle  787.  S.  auch  Auf- 
lösbarkeit; —  »  Wurzd  (solutio) 
einer  Gleichung  282,  266. 

aufsteigend,  -e  Kettenbrfiche  140. 

Äugend,  Summand  als  —  8,  lo;  bei 
Ordnungstypen  190. 

Auktor,  Sunmiand  als  —  8. 

Ausartung,  -en  bin&rer  Formen,  bei 
verschwindenden  Invarianten  886  u.  ae, 
in  Bez.  zu  Polaren  der  Diskriminante 
255;  898,  zu  irrationalen  Invarianten 
858,  bei  Substitution  einseitiger  Ab- 
leitungen 370;  —  kubischer  Formen 
401,  434,  höherer  Formen  bei  ratio- 
naler Transformation  379. 

Ausdruck,  unbestimmter  —  (valeur  sin- 
guliere)  74  u.  iso;  Schwarz'scher  Diffe- 
rential —  388  u.  941;  527,  16. 

Ausgaben,  einer  Lebensversicherungs- 
gesellschafb  874,  während  einer  Zah- 
lungsperiode 904^  911. 

Ausgangsraum,  der  Modulgruppe  607. 

ausgezeichnet,  -e  Operationen  218, 
einer  Gruppe  517;  -e  Untergruppe  (d^- 
composition  propre)  219  u.  si,  der 
Gleichungsgruppe  491  f. ,  bei  Sylow*- 
schen  Gleichungen  517;  Monodromie> 
gruppe  als  -e  Untergruppe  487. 

Ausgleichung,  u.  Ausgleichungsrech- 
nung  770  u.  i,  Begründungen  771, 
776  f.;  —  direkter  Beobachtungen  782, 
785,  vermittelnder  786,  792,  bedingter 
794;  —  durch  Interpolation  (ajaste- 
ment,  adjustement,  graduation)  280; 


^ 


Aiislöscher  —  Berührung 


1135 


800;  8.  Interpolation;  —  in  der 
Lebensversicherung  869  f. 

Auslöscher,  einer  Rechenmaschine 
974. 

Ausnahmslosigkeit,  Prinzip  der  — 
in  der  Arithmetik  11. 

ausserordentlich,  -e  Beiträge  von 
Lebensversicherten  878. 

ausserwesentlich,  singpiläre  Funk- 
tionsstelle auf  dem  Eonvergenzkreise 
440. 

Ausübung,  einer  Substitution  209. 

Auswahl^in  der  Wirtschaftslehre  1 107  f. 

automorph,  -e  Formen  336 f.;  523 f.; 
-e  lineare  Transformation  quadrati- 
scher u.  bilinearer  Formen  328  f., 
arithmetisch  692,  696  [temärer  qua- 
dratischer 618  f.,  höherer  zerfallender 
682  f.] ;  -e  lineare  Transformation  eines 
Kegelschnitts  u.  einer  ebenen  Kurve 
8.  Ordnung  402,  436,  -e  eindeutige 
Transformation  einer  algebraischen 
Kurve  652. 

Axiom,  der  Äquivalenz  von  Zahl  u. 
Strecke  53 ;  286 ;  Archimedisches  —,  bei 
Grössenklassen  208,  205,  207;  -e  in 
der  Äriihmetik  nicht  nötig  3;  -e  der 
Wahrscheinlichkeitsrechnxmg  784  f.  [in 
der  Lebensversicherung  869  f.] 

Axonometrie,  bei  graphischer  Lösung 
linearer  Gleichungen  1017  u.  886. 

Azimut,  einer  komplexen  Grösse  154. 

B 

Bagenaudierspiel,  1091  f. 

Basis,  einer  AbeFschen  Gruppe  222 ;  qua- 
dratische, dreieckige  —  eines  [Kugel-] 
Haufens  668;  eines  Ideals  678;  eines 
Systems  Ä;o9}»p2ea;er  Grössen  160  f.  [deren 
Änderung  163,  Reduktion  auf  dieselbe 
176];  —  eines  Körpers  292;  678;  eines 
Invariantenkörpers  300;  346;  —  der 
Logarithmen  22  u.  26,  26;  einer  Potenz 
22;  —  eines  Einges,  Ringideals  687; 
—  einer  Sterblichkeitstafel  845. 

Bayes,  -sehe  Regel  der  Wahrschein- 
lichkeitsrechnung 760, 762  [bei  stetigen 
Variabeln  761];  in  der  Lebensver- 
sicherung 869,  7. 

bedingt,  Ausgleichung  -er  Becibaeh- 
tungen  794;  -e  Konvergenz  von  unend- 
lichen Reihen  91  f.  [von  komplexen 
1125],  von  vielfachen  99  f.,  von  Pro- 
dukten  114    [von   komplexen   1126], 


von  Kettenbrüchen  127  [-e  Divergenz 

127],   von  Determinanten  144  f.  [von 

komplexen  1121,  i]. 
Bedingung,    -en   eines    Tatbestandes 

734,  unzureichende  763 ;  -sgleichungen, 

bei  vermittelnden  Beobachtungen  792. 
befreundet,   -e  Zahlen  (numeri  ami- 

cabiles)  678. 
begleitend,    -es    System    komplexer 

Grössen  181. 
Begleitform,  einer  quadratischen  Form 

694. 
Begräbnisgeldversicherung  868. 
begrenzt,  -e  Grössenklassen  206. 
begründet,  -e  Erwartung  736. 
beigeordnet,  -e  Form  einer  Bilinear- 

form  329. 
bekannt,  rational  -e  Grössen  238;  481. 

Belegung,  zweier  Mengen,  -smenge  189. 

benachbart,  [links,  rechts]  -e  quadra- 
tische Formen  606. 

benannt,  -e  Zahl  3. 

Beobachtung,  von  Ereignissen  769, 
von  künftigen  762;  Ausgleichung,  s. 
das.;  Gewicht  einer  —  785,  Ausschei- 
dung widersprechender  -en  797 ;  -Bdiffe- 
renzen7H2;  -s/cÄter  770f.,  wahre,  durch- 
schnittiiche,  mitüere  779,  scheinbare 
779,  782,  waiirscheinliche  780;  -sreihen 
774;  'Bwerte^  ausgeglichen  783. 

Bereich,  -e  als  Giuppenbilder  222; 
—  yS  601.   Fundamental-,  s.  das. 

Bernoulli,  Dan.,  -sehe  Approximation 
einer  Gleichungswurzel  439;  -sehe 
Wertlehre  766. 

Bernoulli,  Jak.  I.,  -sehe  Funktion 
(Polynom)  679,  640,  in  der  Differenzen- 
rechnung 928;  -sches  Paradoxon  78, 
161,  -sches  Produkt  112;  -sches  Wahr- 
s^ieinlichkeitstheorem  766  f.  [Umkeh- 
rung 761],  in  der  Statistik  822  f.,  826 
u.  48;  -sehe  Zahlen,  bei  Lösung  dio- 
phantischer  Gleichungen  564,  in  Bez. 
zum  Kreiskörper  711,  zur  Wahrschein- 
lichkeitsrechnung 756,  zur  Differenzen- 
rechnung 929;  Berechnung  durch 
Rechenmaschinen  978, 184. 

Bertrand,  -sehe  Konvergenzkiitenen.  fOr 
Reihen  86,  88  [für  komplexe  1124]; 
-scher  Satz  über  mehrwertige  Funktio- 
nen 468  ;  -sches  Pnm;?aMenpostulat  218, 
46,  47;  468;  668,  8. 

Berührung,  zweier  Elemente  (contact 
de   Position,    de   r^solution)    in    der 
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Nomographie  1061  u.  6i9;  ac(jungierte 
'Bkurtfen  einer  ebenen  Karre  i.  Ord- 
nung in  Bez.  zu  irrationalen  Inyari- 
anten  S60;  -«hranafornutium  in  der 
Fl&chentheorie  384,  S46. 

betchr&nkt,  -e  SteUenbeaetMung,  bei 
Permutationen  30,  bei  Kombinationen 
33;  -e  Oleidiungssysteme  304. 

beat,  -e  Werte  von  Unbekannten  in  der 
Aasgleichungsrechnung  777,  782,  786. 

beständig,  —  divergente  Potenzreihen 
110,  SM. 

Bestandteil,  reeller,  imaginärer  — 
einer  komplexen  GrOsse  163. 

bestimmend,  einen  KOrper  -e  Zahl 
676,  einen  Unterkörper  -e  Untergruppe 
689. 

bestimmt,  -es  Integral,  s.  das.;  -e 
Summe  einer  Funktion  in  der  Diffe- 
rensenrechnung  927. 

Bestimmun^sgleichung,  9. 

Betrag,  absoluter  — >  s.  das. 

Bevölkerung,  -stheorie  839  f.,  ganze 

-en  844. 
beweglich,  -e  kotierte  Systeme  in  der 

Nomographie  1046  f. 
Bewegung,  Gruppen  Ton  -en,  217,  7i; 

endliche  Gruppen  Ton  -en  837  u.  94; 

624,  in  höheren  B&iunen  630;  Gruppe 

der    -en    einer    Lobatscheftky'schen 

Ebene   168,    eines   elliptischen  resp. 

Euklidischen     Raumes     178  f.,    181; 

stetige  —  in  einem  unstetigen  Räume 

201,  86. 

bezeichnet,  -er  Divisor  942,  7. 

beziffert,  -e  geometrische  Elemente 
1025  u.  410,  mehrfach  -e  1043  f. 

B^zout,  -sehe ^tmtno^um  246  [Cayley'- 
sche  Modifikation  246;  396],  bei  n 
Yariabeln  261;  -sehe  Multiplikatoren 
261,  272;  -scher  Saiz  (über  gemein- 
same Losungen  von  Gleichungen)  260, 
270. 

B^zontiante,  [Determinante]  246,  86; 
—  [quadratische  Form]  in  Bez.  zu  re- 
ellen Gieichungswurzeln  328,  S8;  429 
u.  S6;  in  invarianter  Gestalt  348  u.  147. 

Biegungskovarianten,  der  Fl&chen- 
theorie 386,  S47. 

Bienaym^,  -sehe  Hypothese  der  Ur- 
sachendauer 827. 

Bilanz,  einer  Versicherungsgesellschaft 
894. 

Bild,  geometrische  -er  von  Gruppen  221, 


von  Invarianten  (graphs)  366;  löget' 
rühmisthes  —  einer  Funktion  (in  der 
Graphik)  1020,  1023.  S.  anch  Abbil- 
dung. 

bilinear,  -e  Formen,  in  Bes.  tu  kom- 
plexen Grossen  168  f.,  333  [Multiplika- 
tion 169,  Einheiten,  Potenzen  170,  Ein- 
heitsform 171,  charakteristiBche  Funk- 
tion XL  Gleichung  171;  333;  698;  Geo- 
metrisches 334,  79];  Resultante  all  -e 
Form  249;  Äquivalenz,  Transfor- 
mation,s.  das. ;  -e  ganzzahlige  Forwten 
691  f.,  von  2  kogredienten  Variabeln- 
paaren  612;  -e  Jnvarümte  u.  Apolazitäi 
368;  -e  Zusammensetiung  der  Para- 
meter von  Transformationsgruppen 
177  f. 

bin&r,  -e  Formen  228,  invarianten- 
theoretisch 322 f.;  doppelt  -e  Formen 
343,  in  Bez.  zur  Gleichung  6.  Grades  S26, 
M;  641  u.  «;  -e  ganzzahlige  Formen: 
quadratische  660 f.,  699 f.;  cykloto- 
mische  629,  kubische  u.  n.  Grades  630; 
-e  symmetrische  Funktion  466;  -e  end- 
liche Gruppen  336 f.;  623 f.;  -6  Skala, 
in  der  Graphik  (ächelle  diagraphiqne, 
binaire)  1037  u.  460,  1043,  beim 
Rechenschieber  1066. 

Bin&ranalyse,  des  Baumee  3941, 
369,  S78. 

Bindung,  bei  einer  GrOssenklasse  206. 

Binomiaikoeffizienten,  36;  Tafeln 
1077. 

binomisch,  -e  Gleichungen  236,  Mi^ 
Irreduzibilität  240;  -e  Kongruenzen 
245;  563;  -er  Sats  u.  Erweiterungen 
34, 35  [für  gebrochene  Exponenten  61], 
in  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung 
755,  in  der  Differenzenrechnung  936. 

biometrisch,  -e  Funktionen  der  Sta- 
tistik 839. 

biorthogonal,  -e  Transformation  bi- 
linearer Formen  331,  66. 

bipartite,  —  numbers  640. 

Biquadrat,  Zahl  alsSumme  von -en 634. 

biquadratisch,  Auflösung  der  -en 
Gleichung  601,  invariantentheoretisch 
361,169;  Auflösung  -er  diophantischer 
Gleichungen  672;  -e Besten.  Reziprozi- 
tätsgesetz 712. 

Biquaternionen,  159,19,  180f. 

birational,  -e  Transformation  alge- 
braischer Gebilde  318;  -e  Transfor- 
mation u.  deren  endliche  Gruppen  653  f. 


bitrigonal  —  Charakter 


1137 


bitrigonal,  -e  Reste  569. 

Blätter,  einer  Biemann'schen  Fläche 
299. 

Bolzano-Weierstrass'scher  Satz  über 
Häufungsstellen  einer  Menge  185. 

Bonus,  bei  Dividendenverteilung  901. 

Borchardt,  -sehe  erzeugende  JFVttÄr^um 
für  symmetrische  Funktionen  454,  er- 
weitert 472 f.;  -sehe  Modidn  u.  ihre 
endliche  Gruppe  550,  in  invarianter 
Gestalt  340,  iis. 

Böschungsmassstab,  1036^452. 

Boss-Puzzlespiel,  1087  f. 

Brianchon,  -sches  Sechsseit,  in  Bez. 
zum  Ikosaeder  528,  21. 

Briggs,  -sehe  Logarithmentafeln 22, 25; 
985. 

Brill,  -sehe  reduzierte  Resultante  273; 
399 ;  -sehe  erweiterte  Eombinanten  391 ; 

—  Noether'sche  Theorie  der  alge- 
braischen Funktionen  314. 

Bring,  -sehe  Form  einer  Gleichung 
5.  Grades  516  u.  122;  533.  S.  auch 
Jerrard. 

Brioschi,  -sehe  Differentialgleichungen 
der  symmetrischen  Funktionen  376, 
Sil;  456. 

Brouncker,  -scher  Kettenbruch  für 
4^n  126,  377;  133,  410. 

Brüche,  von  Zahlen  19  u.  21,  Tafeln 
559, 13;  Entwickelung  in  Stammbrüche 
19,  21,  in  Partialbrüche  564,  in  Dezi- 
malbrüche [Tafeln]  565;  1003  f.;  syste- 
matische —  zur  Darstellung  von  Irratio- 
nalzahlen 54,  20,  59,  67,  97,  insbes. 
dyadische  u.  Dezimal-  59,  dyadische 

—  in  der  Mengenlehre  193,  beim  Bage- 
naudierspiel  1092 ; — von  ganzen  Fu/nk- 
turnen  228, 259,  Entwicklung  in  Partial- 
229,  232,  Prim-  242,  244,  nach  fallen- 
den Potenzen  242, 248,  257  [bei  Separa- 
tion u.  Approximation  von  Wurzeln 
430,  439,  bei  symmetrischen  Funktio- 
nen 453] ;  Funktionaldeterminanten  als 
symbolische  —  277;  definite  Formen 
als  —  von  Qimdraiswmmen  358.  S.  auch 
Dezimal-,  Ketten-,  rational. 

Brückenproblem, Euler'sche8--1089f. 
Brutto,  -Prämie  873,  -Prämienreserve 

894,  -Ein-  u.  Ausgaben  874,  -Fonds 

889  f.,  -Risiko  914,  916. 
Buchstabe,  als  Zeichen  für  Zahlen  4 

[-nrechnung  5,  8],  für   die  Elemente 

Encyklop.  d.  math.  Wissensch.    I. 


einer  Komplexion  30,  für  Substitutionen 
209. 

Budan,-  Fourier'scher  Satz  über  Glei- 
chungswurzeln 411. 

Buffon,  -sches  Nadelproblem  754. 

Büschel,  —  binärer  Formenmit  gegebe- 
ner Funktionaldeterminante,  Diskiimi- 
nante  359 ;  syzygetisches  —  von  ebenen 
Kurven  8.  Ordnung  401,  434. 

C*) 

Cantor,  G.,  s.  Menge. 

Cardanisch,  -e  Formel  für  kubische 
Gleichungen  500. 

casus,  irreducibilis  der  kubischen 
Gleichung  517 f.;  casus  fertiles  seu 
foecundi,  casus  steriles  der  Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung 735,  8. 

C  a  u  c  h  y ,  -sehe  Verwandlung  von  Brüchen 
in  Dezimalbrüche  943;  -sehe  Grenz- 
«oerteätze  74;  -sches  Integral  für  die 
Anzahl  der  in  einem  Gebiet  liegenden 
Gleichungswurzeln  418,  -sehe  kom- 
plexe Integration  in  der  Zahlentheorie 
646,  672;  -sehe  Interpolation  durch 
gebrochene  Funktionen  230,  247;  803, 
durch  allgemeine  817;  -sehe  Kon- 
gruenzen  mod.  »*  + 1»  ^®^  *2 ;  152 ;  -sehe 
Konvergenz  (und  Divergenz)Kriterien 
80  f.  [bei  komplexen  Elementen  1123  f. ; 
-scher  Doppelreihensatz  1126];  —  Ja- 
cobi'sche  Beduktion  quadratischer  For- 
men 330,  symmetrischer  Funktionen 
452  f.;  -sehe  Besiduen  in  der  Zahlen- 
theorie 640. 

Gay  ley,  —  Bdzout'sche  Elimination  246, 
251;  396,  bei  n  Variabein  262;  -scher 
Sl  Prozess  der  Invariantentheorie  325 ; 

—  Sylvester'sche  reduzierte  BestUtante 
249,  273;  —  Betti'sches  Symmetrie- 
gesetz  für  symmetrische  Funktionen 
461. 

centro,  -schiefe,  -symmetrische  Deter- 
minante 38,  39,  44. 

Chancen,  eines  Tatbestandes  735  u.  4; 
Gesetz  der  konstanten  resp.  variabeln 

—  in  der  Statistik  826  u.  is;  -Systeme 
834. 

Charakter,  -e  quadratischer  Formen 
610  [in  Bez.  zur  Klassengleichung  727], 
temärer  616  f.,  bei  n  Variabein  623;  -e 
einer  Abel* sehen  Gruppe  223;   -e  von 

*)  S.  auch  unter  K  und  Z. 

72 
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Idealen  des  KreiakOxpen  710 1 ; — einer 
BegiprokamU  881. 

characteristic,  logic  of  -s  ^  der 
Algebra)  269,  9. 

Charakterittik,  —  bei  der  Forey*- 
sohen  Reihe  660,  —  einer  quadrati- 
schen Form  697 ;  —  eines  Furnktumen- 
Systems  279;  424,  in  Bes.  xnr  Diskri- 
minantenflftche  262;  —  einer  IrraiiO' 
fktUm  667;  —  bei  LogarUhmen  986. 

charakteristisch,  -e  (quadratische) 
Form  einer  Klasse  624;  -e  FtttMon 
einer  Bilinearfonn  171;  888;  eines 
Formensystems  800,  eines  Moduls  810; 
-e  Gleidning  (latent  equation)  einer 
Bilinearform  171  n.  U;  698,  eines 
Systems  komplexer  QrSssen  172  n.  ts, 
einer  Schar  quadratischer  Formen  829, 
888,  einer  periodischen  Substitution 
628;  -e  Teuer  einer  Ghnippe  221  a.  i04. 

Chemie,  in  Bes.  snr  Inyariantensym- 
bolik  864. 

Circnlante  (Determinante)  87,  48. 

circnlating  fonctions,  prime  circn- 
lator,  in  der  Zahlentheorie  689. 

Cirknlation,  wirtschaftliche  —  1107. 

C leb  seh,  -Aronhold'sche  Invarianten- 
symbolik 861  f.,  889;  -Gordan'sche 
Beihenentwickelong  878;  -sches  Ober- 
tragangsprinzip868,  -scher  Zerlegungs- 
satz 866,  tAi. 

Clifford,  -sehe  Systeme  komplexer 
Grossen  180  f. 

coefficient,  de  divergence,  in  der 
Statistik  882. 

compositions,in  der  kombinatorischen 
Analysis  641. 

Gramer,  -sehe  BeeuUanUndarstellUing 
246;  -sehe  Reduktion  symmetrischer 
Funktionen  460. 

Grelle,  -sehe  Rechentafeln  946. 

Gremonatransformationen,  819. 

cyklisch,  -e  Funktion  470;  -e  Glei- 
chungen 490;  -e  Gruppe  (gruppo  sem- 
plice)  214  u.  64,  in  der  Gleichungs- 
theorie 490,  493,  als  endliche  bin&re 
624;  -er  Körper  689,  relativ  -er  691; 
-e  Reihe  von  Xotterienummem  760; 
-e  Substitution  (subst.  circulaire)  210 
u.  17,  der  Wurzeln  der  Kreisteilungs- 
gleichung 482. 

cykloidisch,  -e  Funktion  470. 

cyklotomisch,  -e  Funktion  629. 

Gyklus  (plur.  Gykeln),  —  Ton  Suhsti- 


tutionen  210,  in  der  Gldehnagstheorie 
482  f.;  wirtsdkafüidier  —  1107. 


Darlehn,  auf  eine  Police  898. 

darstellend,  -e  Geometrie  [auch  in 
höheren  R&umen],  beim  graphischen 
Rechnen  1016,  sss,  1017, 1028. 

Darstellung,  Algebra  ganzer  Funktio- 
nen: —  rationaler  Funktionen  dorch 
einfachere  229  f.,  242, 244 ;  — von  Beral- 
tauten  u.  Diskriminanten  246  f.,  261  f.; 
des  grOssten  gem.  Teilen  ganzer  Funk- 
tionen 269;  AriOimeUki  a)  demietUairei 
—  von  Zahlen  8,7;  b)  aÜgemeimei  -en 
von  Irrationalitäten  64, 69f.,  von  Funk- 
tionen durch  Reihen  104, 109  f.,  durch 
u.  von  Kettenbrachen  126  f.,  188;  c)  der 
komplexen  GrOssen:  geometrische  — 
166  u.  le;  286;  1009;  Ton  Trantforma- 
tionsgruppen  166 ;  Formentheorie :  a)  ab- 
gebraische:  kanonische  —  von  Formen 
827 f.,  8661,  892  f.;  —  durch  Grund- 
formen 841  f.,  assoziierte  u.  typische  — 
847  f.,  868,  symbolische  n.  graphische 
860  f. ;  invariante — von  Diskriminanten 
u.  Resultanten  249,  260,  262;  869 f.; 
b)  arithmetische:  —  von  Zahlen  ab 
Suuimen  von  Potenzen  u.  a.  668,  678, 
619  f.,  627,  684;  durch  Formen  684  f., 
von  Formen  durch  Formen  691  ff.; 
graphische  —  von  Gleichungen  1011  f., 
1020f.,  1061  f.,  1067 f.;  GruppenÜieorie: 
analytische  —  von  Substitutionen  211 ; 
-en  von  Gruppen  214,  218,  228,  226; 
Körperiheorie:  algebraische  Zahl  als 
Summe  von  4  Quadraten  696;  Zahlen- 
iheorie;  additive  —  von  Zahlen,  —  von 
Zahlen  als  Potenzsummen,  durch  For- 
men 687  ff. 

Dasein,  ungewisser  Ereig^sse  784  u.  si. 

Dauer,  Problem  der  Spiel-  (duration  of 
play)  748;  Statistik:  —  der  Ursachen 
827 ;  Lebens-,  Ehe-  886 ;  Versichenmgs- 
910, 16S. 

Deckungskapital,  in  der  Lebensver- 
sicherung 862,  897. 

Dedekind,  -sehe  Theorie  des  Irratio- 
nalen und  Schnittprinzip  66;  201,  S4, 
206;  -sehe  Theorie  der  Moduln  n. 
Ideale  807  f.,  678  f.,  688;  -sehe  Valens 
bei  Modulfnnktionen  721,  s. 

definit,  -e  Form  268,  als  Quadrat- 
summe resp.  als  Quotient  solcher  868; 
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-e  quadratische  Form  328,  87,  331,  333,  | 
Hermite'sche  341 ;  531 ;  arithmetisch  -e 
u.  in-e  binäre  quadratische  Form  697. 
deg-order,  s.  Gradordnung, 
dekadisch,  -e  Zahlensysteme  u.  ver- 
wandte 567 ;  941  u.  2. 
Dekompositionssysteme,  bei  linea- 
ren Substitutionen  377. 
Dekremententafel  y.  Lebenden  860,8. 
Delisch,   -es  Problem,  gruppentheore- 
tisch 618,  mechanisch  1067,691. 
Denumerant,  in  der  kombinatorischen 

Analysis  639. 
D^rangement,  einer  Restreihe  667. 
Derivierte,  numerische  —  einer  zah- 
lentheoretischen Funktion  650.  S.  Ab  - 
leitung. 
Desargues,  -sehe  Konfiguration  in  Bez. 

zur  Gleichung  6.  Grades  369,812. 
Descartes,  -sehe  Zeichenregel  für  die 
Wurzeln  einer  Gleichung  410,  bei  Rei- 
hen 413.    S.  Eartesisch,  Koordi- 
naten. 
Determinante,      Grundeigen  schafben 
(Entwickelung,  Zerlegung,  Komposi- 
tion, Rang)  36  ff,  unendlicher  46;  141  f. 
[bei  komplexen  Elementen  1121,  i]; 
Algebra  ganzer  Funktionen:  —  =  Dis- 
kriminante  251,  lu;  276, 70;  322, 8;  Re- 
sultanten  u.    Diskriminanten    als    -n 
246,  261,  274;   Verschwinden  der  -n 
einer  Matrix  304;  Auflösung  linearer 
Gleichungen  durch  -n  268  f.  [unend- 
lich vieler  141] ;  Ärühmetik :  Näherungs- 
brüche von  Kettenbrüchen  als  -n  44; 
123,142,446;  -n  in  der  Ausgleichungs- 
rechnimg  791;  Formentheorie:  a)  cdge- 
braische:  Inyarianz  der  Substitutions- 
322,  des  Produktes  von  -n  323,  von  -n 
höheren  Ranges  u.  Matrices  324,  17, 
von  symbolischen  -n  360 f.;  b)  arithme- 
tische: —  einer  Substitution  683,  einer 
Bilinearform  592,  612,  einer  binären 
quadratischen  Form  699  f.  [einer  bili- 
nearen   612],    bei   fi  Yariabeln   623; 
Formen  gegebener  — ,  s.  Klasse;  — 
einer  Gruppe  226;  Nomographie:  eine 
Funktion  F{x,y,z)  als  —  \a(x),b(y\ 
c{z)\  1034,  1039,471.    Hesse'sche  — , 
Funktional-,  Ja  CO bi* sehe — ,  s.das. 
determinierend,  -e  Form  einer  bili- 
nearen Form  612;  -e  Zahlen  einer  qua- 
dratischen Form  626. 
Dezimal,-  Brüche  u.  [-Komma]  21  u.  24 


[-Punkt  986, 224];  Multiplikation  941,8; 
praktisches  Rechnen  979;  unendliche 
52,  64,  periodische  69;  566;  943,  Ver- 
wandlung von  Brüchen  in  solche  666, 
943,  Tafeln  665;  1003;  -Bruchgrenee 
57;  -Tet/ttw^  bei  Winkeln  987,  der  Pro- 
portionalteile in  Logarithmentafeln 
1002. 

Diagonal,  -en  einer  Determinante  37, 
Haupt-e  einer  unendlichen  141  f.; 
-en  einer  Doppelreihe^^ '^  -Fläche  S.Ord- 
nung  in  Bez.  zur  Gleichung  5.  Grades 
541,70;  'System  (-Matrix)  683. 

dialytisch,  -e  Elimination  246,  262. 

diatomisch,  -e  Reihen  (Zahlen theorie) 
676. 

dicht,  überall  -e,  in  sich  -e  Mengen  196. 

Dichtigkeit,  der  Primzahlen  667,  von 
Primidealen  686;  -amass  einer  quadra- 
tischen Form  618,  s.  Mass. 

Dieder,  u.  -Grruppe  624  u.  7. 

D  i  f  f  e  r  e  n  t  e ,  einer  algebraischen  Körper- 
zahl 289;  677,  eines  Körpers  681. 

Differentialausdruck,  dessen  Trans- 
formation 385  u.  349;  Schwarz*scher  — 
383  u.  841;  627,16. 

Differentialform,  Äquivalenz  323,  9, 
333;  -en  der  Flächenthearie  383  f. 

Differentialgleichung,  lineare  -en: 
Integration  durch  unendliche  Determi- 
nanten 142;  algebraische  Integrierbar- 
keit  bei  -en  der  2.  Ordnung  336  f. ;  624, 
627,  höherer  Ordnung  630 f.;  inva- 
riante Normierung  369,  Differential- 
invarianten 380, 826,  383 ;  lineare  par- 
tielle -en  für  invariante  Bildungen:  für 
Invarianten  326,  335  u.  83,  84,  367,  sy- 
stematisch 375  f.,  in  Bez.  zu  Evektanten 
866 f.,  binäi-er  Formen  363  [bez.  der 
Wurzeln  376],  als  Grundlage  der  Sym- 
bolik 364,  Rekursionsgesetz  bei  höhe- 
ren Formen  362,  228,  -en  für  Produkte 
identischer  Kovarianten  366,  für  In- 
varianten bei  einseitigen  Ableitungen 
370,  bei  rationaler  Transformation  378, 
380,  für  Polaren  367,  403,  für  Kombi- 
nanten  390,  für  Leitglieder  349,  886, 
fOr  Seminvarianten  387 f.;  467,  furRe- 
ziprokanten  381,  für  symmetrische 
Funktionen  376,811,  378,  819;  466  [für 
nichtunitäre,  ultrabinäre  etc.  469],  für 
hyperelliptische  O's,  invariantiv  397, 
für  Diskriminanten  262,  397,  für  Re- 
sultanten  248;  397,   bei  n  Variabein 
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273;  partidle  -en  alsSIriterinm  der  Dar- 
Btellung  F(x,y, t)  —  \a{x\ h(if),e(z)  \ 

1032  U.  440. 

Differentialinyariante,  projektive, 
in  Bez.  zur  Formentheorie  870,  sss, 
380,  826,  zu  linearen  Differentialglei- 
chongen  380  f.,  383. 

Differentialoperator,  -en  fOr  Rezi- 
prokanten  381  f.,  fOr  Seminyarianten 
383,  M7,  388.  S.  Differentialglei- 
chung, Differentialprozess. 

Differentialparameter,  derFlftchen- 
theorie  383  f. 

Differentialprozesse,  fOr  tymme- 
trische  Funktionen  466 f.,  mehrerer 
Grössenreihen  268,6;  478;  invariante 
—  325,  17,  345  u.  140, 347  f.,  367, 361  f., 
366  ff. 

Differentialquotient,i.  Ableitung. 

Differentialresolvente,  542,76. 

Differentiation,  in  der  Invarianten- 
theofie:  Prinzip  der  gegenseitigen  — , 
371,  390;  —  von  Invarianten  nach 
Koc^ffizienten  376,386;  methanise^  —^ 
in  der  Ausgleichungsrechnung  811, 873, 

Differenzen,  der  elementaren  Arüh- 
metik  9;  —  von  BedbaeMungen  782;  — 
von  FimkUonm91^^9^1  [mitBechenma- 
schinen  berechnet  977  f.],  ganzer  230  f., 
beim  Interpolieren  806,  812;  920,  bei 
Tafeln  812  [von  Logarithmen  812, 
924;  987];  -Gleichungen  232;  931  f.« 
in  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung 
742  f. ;  lineare  in  Bez.  zu  Eettenbrüchen 
124;  —  Gleichung  einer  algebraischen 
Gleichung  408;  -Produkt,  in  Bez.  zu 
Determinanten  86,  zur  Absonderung  bei 
numerischen  Gleichungen  467;  symme- 
trische Funktionen  von  —  von  Glei- 
chnngBwurzeln  361,  288;  466;  -Bech- 
nung,  systematisch  919  ff. 

Dimension,  eines  Formenproblems  543; 
einer  ganzen  Funktion  266;  Geometrie 
höherer  -en  bei  graphischer  Lösung 
linearer  Gleichungen  1016,883, 1017,885, 
887;  in  der  Invariantentheorie  392  f., 
403;  in  der  Mengenlehre  187  xl  16;  -en 
der  Wurzeln  von  Gleichungssystemen 
267,  von  linearen  270;  -en  bei  einem 
Wahrscheihlichkeitsurteü  786,12. 

diophantisch,  Auflösung  linearer  -er 
Gleichungen  663  f. ;  686  f.  [bei  Bedu- 
zibilität  ganzer  Funktionen  239],  qua- 
dratischer 569  f.;  620  f.  [der  Pell'schen 


600 f.];  spezieller  höherer  571  f.,  ter- 
nftrer  -er  Gleichungen  mit  algebra- 
ischen Koeffizienten  696;  -e  lineare 
Gleichungen  der  InvariantenAeoriez 
bei  endUchen  Gruppen  339,  beinoi 
Endlichkeitsproblem  341,  343,  in  der 
abzählenden  Bichtung  356;  639,  641. 
S.  Auflösung. 

direkt,  Ausgleichung -er £eo5adb<Mfi^ef6 
782,  785;  -e  Opentionen  der  Arith- 
metik 8,  u;  -es  Produkt  von  zwei 
Gruppen  219. 

Dirichlet,  -sehe  quadratische  Fortßen 
611;  648;  -sehe  GrenggJeiehung  646; 
-sehe  Methoden  in  der  analytischen 
Zahlentheorie  642  f. ;  -sehe  BedukHon 
temftrer  quadratischer  Formen  615; 
-sehe  Beihen  95;  632,  642  f.;  -sehe 
Transf(>rmaU(m8gleich%mg  655. 

Disjunktion,  von  iWen  736 f. 

disjunktiv,  -e DoppdkrOerien  fdocKon- 
vergenz  u.  Divergenz  von  Beihen  82, 
84  [von  komplexen  1123];  -e  Urteile 
der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  736, 
741. 

diskontiert,  -e  Zahl  der  Lebenden 
eines  Alters  876. 

diskontinuierlich,  endliche -e  Gruppe 
218. 

diskret,  endliche  -e  Gruppe  218. 

Diskriminante,  J.2^e2»m:  —  einer  gan- 
zen Funktion  (Gleichung)  251,  276, 
in  Bez.  zu  deren  Gruppe  486,  der  Glei- 
chung 5.  Grades  635  f. ;  Verschwinden 
der  —  251f.;  418;  —  =  ±  1,  635;  681; 
—  eines  Gleichungssystems  274;  Teil- 
barkeit durch  -n  250;  348, 897  f.;  Diffe- 
rentialgleichungen der  —  252;  397; 
Invariantentheorie:  —  als  Invariante 
322f.;  Teilbarkeit  der  -n  von  Kova- 
rianten  250;  848,  der  -n  von  Funk- 
tionaldeterminanten und  Resultanten 
398;  Formen  gegebener  —  359  n.  218; 
-n  invariant  dargestellt  252;  395  f., 
402,  486;  —  in  der  Kurvengeometrie 
250,  252 f.;  897  f.;  Kärpert^orie:  — 
einer  Eörpergrösse  289;  677,  eines 
Systems  solcher  289,  293,  eines  Kör- 
pers [einer  Gattung]  293;  680,  von 
dessen  Fundamentalgleichung  299 ;  681, 
eines  zusammengesetzten,  insbes.  eines 
Gkdois'schen  Körpers  691;  eines  Modul- 
systems, einer  Mannigfaltigkeit  1.  Stufe 
305  u.  88,  eines  Ringes  687,  eines  Mo- 
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dols  688;  —  binärer  quadratisoher 
Formen  in  derkomplexenMuUiplikaMon 
720,  Stamm-n  723;  -nfläche  (—nman- 
nigfaltigkeit)  in  Bez.  zu  Ausartungen 
252,  806;  358,  801,  398,419;  418;  -^form 
einer  Gattung  293;  Sub —  397,406. 

Dispersion,  in  der  Statistik  829,  nor- 
male, über-  u.  untemormale  830;  in  der 
Lebensversicherung  862. 

Distributions-  (distributives)  Ge- 
setz, der  Multiplikation  7,  ii,  14,  von 
komplexen  Grössen  151, 160,  von  Mäch- 
tigkeiten 189 ;  der  Potenziertmg  u.  Ba- 
diziertmg  23  f. 

divergence,  coefficient  de  — ,  in  der 
Statistik  832. 

divergent, -e  Zahlenfolgen  68, 71  [kom- 
plexe 1122];  -e  halbkonvergente  Reihen 
103;  Summe  einer  -en  Beihe  105;  -e 
Potenzreihen  108;  Transformation  u. 
Summation  -er  Iteihen  109,  892.  S. 
Divergenz. 

Divergenz,  von  Reihen  77  [von  kom- 
plexen 1122  f.],  von  Doppelreihen  98 
[von  komplexen  1123],  eines  Integrals 
u.  einer  Reihe  82;  schwächere,  stärkere 

—  84,  keine  Schranke  der  —  91,  Abel*- 
scher  Satz  85,  iso;  Mass  der  —  85,  isi; 

—  unendlicher  I^odukte  113  f.  [kom- 
plexer 1126],  Kettenbrüche  126 f.,  128f. 
[bedingte  127],  komplexer  1127;  -Ge- 
biet von  Potenzreihen  108.  S.  diver. 
gentb    ' 

Dividend,  16;  -en  einer  Versicherung 
901  f. 

Division,  elementare  16 f.;  Anzahl  der 
-en  beim  Euklidischen  Algorithmus  559 ; 
936;  praktische  Methoden  940  f.  [-s- 
tafeln  949  f.,  Apparate  955 ;  —  mit  dem 
Rechenschieber  1055 f.;  abgekürzte  — 
983];  —  komplexer  Grössen  156,  161; 
von  Zahlen  mit  unendlich  vielen  Ein- 
heiten 205,  107;  in  Bez.  zu  Modul- 
systemen  2.  Stufe  315;  asymptotische 
Behandlung  667;  -sverfahren  beim 
Euklidischen  Algorithmus,  s.  Algo- 
rithmu8,EuklidiBch;Lambert'8ches 
'Sverf (ihren  bei  tgo;  etc.  136 f.;  699. 

Divisor,  elementar  16;  General-  18;  be- 
zeichneter —  942,  7;  -entafeln  565; 
951;  Körpertheorie:  -ensystem  280,  ei- 
ner Gattung  293;  —  eines  Körpers  285. 

Dodekaeder,  u.  -Form,  in  Bez.  zu  end- 


lichen Gruppen  337;  526;  Hamilton*- 
sches  -spiel  1090. 

Dominante,  bei  der  Interpolation  818. 

Dominospiel,  1093. 

Doppel,  'Ebene  u.  -Kegel^  in  Bez.  zu  bi- 
rationaler Kurventransformation  554; 
'Integral  1 .  Gattung  auf  Flächen  317, 96 ; 
-Koten  in  derNomographie  (points  dou- 
blementisopl^thes)  1043, 1044,490;  -£rt- 
terien,  s.  disjunktiv;  -logarithmischer 
Rechenschieber  1064,  {»so;  -Modul  einer 
algebraischen  Kongruenz  244,  arith- 
metisch 574;  -Punkt  als  Divisionszei- 
chen 16 ;  -Punkte  rationaler  Kurven  316 ; 
-Reihen :  Grenzwerte  solcher  76 ;  unend- 
liche 97  f.  [komplexe  1126],  Eisenstein*- 
sche  99, 250 ;  —  Reihen  als  einfache  Rei- 
hen 186, 10;  -Tangenten  d.  ebenen  Kurve 
4.  Ordnung  in  Bez.  zu  Resolventen  7. 
u.  8.  Ordnung  340,  io7,  Gleichung  der 
ersteren519;  -^mmetmc^  Funktionen 
479;  -Verhältnis  als  Invariante  323 
auf  der  Kugel  337,  98,  mit  Realitäts- 
kriterien 400 ;  -Wurzel  einer  Gleichung 
232,  251,  bei  n  Yariabeln  258,  275. 

Drehung,  eines  Euklidischen  resp.Nicht- 
euklidischen  Baumes  um  einen  Punkt, 
in  Bez.  zu  Quatemionen  178,  183,  zu 
bilinearen  Formen  334,  79;  endliche 
Gruppen  von  -en  regtOärer  Körper  337 ; 
524;  —  von  Skalen  (abaque  ä  pivote- 
ment)  1042, 481 ;  -en  bei  Spielen:  beim 
Achtdamenproblem  1083,  beim  Iko- 
saederspiel  1090. 

Dreieck,  der  Binomialkoefßzienten  85; 
-invariant  bei  der  monomialen  Gruppe 
339,106;  rationale  -e  570;  -ageometrie 
in  Bez.  zur  Invariantentheorie  393, 888^ ; 
Farey*sche  -snetze  der  Zahlentheorie 
560;  -szahlen  558;  619,  Tafeln  947. 

dreieckig,  -e  Basis  eines  (Kugel)Hau- 
fens  558. 

dreigliedrig  (trinomisch),  angenäherte 
Auflösung  -er  numerischer  Gleichun- 
gen 440,  446, 41,  graphisch  1005,  1029, 
1038,  1041,  1049,  1065,  686;  Tafehi 
1004  f. 

Dreiteilung,  der  hyperelliptischen 
Funktionen  1.  Ordnung  und  ihre  end- 
liche Gruppe  340,118;  551. 

Dualität,  in  Bez.  z\a  Invariantentheorie 
323,  326,  bei  Konnexen  373,  bei  Zwi- 
schenvariabeln  374;  —  bei  der  Methode 
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der  fivditnMe»  Ptttikie  (Nomographie) ' 

1098. 
DnplikBtion,  einer  Klute  binärerqoa- 

dntüolieT  Fortnen  609. 
dnrchBohnittlich,  -er  FMer  778,  at«- 

tisÜBcber  Qnotieiiteii  88Sj  -ei  Sieito 

768,beideTLeben8Tersioheruii9e06,iK>, 

909f. 
djaditob,    -e  BrütJie  fOi  Imtionali- 

ttten  S9  n.  ie,  in  der  Hengenlehre  198; 

-ei  Zahkiuj/ilen  beim  Bagenandier- 

■piel  10». 
Djnamik,  der  WiitocbaßsUbre  1119. 


t,  ala  Greiuwett  78,  alt  BauB  der  natOr- 
licben  Logaritbineu  78;  IM;  998  n. 
iTi;  Imtioiutlitftt  von  e  nnd  e"  60 f.; 
069iTranMendeiicToiieS70f.;  Ketten- 
brncb  Ot  f  —  1/««+  1  186;  669.  8. 
aach  Exponentialfonktion. 

Ebene,  Bewegangen  einer — ,  i.  das,; 
Doppel-,  B.  du.;  feMer  in  der  —  796; 
ffowsf'Bche  —  ^B  TrSger  der  kom- 
plexen OrOeaen  ISSf,  beim  Fonda- ' 
mentaleati  der  Algebra  886,  in  der 
Graphik  1009. 

eobt,  -er  Bmoh  90. 

Eck,  Zahl  ali  Snmme  von  M-e-Zablen 
(Feimat'Bolier  8ati)  619. 

oigentHoh,  -e  AhnUMeitelraneforma- 
Nmw»  des  R^  in  Be>.  an  Qaelemionen 
179;  -e  D.  un-e  Aquimüeiu  qoadrati- 
icher  Formen  696;  -e  n.  un-O  Dar- 
ateUung  einer  Bilinearform  durch  eine 
andere  691,  einer  Zahl  durch  ein  qua- 
dratieches  FormensjBtem  696;  -e  Di- 
vtrgettt:  von  Zahlenfolgen  68,  71  [von 
komplexen  1132],  von  Reihen  77  [von 
kompleien  llSSf.],  von  Kettenbrüchen 
li7  [von  komplexen  1137];  -e  [binäre] 
qnudratiBche  u.  bilineare  forme»  613; 
-e  n.  un-e  primitive  Formen  2.  Oradee 
696,  bin&re  nf  Oradee  680;  -e  Teiler 
einerOfiij)p«  (d^compoiition  propre)  8 1 S 
D.  81 ;  —  ler&IIende  Omppe  919,  ii;  -e  u. 
nn-e  Lösmtgen  linearer  Eongrnenten 
689,  der  Pell'achen  Gleichung  601,  quEi- 
dratiBcher  diophantischer  Gleichungen 
631;-eB{od.kategorematischea)  ünend- 
Itch(infinitnmactQ)  66  n.  loi,  der  Funk- 
tionentheorie 69  u.  10»;  —  unendlidie 
Zahlen  69 ;  —  anendlich  kleine  QrOeaen 
70  D.  III. 


eindeutig,  -e  Funktion,  Trana- 
formation,  Zerlegung,  Znord- 
nnng,  b.  du.,  sowie  einwertig. 

Einer,  S. 

Qinfaoh,-e.Sr«^ÜM789;  -eOleidmng 
a.  Gnjtpe  49in.ii;  -a  Abel'sche  Olei- 
cbnng  606;  -e  (Trappe  (granpe  indä- 
compoBable,  gr.  de  permntation>  in- 
Bäparablea,  simple,  gmppo  primo,  non- 
modolar  group)  819  a.  w,  SU  n.  in; 
-e  Transformationagruppe  in  Bes.  m 
komplexen  GrOuen  188;  -e  Ketten- 
bmcAe  136;  -e  Komergetu  von  Beihen 
9i;  -«  geordnete  Hingen  190;  -e  JTo- 
Aätj/gteme  S06,  9.  Stufe  Sie. 

einförmig,  -e  qymmetnBdie  Fnnklioat 
161. 

Kingang,  Prodaktentafeln  mit  «in* 
flachem  —  9*7  C,  mit  doppeltem  944  f. 

eingesohaltet,  -e  NOltamngibribAt 
von  Kettenbrflohen  (fraotioni  intei- 
m^aire«)  196,  Bio;  ~6  Werte  beim  In- 
terpolieren 800  f. 

Einheit,  Aritkwietik:  I,  8;  -setrecke  M; 
Zahlen  mit  anendlich  vielen  -en  XOif.; 
-enkompleieTOr6aBenl60[reeUeajma- 
ginBjre—  16S],beiB7Btemea  loloberieo, 
in  Bes.  la  HodolBjBtemen  S07 ;  Sjsteme 
mit  8,  8, 1  -en  166f ,  mit  n'  168f.,  bei 
Bilinearformen  170  [-sform,  -Bmatriz 
17la.tl]i  -en  gegeben  181;  fbmen- 
(Aeone:  -enprodukte  der  estanaiven  Al- 
gebra 366;  -wubstitution  8!S,  t,  886, 
871;  688;  -en  eines  Bereiche!  V7>  «Ol ; 
-en  einer  Grttppe  318;  Kürpniheone: 
-en  eiaea  (Zahl)EOrperB  689  [Qmnd-en 
fl88];-Bform396}68S;  -en  eines BingeB 
687,  -en  von  EreiskOrpem  700f.; 
-swurzeln  von  EreiBkCrpera  fi07;  700, 
primitive  608;  A^junktion  von  -swnr- 
sein  bei  der  ElasBengleiehnng  738. 

einmalig,  -e  Prfimie  der  Lebeniver- 
Biehemng  863,  bei  Leibrenten  876,  bei 
TodeBfollversicherung  8T9f. 
Einnahme,  einer  LebensverBiehamngs- 
geBellsch^  874,   in   einer  Zahlnngs- 
periode  904,  911. 
einpaarig,  -a  Eomposition  binärer  qua- 
dratischer Formen  SOS, 
Eins,  elementar  9,   bei  höheren  kom- 
plexen QrOsien  168;  s.  Einheit. 
Einsetsang,  einea  Ordnungstjpaa  in 
einen  widern  191. 

Einsiedlerspiel,  1086  f. 
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Eintreffen,  eines  nngewissen  Ereig- 
nisses 784  u.  9,  mehrerer  789. 

eintypig,  -e  symmetrische  Funktion 
460,  bei  mehreren  Grössenreihen  471, 
kanonisch  479. 

einwertig,  -e  Funktion  auf  einer 
Kiemann' sehen  Fläche  297 ;  —  =  sym- 
metrisch, s.  das. 

Eisenstein,  -sehe  Reihen  u.  Produkte 
61,  Doppelreihen  99,  sso,  vielfache  100. 

elektrisch,  -e  Bechenmaschine  972; 
Berechnung  -er  Leitungsnetze  1071,609; 
-e,  -chemische,  -magnetische  Lösung 
Ton  Gleichungen  1078  u.  eis. 

elementar,  -es  Ereignis  761;  -e  Scha- 
ren von  bilinearen  Formen  381;  -e 
Polaroperationen  867. 

Elementar,  -Fehler  778;  -Funktion 
[mehrwertige]  469,  471 ;  Abersches  -In- 
tegral f^.G&ttung  297;  -Kovariante^lS; 
-Konnex  874;  -Teiler  der  Gattungs- 
diskriminante  299 ;  -Teiler  als  Invarian- 
ten 381,  in  Bez.  zu  automorphen  For- 
men 841;  eines  Systems  (Matrix)  688, 
bei  der  Äquivalenz  bilinearer  Formen 
381 ;  691  f.,  höherer  841. 

elementarsymmetrisch,  -e  Funk- 
tionen 460  [in  Bez.  zur  Eörpertheorie 
290,  zur  Apolarität  894],  symmetrische 
Funktionen  ausgedrückt  durch  -e  466 ; 
-e  Funktionen  bei  mehreren  Grössen- 
reihen 471  f.,  Relationen  476  f. 

Elemente,  Crruppentheorie:  —  einer 
Substitution  211,   einer  Gruppe  218; 

—  der  Kombinatorik  29,  einer  Deter- 
minante 87;  Körperiheorie:  —  eines 
Rationalitätsbereiches  288,  268;  286; 
676,  eines  Körpers  288 ;  —  von  Mengen 
190  [niederstes  191],  von  Grössen- 
klassen  206. 

Elferprobe,  1074. 

Eliminante,  246,  so,  bei  n  Variabeln 
261  f.;  Gesamt-  u.  Teil-n,  Grad  264; 

—  u.  Resultante  272. 
Elimination,  einer  Variabeln  246  f., 

von  n  260 f.,  spezielle  Probleme  270; 

—  zur  Bestimmung  der  Stufenzahl  802, 
beim  Äquivalenzproblem  der  Invarian- 
ten 886  f. ;  successive  —  mehrerer  Va- 
riabeln in  der  Ausgleichungsrechnnng 
789  f.,  bei  der  Interpolation  818,  beim 
graphischen  Rechnen  1018  f.  [bei  der 
Methode  der  fiuchtrechten  Punkte 
1042] ;  gleichzeitige  —  mehrerer  Varia- 


beln 261,  in  der  Formentheorie  882, 
beim  graphischen  Rechnen  1016,  sss. 

elliptisch,  -e  FuiMionen:  unendliche 
Produkte  117;  -e  Funktionen  in  Bez. 
zu  irrationalen  Invarianten  861,  169, 
860 ;  Elassenkörper  296 ;  -e  Funktionen 
bei  der  PelFschen  Gleichung  602,  bei 
Klassenanzahlen  608,  bei  Gauss'schen 
Summen  646;  Transformation^  8.  Ord- 
nung 401,  434;  7.  Ordnung  u.  endliche 
Gruppen  889;  629,  644;  n.  Ordnung 
609 f.,  646 f.,  Modulargleichung  216; 
688;  726,  formentheoretisch  826,  29, 
879 ;  Auflösung  der  Gleichung  6.  Grades 
durch  -eTransformationsgrössen  642  f. ; 
-e  Moduln  u.  Modulfunktionen  721  f., 
729,  Multiplikation  u.  Teilung  609  f., 
718  f.,  729  [Invariante  721],  Multipli- 
katorgleichung 727,  formentheoretisch 
868,  805;  lemniskatische  Funk- 
tionen, s.  das.;  -e  Gebilde,  in  Bez. 
zur  Apolarität  898,  884;  -e  Integrale 
1.  Gattxmg,  typisch  normiert  847,  860; 
-e  Normalkurven  u.  endliche  Ghnippen 
841;  646  f.;  Bewegungen  eines  -en 
Baumes  in  Bez.  zu  Quatemionen  178. 

Empfindung,  Gesetz  der  -en  1112. 

Encke,  -sehe  Bezeichnungen  bei  der 
Interpolation  807. 

Endgleichung,  der  Elimination  261. 

endlich,  Algebra  ganzer  Funktionen: 
-e  Lösungen  linearer  Gleichungen  269 ; 
-e  Anzahl  von  Versuchen  bei  Redu- 
zibilität  einer  ganzen  Funktion  289, 
rationaler  Operationen  bei  Separation 
von  Wurzeln  408,  bei  Lösung  einer 
Gleichung  unzureichend  234;  Arith- 
metik: -e  Zahlen  u.  Mengen  69;  188 
u.  28;  —  veränderliche  Anzahl  von 
Reihengliedem  97;  -e  kontinuierliche 
Gruppen  in  Bez.  zu  komplexen  Grössen 
167;  Invariantentheorie:  -e  Systeme 
(Endlichkeit)  von  Invarianten,  Syzy- 
gien  etc.  812  f. ,  systematisch  841  f., 
orthogonaler  846,  i4i,  von  Eombinanten 
891,  Reziprokanten  881  f.,  von  Diffe- 
rentialinvarianten linearer  Differen- 
tialgleichungen 888,  von  arithmetischen 
Formenklassen  869;  688;  -e  hyper- 
geometrische Differentialgleichung  in- 
variantiv  870;  -e  lineare  Gruppen  u. 
deren  -e  Invariantensysteme  886 f.,  846, 
188;  648,76;  Berechnung  der  Variabeln 
aus  den  Gruppeninvarianten  (Formen« 
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Endtioh  - 


Problem)  SSO,  tis ;  61S  f.  [b«i  der  Iko- 
aBBdergleichung,  biair  687,  u,  teniAr 
&U  f.,  bei  Ol^chnngen  d.  a.  7.  Grades, 
teni&r  usf.,  qaateniar  OATf.,  bei 
Oleichongen  »*"  Qrodea  U9];  -e  bi- 
nBze  Orappen  SS7f.;  MSl,  tomBra 
889 f.;  6S8,  qiutemftre  S40;  UTf.,  quA- 
ten&re  n.  qniuSze  in  Bet.  »i  ttjper- 
eUiptboheu  Fnuklioneti  Ulf.;  -e  Be- 
ireguiiffsgiiippenSST,  u;(>SO{  -eKolli- 
nefttiomgrnppen  der  elliptiaolieii  Nor- 
malkuTven  Sil ;  646  f. ,  der  elliptitchen 
TruufarmatioDatbeorie  G46  £  t  -e  Orap- 
pen eindeatigei  aotonuirphei  Knr- 
*eiitiaiuformationen  bbi,  birationaler 
US  f. ; -e  diekiete  ffngym  80»  ff.,  U8 ; 
698,  periodiacber  Sabelitationen  688; 
JTAiwrtAeorü: -e  EOrper  886; -e  Anzahl 
Ton  Opentiooen  bei  Definitionen  886, 
Uj  -e  KOrperintc^pmle  800;  -e  Beat- 
«jateme  reinet  Modnlejitome  BOT;  -e 
Moduln  SOS;  ZoMiiuneiisettnDg  der 
LOenngen  linearer  Gleichangt^teme 
ant  einer  -en  Ansahl  686,  in  der 
FormentheorieSlO;  848;  -eKlaisen- 
aniablen,  i.  daa. 


entgegengeeetst,  -e  binftre  qnadra- 
tiicbe  Formen  606. 

Enthalteneein,  eine*  KOrpert  in  einem 
andern  886,  b,  deagl.  eines  Sjatems 
(Matrix)  nnter  einem  andern  688,  einer 
Bilinearfotm  unter  einer  andern  691. 

Entstammen,  einea  Oattnogsbereiches 
388. 

Entwickelung,  von  GrOsBen  in  De- 
zimalbrflcbe, Reihen,  Prodokte, 
Eettenbrflche,  s.  daa.;  ~  kombi- 
natoriacher  Produkte  88,  TOn  Det«r- 
minanten  89,  von  unendlichen  141  f. 

ännmeratrice,  fonction  —  (inder  ana- 
Iftiachen  Zablentheorie)  643,  lo,  66!. 

Eratoatbenea,  Sieb  (ciibrum)  dea  ~ 
61S. 

Ereignis,  angewiftaea,  784  n.  i,  aufäl- 
ligea  736,  764,  Uraacben  736  u.i,  Ar- 
ten 780;  Eintreffen,  zuaammengeaetzte, 
einfache,  abhängige  -ae  739,  Wieder- 
holung 710,  Wabracheinlicbkeit  künf- 
tiger-ae  763  [in  der  Lebenaveriicbening 
868],  Anordnung  768. 

Erfahrung,   -awahrscheinlichkeit  766, 


111;  nttfwHj  y^f ^j  fniiHnwff  der  -*  tnit  dem 
Oaaas'aeben  Fehlergeseti  774. 

SrffiUungaieit,  in  der  Statistik  841. 

Srgfcniung,  einer  Matiii  >u  einer  De- 
terminante S86;  Snbtrahieren  dnr^ — 
840,1;  negative  -en  tob  Ziffern  bei 
MnltiplikatiMi  944;  dekodiwhe  — 
(complementnm)  eine*  LogariUunna 
986  D.  m;  -nätie  tum  qaadratisclien 
BeiiproEitBtBgeaeti  666;  697. 

BrichOpfang,  der  Nununem  einer 
Ziehungneihe  761. 

Eraetsnng,  angenäherte  —  von  QrOe- 
■en  D.  Funktionen  durch  andere,  ■. 
Approximation. 

Erwartung,  einea  Ereignisaea  784,786, 
it,  begritndete,  vemflnitige  786  n.  u, 
einer  gronen  Äniahl  von  Ereignisaen 
766, 768,matbeniatiacbe  —  (mathema- 
tical  expectation)  764  u.  lu,  in  der 
Statistik  886,  in  der  Lebenavemcbe- 
mng  889;  Tachebjscheff 'acher  Satx 
7U;  moralisdie  —  766. 

erweitert,  -e  Eonvergenikriterien  fBr 
Beihen  88;  -ea  Fonnens^atem  848. 
B.  Erweiterung. 

Erweiternng,  dea  Zahlbegriffee  llj 
eine*  Bationalitätabereicbe*  988,  868; 
886:  688, 6SB;  einea  Gattungabereiche* 
896;  —  der  projektiven  Gruppe  880  f., 
bin&rer  endlicher  linearer  Gruppen  696, 
in  höheren  Rftumen  680,  639. 

erseugend,  -eFunttüm:  für  invariant« 
Bildungen:  bin&re  Invarianten  868  f., 
[rohe  (crude),  reduzierte,  repräsentie- 
rende 864,  reale  866],  teni&re  864,  ISl; 
Sjzjgien  365 ,  Seminvarianten  866, 
Kombinanten  878  n.  sn,  OSt,  Parti- 
tionen 641,  s^mmetriache  Funktionen 
464,  473;  -e  FutücUoH  von  Laptace: 
(fonction  gänäratrice)  in  der  Wahr- 
Hoheinlichkeitareclmnng  748,  767  [er- 
leogte  748],  in  der  Lebensvenriche- 
ruDg  91£,  IM,  in  der  Differenzenrech- 
nung 9SS;  -eOp«nitHme>i  einer  Gruppe 
(groupe  dörivö)  B2I,  105. 

Erzeugende,  einer  Fläche  2.  Ordnung, 
bei  Kollineationagruppen  178,  in  Bez. 
zur  Oleichnng  6.  Gradea  689;  —  der 
Kugel ,  bei  endlichen  binären  Gruppen 
636,  683. 

Erzeugung,  der  Fläche  8.  Ordonog,  in 
Bes.  zur  ApolariUt  401,  «h,  m*-  Ord- 
nung 801, Sil;  projektive  —  rationaler 
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Kurven  396;  -sprimipien  für  Invarian- 
ten 361  f.,  fQr  transfinite  Zahlen  188. 

Euklidisch, -er  ÄlgoriihmtM :  für  ganze 
Zahlen  656  [Anzahl  der  Divisionen 
559;  936],  für  ganze  Funktionen  241, 
[in  Bez.  zur  Resultante  246,  in  der 
analytischen  Zahlentheorie  657],  zur 
Entwickelung  von  Potenzreihen  in 
Eettenbrüche  136,  bei  der  Approxi- 
mation von  Gleichungswurzeln  417  ff. 
[beim  Stürmischen  Satz  417,  beim 
Cauchj'schen  Integral  420,  bei  der 
Charakteristikentheorie  424,  426,  bei 
der  Gräffe* sehen  Methode  444];  -er 
Algorithmus  bei  n  Variabein  259 ;  -er 
FundamentcUsatz  der  Zahlentheorie 
656;  Drehungen  eines  -en  u.  nicht— en 
E(tume8,  in  Bez.  zu  Quatemionen  178 f., 
zu  endlichen  Gruppen  337;  624,  630; 
desgl.  Bewegungen  der  -en  Ebene  u. 
des  -en  Baumes  179,  is,  181,  in  Bez. 
zu  endlichen  Gruppen  387  u.  94; 
-sehe  Verhältnisse  inkommensurabler 
Strecken  20,  23;  49. 

Euler,  Algebra  ganzer  Funktionen: 
-sehe  Formeln  229  [bei  Aleph-Funk- 
tionen466],  für  n  Variable  278;  -scher 
Satz  über  ganze  homogene  Fxmktionen 
281,  inderFomientheorie347,i46;  -sehe 
Elimination  245,  246, 83,  in  Bez.  zu  Mo- 
dulsystemen 307,  70;  -sches  Paradoxon 
256,  2, 279 ;  -sehe  erzeugende  Funktion 
363;  639;  Arithmetik:  -sehe kombinato- 
rische Produkte  32,  -sehe  Beihentrans- 
formation  100;  — (Maclaurin)8che  Sum- 
menformel 108  (s.  u.),  -sehe  unendliche 
Produkte  112, 116 ;  -scher  (Möbius'scher, 
GausB*scher)  Eettenbruchalgorithmus 
122;  669  [für  Quadratwurzeln  132J; 
-sehe  Transformation  von  Reihen  m 
Kettenbrüche  134;  AriÜimetik  kom- 
plexer Grössen:  -sehe  Gleichung  für  e* 
164 ;  -sehe  Transformation  rechtwink- 
liger Koordinaten  in  Bez.  zu  Quater- 
nionen  178;  Zusammensetzung  -scher 
Parameter  179;  Differenzenreehntmg: 
— (Maclaurin)8che  Summenformel  (s.  o.) 
929  f.  [in  der  Wahrscheinlichkeitsrech- 
nung 766,  Lebensversicherung  869]; 
-sehe  Spiele :  Bösseisprung  680 ;  1084  f. ; 
Brückenspiei  1089  f;  Zahlentheorie: 
-sehe  Funktion  (p(n)  657;  648,  fSr 
algebraische  Zahlen  680;  -sches  Eri- 
teriom  für    quadratische   Beste  666; 


—  (Fermat)sche  Kongruenz  561 ;  -sehe 
unendliche  Produkte  116;  637  [Prim- 
zahlenidentität 112;  642];  -sehe  Kon- 
stante 663,  663. 

E  V  e  k  t  a  n  t  e  n ,  in  der  Formentheorie :  Her- 
mite'sche  —  325,  is  [in  Bez.  zu  Anzahl- 
problemen 359] ;  —  in  Bez.  zum  Aron- 
hold' sehen  Prozess  366 ,  zu  den  Diffe- 
rentialgleichungen der  Invarianten  877, 
systematisch  372,  bei  Konnexen  373; 
-Eigenschaften  von  Gleichungs wurzeln 
244,  253,  bei  n  Variabein  266. 

Eventualitäten,  sich  ausschliessende 
~  764. 

Exhaustion,  in  der  allg.  Arithmetik  63. 

Existenz,  einer  Grenze  65;  unendlicher 
Mengen  69;  188;  des  bestimmten  In- 
tegrals 65;  von  Gleichungswurzeln 
235  f 

Exponent,  Arithmetik :  —  einer  Potenz, 
Wurzel-  22  u.  25,  24;  —  einer  Zahl  der 
2.  Zahlklasse  194;  Zahlentheorie:  Ge- 
hören einer  Wurzel  einer  binomischen 
Kongruenz  zu  einem  -en  246,  einer  Zahl 
zu  einem  -en  561,  desgl.  einer  Lösung 
der  Peirschen  Gleichung  600,  607  [ver- 
allgemeinert 631],  einer  Kompositions- 
klasse 609,  bei  3  Variabein  618,  bei 
n  626;  desgl.  einer  Funktion  einer 
Galois'schen  Imaginären  574  f.,  eines 
-en  zu  einer  Primzahl  725. 

E  X  p  0  n  e  n  t  i  a  1 , -JPwnAr^'on  73,  iterierte  76 ; 
Euler'sche  Gleichung  164 ;  —  Funktion 
als  Faktor  der  Klein'schen  Primform 
298 ;  Teilungsgleichung  509 ;  Interpola- 
tion durch  -Funktionen  231;  818; 
Approximation  von  e'  durch  Ketten- 
brüche 136;  669;  Gauss'sches  -Gesetz 
der  Ausgleichimgsreehnung  772  ff.,  in 
der  Statistik  830,  836. 

extensiv,  Produkte  -er  Grössen  als 
Determinanten  42,  96;  -e  Algebra  in 
Bez.  zur  Invariantentheorie  366. 

Extrapolation,  in  der  Lebensver- 
sicherung 872. 

Extrarisiken,  in  der  Lebensversiche- 
rung 864,  867. 

extrem,  -e  quadratische  Formen  698; 
-e  Bisiken  in  der  Lebensversicherung 
906. 


Faktor,  Algebra:    Linear— en    ganzer 
Fnnktionen  232, 238,  gewisser  solche^ 
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von  H  Variabein  258  n.  5;  897,  406; 
477,  arithmetisch  629  f.;  irrednzible 
-en  248,  269;  Eongraeni— >en  245; 
spesielle  -en  der  Resultante  249,  ge- 
meinsame -en  von  Resultanten  u. 
Diskriminanten  250;  898  f. ;  Ärühmetiki 

—  eines  Produktes  15,  teilerfremde 
-en  einer  Zahl  557,  -en  von  2**  ij^  1,  577 ; 
-entafeln  577 ;  944  f.,  951 ;  Invarianten' 
theorie:  gemeinsame  -en  binärer  For- 
men in  Bes.  zur  Apolarit&t  894;  In- 
varianten bin&rer  Formen  mit  ge- 
meinsamem Linear —  896,  SM;  -en  von 
Invarianten  von  Kovarianten  848,  897, 
reduzierte  Resultante  als  gemeinsamer 

—  278;  899;  Oruppenäteariei  -en  der 
Zusanunensetzung  einer  Gruppe  222, 
96;  497,  -en  einer  Gruppe,  -Gruppe 
495,  498;  Körperiheorie:  -en  der  Dis- 
kriminante  einer  Gattung  299,  der 
Diskriminante  der  Fundamentalglei- 
chung 681,  der  Diskriminante  u.  der 
Primideale  eines  zusammengesetzten 
KOrpen  691;  erster,  zweiter  —  der 
Klassenanzahl  705,  -en  derKlassenglei- 
ehung  728;  Zahleniheariei  Prim— en 
einec  Zahl  557,  einer  algebraischen 
GiOsse  187,  297,  einei  Ideals  295;  679, 
einer  Form  295;  686;  -en  der  Kompo- 
sition 608;  72li,  bei  algebraischen 
Zahlen  684.    8.  auch  Zerlegung. 

Faktorielle,  geometrische  —  (allg. 
Arithmetik)  117. 

Fakult&ten,  in  der  Kombinatorik  35; 
analytische  117  f.;  Teilbarkeitseigen- 
schaften von  —  558;  Approximation 
108  u.  S7S,  112  [verallgemeinert  117 f.]; 
756  u.  118;  931. 

Fälle,  gleichmögliche,  günstige,  un- 
günstige —  der  Wahrscheinlichkeits- 
rechnung 785,  deren  Gesamtheit  nicht 
zählbar  753. 

falsch,  Methode  der  -en  Lage  bei  gra- 
phischer Losung  linearer  Gleichungen 
1016. 

falsi,  regiila  —  bei  Gleichungen  433, 29. 

Faltung,  symbolischer  Formen  342, 868 

U.  S68. 

Familien,  von  algebraischen  Invarian- 
ten 862,  »8;  von  mehrwertigen  Elemen- 
tarfunktionen 469. 

Fan-Tanspiel,  1092  f. 

Farey,  -sehe  Reihen  559,  -sehe  Drei- 
ecksnetze, Zahlen  560. 


Fehler,  Äriffm^eliik:  —  der  Nähemiig»- 
werte  von  Eettenbrfichen  659,  von 
Farey  *schenReihen  560; — bei  mittleren 
Funktionswerten  668  f. ;  ÄusgleiAmn^ 
reehnung:  Beobachtungs —  770€.,  Häu- 
figkeit, Grosse  eines  -9  772,  Elementar- 
778,  —  ab  Verluste  776,  -Potenzen 
779;  wahre,  durchschnittliche,  mittlere 
-—  779,  —  von  Unbekannten  788f., 
Potenzsummen  von  -n  781,  schein- 
bare —  779,  782,  wahrscheinliche  — 
780,  kleinster  mittlerer  —  783,  787, 
mittlerer  —  einer  Funktion  784,  — 
der  Ausgleichung  796,  grOsster  797; 
lineare  —  in  Ebene  u.  Raum  795; 
systematisches  Verhalten  der  —  798; 
-Formeln  784,  -Gleichungen  788,  787, 
-Quellen  773,  798;  InterpolaHon:  — 
bei  Interpolation  von  der  Mitte  ans 
281,  bei  der  Lagrange*schen  808,  bei 
der  Newton'schen  928 ;  —  beim  BeÄnen 
mit  ungenauen  Zahlen,  absoluter,  re- 
lativer —  979 f.;  —Abschätzung  beim 
Rechenschieber  1058  u.  649;  StaÜttik 
u.  Lebenwemdkentng:  —  einer  stati- 
stischen Eoigekturalberechnnng  826, 
mittlerer  —  eines  statistischen  Quo- 
tienten 880;  —  statistischer  Funk- 
tionen 886;  durchschnittlicher  —  in 
der  Lebensversicherung  832,  mittlerer 
861  u.  9,  systematische  —  beim  Risiko 
903. 

Fehlerellipse, Fehlerellipsoid,  796. 

Fehlerfunktion,  (error  function)  774. 

Fehlergesetz  (probabilitas  errori  tri- 
buenda,  facilitas  relativa,  law  of 
facility  of  errors)  771  u.  4;  Ezpo- 
nentialgesetz  772,  780,  783  [in  der 
Statistik  830,  836,  in  der  Lebensver- 
sicherung 861  u.  u];  dessen  Prüfung 
774,  797;  andere  -e  776,  interpolato- 
rische  Aufstellung  solcher  776;  —  in 
Ebene  u.  Raum  795  f. 

Fehlergrenze,  bei  der  Taylor'schen 
Reihe  79. 

Fehler  quadrat,  Minimum  der  Summe 
der  -e  770,  783,  787,  mittlere  -e  u. 
Trägheitsmomente  796. 

Fehlerrelation,  in  der  Statistik  882. 

F  e  h  1  e  r  z  0  n  e ,  bei  ausgeglichenen  Kurven 
770,  1,  —  der  Sterbenswahrscheinlich- 
keiten 866. 

Fermat,  (Euler)-sche  Kongruenz  561 
[Umkehrung  577],    f^  algebraische 
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Zahlen  680;  -sehe  Zahlenreihe  676; 
-Bche  Daratellimg  einer  Zahl  durch 
Quadrate  604;  696,  durch n-eckszablen 
619,vonPot«Dxen  durch  Potenzsunuaen 
634;  714. 

Fiboaacci,  -sehe  Zahlen  GTT. 

figuriert,  -e  Zahlen  S6  I 

f  i  k  t  i  T ,  -e  Generation,  in  der  Statistik  846. ' 

fingiert,  -e  GeaellBchaft,  in  derLebene- 
Teraicherung  863. 

Fiipunkt,  -e  einer  cjklJBchen  Substi-  , 
tution  685.  I 

Fl&che,  Algebra:  -n  2.  Ordnung  bei  | 
kollinearen  Transfonnationagruppen 
1T8,  in  Bez.  znr  Gleichung  6.  Grades  j 
641  f  ;  Äquivalenz  SS3,  H,  kanoniache  I 
I)ar8t«lluDg3STf,BeziehungzurApoIa'  I 
rit&t  39S;  —  S.  Ordnung:  Gleichung  ; 
der  ST  Geraden  and  deren  Gruppe  j 
340,  113;  61B,  619,  661 ;  projoktiTS  Er- 
zengang 401,  i34;  Polpentaeder  u. 
kanonische  DarBtellung  867  f.,  894, 
arithmetiiche  und  algebraiache  Inva- 
rianten 401,  im  ;  634;  Diagonal— 641, 70; 
~  4.  Ordnung:  kanonische  Daratellang 
35T  a.  IM ;  —  mit  16  Geraden  619,  661, 
mit  16 Knotenpunkten  S39,IIU;  G19;  660 
u. M;  Erzeugongder  —  »'"Ordnung in 
Bez.  zur  Apolarität  891,  stt;  singalBjre 
Punkte  einer  —  S76;  800;  Arithmetik: 
—  als  Grenze  einea  Polyeders  63,  66 
[.nzahl  66];  Kurve,  die  eine  ^  erfaUt 
802,  87;  Orapink:  —  bei  Lösung  von 
Oleicbnngen  1028,  1098,  4M,  104T,  wi; 
GruppettOteorie:  —  als  Bild  einer 
Qmppe  888;  KörptrOteorie:  -n  durch 
eine  algebraiacbe  Raumkurre  u.  deren 
Moduln  SIO  f. ;  rationale  -n  317,  Bie- 
mann'sche  —  296f .,  Klein-Riemann'sche 
339, 101;  —  der  WahrBchtifiliehkeit  T96. 

FUchengeschlecbt,  SIT  u.  u. 

Fl&cheotheorie,  projektive  Invari- 
anten, Differentialfonnei)  n.  Differen- 
tial parameter  3B3f. 

flucbtrecht,  Methode  der  -en  Punkte 
bei  Rechentafeln  (m^h.  dea  point« 
alignäa,  iaoplöthea,  cot^s)  lOSBf. 

Flnchttafel  (kollineare  Itechentafel) 
108B,  4H. 

Folge,  von  Element«n  39;  — innerhalb 
einer    GrOaaenklaase    206;    Zahlen-, 


.  das. 


)    6C2; 


Form,  adjnngierte,  automorphe, 
bilineare,  definite,  quadrati- 
sche, s.da«.;  Algebra:  binäre,  tem&re 
etc.  —  228,  1;  S82U.3,  doppeltbiiAre 
826  u.  n,  M,  869,  IIB,  364,  Itl,  408, 
US;  689  u.  tt;  ÄquivaJenz  u.  Redak- 
tion von  -en  822  f.;  kanoniacbe  -en 
398  f.,  apezielle  400  f.,  Grund— en  341f., 
asBOziierte  34T  f.,  definite  268;  328,  it; 
368 ,  Hermite'ache  quadratische  -en 
841;  688,  Hermitc'sche  adjungierte -en 
324,386,i8,3T8;HesBe'ache-,e.daB.; 
zerfallende -en689f.,  apezielle 633f, in 
Linearfaktoren  zerfallende  268  u.  B; 
39T,  M6;  477,  a^jungiert«  324  f.,  878; 
bilineare  168 f.;  840,  bilineare  a.  qua- 
dra tische,  Äquivalenz  u.  Redoktion 
3ST f., quadratische  -en  beimSturm'schen 
Satz  127,  automorphe  -en  336  f.; 
624 f.;  arithmetische  -entheorie;  Äqui- 
valenz u.  Reduktion  bilinearer  a. 
quadratiacber-en  691  f.,  binärerSSOf., 
tern&rer  613  f.,  in  n  Variabeln  622  f.; 
EörperlAeoTit:  —  einea  Körper»  898. 
294,  algebraiacbe  295;  685,  zerleg- 
bare 686;  -enklaaae  687;  Linear — en 
682  f.,  in  Bez.  zu  Moduln  809. 

formal,  -e  AuflOsang  von  Gleichungen 
118,  sjstematiacb  499f.;  -e  Invarianz 
in  der  Subatitutionatbeorie  499. 

Formel,  in  der  Arithmetik  9,  10. 

Formenproblem,  360,  sie  [normalea 
549];  —  inßei.  znrQleichung  5.  Grades: 
bin&res  581,  u,  temäraa  640 f.;  ter- 
näres  u.  quaternäres  bei  Gleichungen 
6.  u.  T.  Grades  544f.,  648f,,  bei  Glei- 
chungen n*"  Grades  649. 

Formenayatem,  -eu.  ihre  Invarianten- 
kOrper  309  f. ;  848,  volle  -e  341  f.,  end- 
licher binärer  Gruppen  SSTf.;  684  f., 
tem&rer  889  f.;  688 f.,  quatem&rer  340; 
546  f. 

förmig, mehr — e symmetrische  Funktion 
461,  466,  bei  n  QrOasenreiben  4T1. 

Fortsetzung,  der  natürlichen  Zahlen- 
reibe 185;  —  bei  der  Monodromie- 
gruppe  48T;  anpponierte  —  von 
Ziehungen,  Spielen  742,  T44;  analy- 
tische —  einer  Potenzreihe  109.  111, 
eines  Kreisbogen dreiecka  836;  584. 

Fourier,  Konvergenz  der  -sehen  Reihe 
95,  106;  -sehe  Beihenkoeffizienten  als 
Lösungen  unendlich  vieler  linearer 
Gleichungen  141,  4M. 
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frei  —  Fanktianaldeienmiiante 


frei,  -e  Zerlegungen  Farey*8cher  Zahlen 
561. 

fremd,  -e  Lösungen  bei  Elimination 
261  f.,  266. 

functio,  —  simplicissima,  bei  der  La- 
grange*8chen  Interpolation  803. 

fundamental,  -e  Formen,  s.  Grund- 
formen. 

Fundamental,  -Auflösungen  linearer 
ganzzahliger  Gleichungen  585,  Kon- 
gruenzen 590,  der  Pell'schen  Gleichung 
600,  644,  von  deren  Verallgemeinerung 
631,  633;  —  Bereich  endlicher  binärer 
Gruppen  526,  is;  -Formen,  der  Flächen- 
theorie 385,  eines  Körpers  292;  681; 
-Gleichung,  endlicher  Gruppen  528, 
vonBilinearformen  oder  Substitutionen 
332;  593  [reziprok  bei  automorphen 
quadratischen  Formen  332;  596];  eines 
Körpers  298;  681;  -Kegelschnitt,  in 
Bez.  zur  Gleichung  5.  Grades  541; 
-KUuse  binärer  quadratischer  Formen 
609;  -Kurve,  bei  Cremonatransfor- 
mation  319;  -Postulat,  in  der  abzählen- 
den Invariantentheorie  855;  -Punkte, 
bei  Cremonatransformation  319;  553; 
-Regulator,  bei  Einheitswurzeln  631; 
-Reihe  der  Arithmetik  54;  186,  190, 
von  Ordnungszahlen  192;  -Säte  (-Theo- 
rem): der  Algebra  233;  der  algebrai- 
schen Funktionen  314;  der  komplexen 
Multiplikation  722 ;  Euklidischer — satz 
der  Zahlenlehre  666;  —satz  der  Zer- 
legung: Ton  Zahlen  657,  von  alge- 
braischen Grössen  287,  297,  von  Idea- 
len 295;  679,  von  algebraischen  For- 
men 295;  686,  von  Funktionalen  296, 
37 ;  Reziprozitätsgesetz  für  Potenzreste : 
für  quadratische  666,  681;  609;  703 
[in  einem  beliebigen  Körper  696  f.], 
für  höhere  712;  -Substitutionen,  der 
Integrale  einer  algebraisch  integrier- 
baren linearen  Differentialgleichung 
338 ;  532 ;  automorphe  einer  zerfallen- 
den Form  6S3', -System  einer  AbePschen 
Gruppe  222,  112 ;  -System  bei  Bilinear- 
formen  330,  bz ;  in  der  Körpertheorie  292 ; 
680 ;  von  Potenzprodukten  238 ;  symme- 
trischer Funktionen  465,  für  n  Va- 
riable 476. 

Führer,  in  der  Körpertheorie:  einer 
Ordnung,  eines  Ringes  687,  723. 

fünfgliedrig,  graphische  Lösung  von 
— en  Gleichungen  1043,  1047. 


Ffinfzehnerspiel,  1087  f. 
Funktion,  Algebra:  ganze  u.  gebrochene 

—  228,  256;  Berechnung  einer  ganzen 

—  409  f.,  graphische  1011  f.,  1020  f. 
[Tafeln  1026 f.],  von  Logarithmen 
homogener  -en  999,  tio;  Umkehnmg 
von  -en  behufs  Lösung  numerischer 
Gleichungen  1005,  U9;  Kongme&zen 
244;  Abhängigkeiten  276;  Arithmetikz 
-en  als  unendliche  Produkte  112,  117, 
ganze  transzendente  [Prim — en]  116, 
918;  660;  -en  höherer  komplexer  Grössen 
182;  —  als  Belegung  189,  25;   ganze 

—  des  Symbols  a  193,  Gesamtheiten 
von  -en    189,  »,  193;   Korpertheorie: 

—  als  Grösse  284,  Körper— en  285, 
irreduzible  ganze  286  f.,  algebraische 
287  [ganze  287,  15],  Körper  algebrai- 
scher -en  296, 299,  Gattung  n-wertiger 
295,  zerlegbare -en  298;  -enkörpervon 
Invarianten  300;  charakteristische  — 
eines  Moduls  300  f.,  311;  -en(Formen>- 
moduln  309;  Statistik:  biometrische 
-en  839;  Wahrscheinlichkeitsred^nung : 
-en  grosser  Zahlen  749;  Zahlentheorie: 
Kongruenzen  573 f.;  —  E{x)  oder  [x] 
556  f. ;  654  f. ;  Passen  einer  —  zu  einem 
Exponenten  575 ;  Zerfällungs — en  637  f., 
zahlentheoretische  -en  557 f.;  648 f. 
[ümkehrung  solcher  464;  651  f.]. 
Über  besondere  -en,  wie  Abel* sehe, 
algebraische,  analytische,  cha- 
rakteristische, cykli  sehe,  cy  kl  o- 
tomische,  elliptische,  erzeugen- 
de, Exponential — en,  ganze,  ho- 
mogene, hyperbolische,  hyper- 
elliptisch e,hy  per  geometris  che, 
Jacobi'sche, mehrwertige,  mitt- 
lere, rationale,  Riemann'sche, 
summatorische,  symmetrische, 
[elementarsymmetrische],  The- 
ta-en,  transzendente,  trigono- 
metrische, zahlentheoretische, 
8.  das. 

Funktional,  eines  Körpers  295,  S7. 

Funktionaldeterminante,  44;  274  f.; 
in  der  Charakteristikentheorie:  427;  In- 
Variantentheorie:  Multiplikation  von  -n 
323,  6;  —  als  Ä  Prozess,  325,  17,  369, 
als  Oberschiebung  369,  -n  u.  Syzygien 
361   [bei  regulären  Körpern  337,  m]  ; 

—  als    Kombinante  890;    —  von  -n 
390,  S69%   Diskriminante  von   -n  398; 

—  in  der  Flächentheorie  385. 


Funktionalgleich  nngen  —  Gehören 
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FunktionalgleichuDgen,  für  gewisse 
Transformationsgrappen  176;  spezielle 
algebraische  —  281 ;  —  zur  Darstellung 
von  F  (rc,  y,  z)  als  |  a(x),  6(y),  c(z)  \ 
1039,  471. 

Funktionensjstem,  Charakteristik 
eines  -s  279;  424. 

G 

Galois,  -sehe  Gleichungstheorie:  in  Bez. 
zur  Eörpertheorie  290,  -sehe  Resol- 
Tcnte,  Körper,  Gattung  29S,  -sehe  Re- 
solvente  der  öjeg,  340;  -sehe  Gruppe 
in  Bez.  zum  Formenproblem  360,  9i9; 
543,  78;  -sehe  Gruppe  einer  Gleichung 
482  f.,  der  Kreisteüungsgleichung  482, 
507 f.;  Zerlegung  486;  -sehe  ResoWente 
und-Bches  Kriterium  der  Auf  lösbarkeit 
einer  Gleichung  225  u.  isi;  485,  488, 
491  f.,  -sehe  Gleichung  505 ;  Ikosaeder- 
gleichung  ihre  eigene  -sehe  Resolvente 
588,  -sehe  Resolventen  för  p  3=  3, 544 ; 
-scher  Körper  688,  relativ  -scher  689; 
-sehe  Gruppe  der  Klassengleichung 
726;  -scher  Satz  über  2  mehrwertige 
rationale  Funktionen  468;  Substitu- 
tionen  u.  Zahlentheorie:  -sehe  Imagi- 
näre, als  Indices  von  Substitutionen 
211  u.  96,  215,  67,  216,  63;  bei  Kon- 
gruenzen 245^  77;  574. 

ganz,  Arithmetik  u.  Algebra:  -e  Zahlen 
19,  Teilbarkeit  556 ;  -e  rationale  Funk- 
tionen 228, 256,  Berechnung  409  f.,  gra- 
phische 1011  f.,  1020  f. ;  Körper  u.ZoMen- 
Iheorie :  -e  algebraische  Grösse  284,  eines 
Bationalitätsbereiches  286,  eines  Kör- 
pers über  einem  andern  292 ;  -e  algebrai- 
sche Zahl  677  [H-nyS 601];  Zerlegung 
von  -en  Grössen  u.  Zahlen  287,  294 f.; 
678;  -e  Funktionale  295, 97;  -e  Formen 
auf  Riemann'schen  Flächen  297 ;  Stati- 
st^: -e  Bevölkerung  844;  -e  ancUytisehe 
Funktion,  s.  analytisch,  Funktion. 

Ganze,  Entwickelung  in  Kettenbräche 
nach  nächsten  -n  126, 876, 180;  Summen 
grösster  -n  653  f. 

ganzzahlig,  -e Kettenbrüche  125,  Kon- 
vergenz 129;  -e  Substitutionen  u. 
Formen  582  ff. ;  -e  Invariantentheorie 
845,  138. 

Gattung,  einer  Menge  196;  -sbereich 
285,  einem  Körper  entstammend  288 
[Diskriminante  u.  Diskriminantenform 
298],   Galois'sche   — ,   —   »-wertiger 


^  Funktionen  294,  Assoziation  enthalten- 
der -en  296;  Abersche  Integrale  1., 
2.,  3.  —  296  f. 

Gauss,  Algebra:  -scher  Satz  über  das 
Produkt  primitiver  Funktionen  228  u.  5, 
229,  259;  -sehe  Ebene  155 f.;  285;  1009; 
-scher  Kreis  236 ;  -scher  Fundamental- 
satz 233  f. ;  -sehe  Induktion  synmietri- 
scher  Funktionen  452;  Arithmetik: 
-sches  Konvergenzkriterium  für  Reihen 
80  u.  161,  88,  190  [Analogen  bei  Pro- 
dukten 113,  307],  für  komplexe  Reihen 
1123;  -sches  Produkt  J7(o))  112,  804, 
118;  -sehe  hypergeometrische  Reihe 
u.  ihr  Kettenbruch  137;  -sehe  Loga- 
rithmen 1000,  316;  Ausgleidiimgarech' 
nwng  u.  Interpolation:  -sehe  Begrün- 
dungen 771,  777;  -sches  Fehlergesetz 
772  f.,  780  [in  der  Statistik  880,  836, 
in  der  Lebensversicherung  861  u.  14]; 
-sehe  Strichmethode  805;  -scher  Algo- 
rithmus zur  Auflösung  der  Normal- 
gleichungen 789  f. ;  -sehe  Sterblichkeits- 
formel 871,  47;  Zahlentheorie:  -sehe 
Klammem  (Euler-Möbius'sche  Ketten- 
bruchsymbole)  122;  559;  -sches  Lemma 
für  quadratische  Reste  566 ;  657 ;  -sehe 
Summen  625  u.  90;  644 f.;  702;  -sehe 
Funktion  <p(p,  q)  657. 

Gebilde,  algebraische  —  u.  deren  Trans- 
formation 319,  deren  singulare  Punkte 
275;  300. 

gebrochen,  -e  Zahlen  19,  als  Expo- 
nenten von  Potenzen  24;  -e  Funktion 
228;  -e  algebraische  Grösse  292;  683. 
S.  rational. 

Geburt,  -enstatistik  824,  7,  831;  -en- 
dichtigkeit  842. 

Gefährlichkeit,  eines  Unternehmens 
766. 

Gegenseitigkeitsgesellschaft^  in 
der  Lebensversicherung  873. 

Gegentetraeder,  und  -Form  525,  9. 

Gehören,  eines  Mengenabschnittes  zu 
einem  Element  191;  —  zu  einem  Ex- 
ponenten: von  Wurzeln  binomischer 
Kongruenzen  245,  einer  Zahl  561, 
einer  Funktion  einer  Galois'schen 
Imaginären  574,  einer  Lösung  der 
Pell*schen  Gleichung  600,  607  [ver- 
allgemeinert 681],  einer  quadratischen 
Formenklasse  609,  bei  3  Yariabehi  618, 
bei  n  626,  einer  Primzahl  725;  —  der 
Darstellung    einer   Zahl    durch    eine 
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gekrfimmt  —  Gewicht 


quadratische  Form  zu  einem  Eon- 
gmenzwert  608. 

gekrümmt,  -e  Rechenschieber  1060  f. 

Gelenkyiereck,  zur  Lösung  kubischer 
Gleichungen  1070,  ao6. 

gemeinsam,  -er  Teiler,  -es  Viel- 
fache, -e  Lösungen,  s.  das. 

gemischt,  —  periodische  Kettenbrüche 
180 ;  -e  Transformationsgruppen  in  Bez. 
zu  höheren  komplexen  Grössen  177; 
-e  Modul-  oder  Gleichungssjsteme  264, 
267,  802;  -e  Reziprokante  881;  -e 
TodesfEÜlTersicherung  879. 

Genauigkeit,  von  Approximatio- 
nen, s.  das.;  Ausgkkhungarechmmg: 
Mass  der  —  779,  Beobachtungen 
gleicher  —  788,  Terschiedener  786; 
"Bgrad   statistischer  Ergebnisse  828; 

—  des  Bediena^ühen  1068  u.  &4S. 
General,  -Divisor  (-Nenner)  18. 

Generation,  reelle  u.  ideelle  (fiktive) 

—  der  Statistik  846. 

Genuss,  in  der  Wirtschaftslehre  1102, 
1111. 

Geometrie,  der  Anzahl  806;  algebrai- 
sche—  819;  —  des  Dreiecks,  — von 
nDimensionen,  darstellende  — , 
8.  das. 

geometrisch,  Arithmetik:  -e  Reihe 
(Progression):  Konvergenz  79,  in  der 
Differenzenrechnung  927,  der  Radien 
einer  logarithmiscben  Spirale  bei  gra- 
phischem Rechnen  1010,869;  -e  Auf- 
fassung des  Rechnens  1007,  864,  -e 
Konstruktion  rechnerischer  Ausdrücke 
1007, 856,  -e  Darstellung  in  der  Nomo- 
graphie  1026 f.;  -e  Faktoriellen  117; 
-e  Darstellung  von  Kettenbrucbeigen- 
schaften  124,  868;  -e  Deutung  der 
komplexen  Grössen  155  f.,  285;  1009; 
-e  Substitutionen  215,  67,  >e  Bilder 
von  Gruppen  221;  GleidHmgsthearie: 
-e  Gleichungen  518  f.;  -e  Konfigura- 
tionen 520;  Invariantentheorie:  -e  Bil- 
der von  Invarianten  365,  -e  Deutungen 
867,  859  f.,  368,  369  u.  S78,  879,  392  f., 
401,  484;  -e  Behandlung  endlicher 
Gruppen  337 f.;  524 f.,  528 f.,  540 f., 
544  f.,  64t7  f.  ;-&  Wahrscheinlichkeit  (geo- 
metrical,  local  probabilitj)  753  u.  w; 
Zahlentheorie:  -e  RepiiUentation  qua- 
dratischer Formen  606,  613,  616. 

geordnet,  gut  -e  Komplexion  80;  -e 
Menge  190,  wohl— e  191 ;  -e  MtUUpli' 


I  kaUon  u.  Division  941  f.,  bei  Arith- 
mographen  967,  96;  -e  synuNetrMdle 
Funktion  462. 

gerade,  —  Komplexionen  80,  Substitu- 
tionen 218,  deren  Gruppe  604;  549 
[von  8  Dingen  499,  von  4:  501;  525, 
von  5:  518;  526,  von  7:  548];  —  In- 
variante 824,  10;  —  Zahl  als  Summe 
zweier  Primzahlen  556,  s;  Anzahl  der 
Zerf  ftllungen  einer  Zahl  in  eine  — 
Anzahl  von  Summanden  637,  Summen 
-r  Teiler  688;  —  und  un-  primitive 
quadratische  Formen  696. 

Gerade,  unendlich  ferne  —  70,  lOS;  die 
27  — n  einer  Flftche  8.  Ordnung,  deren 
Gleichung  u.  Gruppe  840,  us;  515, 519, 
551;  die  16  -n  einer  Flftche  4.  Ord- 
nung mit  Doppelkegelschnitt  519, 551 ; 
wiUkfirlich  in  einer  Ebene  gezogene  — 
(Wahrscheinlichkeitsrechnung)  755. 

Geradestrecken,  krummliniger  Iso- 
plethen  (Nomogxaphie)  1082. 

Gesamt,  -Eliminante  264;  -NntMn 
(Wirtschaftslehre)  1109,  -Resolvente 
808. 

Gesamtheit,  der  Zahlen  186;  —  von 
Individuen  840. 

geschäftlich,  -es  Unternehmen  765. 

Geschicklichkeit,  eines  Spielers  744 

u.  48. 

Gesohlecht,  einer  Ontppe  222,  inner- 
halb einer  Aberschen  223;  Formen- 
u.  Körpertheorie:  —  einer  Riemann*- 
schen  Fläche  296,  -szahlen  in  Bez. 
zur  charakteristischen  Funktion  311, 
Flächen-  u.  Kurven-  von  Flächen  317 
u.  96,  —  einer  Kurve  318 ;  635,  —  bei 
rationalen  Kurven  Null  316 ;  —  binärer 
quadratischer  Formen  610,  ternärer 
617,  bei  n  Yariabeln  623  f.,  bei  binären 
Formen  n^  Grades  630,  bei  höheren 
Formen  633  [Haupt-,  s.  das.];  Zahlen- 
theorie:  —  einer  Hadamard^schen 
Funktion  660,  Klasse  eines  -s,  s.  das.; 
mittlere  Anzahl  der  -er  quadratischer 
Formen  666;  -er  von  Idealkassen  696, 
im  Kummer'schen  Körper  711^  713. 

geschlossen,  -e  Grössenklassen  207; 
-e  Zahlengruppe  652. 

Gestalt,  reelle  -en  eines  Systems  kom- 
plexer Grössen  163;  -en  ursprünglicher 
Systeme  182. 

Gewicht,  Algebra  g^zer  Funktionen: 
—  einer  ganzen  Funktion  262,   von 


Qewiun  —  Gleichnng 
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Resnltuite,  Diskritmauite  2*6,  SGI, 
bei  H  Vaiiabeln  275;  —  eine«  Tenna 
2SÖ,  U;  466;  —  einer  iaobaxen,  einer 
Bjfmmetriachen  Funktion  166,  Fartial- 
— e  4Ti,  Teil-  n.  Reihen— e  bei  n 
GiÜMenreihen  iT9 ;  Arithmetik:  — 
einer  Kompleiion  S2;  Autgleichungg- 
redtmtng:  —  eines  Fehlers  TS!  f.,  -e 
von  Unbekannten  787,  790,  —  einer 
Beobachtung  786,  -e  \on  Oleichungen 
787,792,  -agieicbungen  790;  0rapAA: 
-sbestimmungen  bei  Zjlindem,  Kugeln 
usw,  durch  den  Bechenachieher  1067, 
&M;  Ineariantentheorie:  —  einer  In- 
variante 328,10,  879,  beim  Endlich- 
keitaproblem  tu,  -sgrenzen  847,  866, 
397,  bei  der  abzählenden  Richtung 
868,  869;  —  einer  ReziprokaDte  881, 
einer  Seminvariante  880. 

Gewinn,  Erwartung  eines  -b  7S4,  eine« 
reinen  766;  —  einer  Veraicherunga- 
geaellBchaft  899  f.,  -Reaerve  898,  —  u. 
YerluBtrechnang  898,- Ansammlung  bei 
Tonfdnen  902,  —  einea  Beatandea 
beim  Riaiko  906. 

Gewiaabeit,  767  u.  la,  im  der  Statistik 
826. 

Girard,-sche  Potenzanmmenformel461, 
496,  -ache  Elimiuationsgleichnng  478. 

Gitter,  Punkt-  oder  Z^len — ,  in  der 
ESrpertheorie  308;  688,  in  der  Theorie 
arithmetischer  Formen  606,  613,  616. 

gleich,  -berechtigte,  -mögliche,  -artige 
FUle  736  n,  7;  -artige  Veraicherungen 
907;  Beobachtungen  -er  Genauigkeit 
786 ;  -berechtigte  Subatitutionen,  Unter- 
gruppen {equivalent  groups)  218  □.  eo; 
-zeitige  Elimination  261;  839;  1016,  US. 
S.  Gleichheit. 

Gleichartigkeit,  von  zu  z&blendeit 
Dingen  1  u.  i. 

Oleicbgewicht,  wirtachaftlichea  — 
1104  f. 

Gleichheit,  von  Zahlen  6  [von  erweiter- 
ten 11,  von  Brüchen  20],  geometrischer 
Örflasen  63,  komplexer  QrOaaen  160, 
160; — tranafiuiter  Mengen,  Belegungen 
189,  wohlgeordneter  Mengen  191,  von 
„Unendlich"  der  Funktionen  76;  SOS. 

Gleichung;  Algebra:  Existemt  der 
Wurzeln  283  f.,  Reduzibilitat  839  f., 
Elimination  216  f.,  270  f.,  Abhängig- 
keit »on  -en  876;  Reduktion  anf  Nor- 
malformeu618f.,  623,  der-en  e.Gradea 


633  f. ,  n*"  Oradea  648 ,  anf  Formen- 
probleme 640  f. ;  lineare  -en  868  f.,  un- 
endlich viele  141.  S,  AuflOaung, 
Approximation.  Arithmetik:  iden- 
tische n.  Bestimmung«-  S;  lineare  -en 
für  ZUiler  u.  Nenner  von  Näherunga- 
brüchen  bei  Eettenbrüchen  123 ;  Loaung 
unendlich  vieler  linearer  -en  durch 
unendliche  Determinanten  141;  for- 
male Behandlang  der  -en  8.,  3.,  4.  Gra- 
dea  mittels  1-=)/— Tl48;  cbarakte- 
ristiache  —  (latent  equation)  einer 
Bilinearfonn  598,  696  [in  Bes.  lu 
komplexen  GrCaaen  171  u.  Mj,  einea 
Syatema  komplexer  GrCsaen  172  a.  M; 
AiugleichtMffBreduaittg:  Normalglei- 
chungeu  767 f.;  Formentheorie:  -en 
3.  u.  4.  Gradea  invariantentheoretisch 
361  u.  IM,  6.  Gradea  826,  SS,  3Stl;  683f.; 
-en  der  regulareu  EOrper  837 ;  charak- 
teriatiache  —  einer  Schar  quadrati- 
scher Formen  829;  diophantische  -en 
bei  endlichen  Gruppen  339;  628,  beim 
Kndlichkeitsproblem  841  f. ;  gewisse  -en 
7.  n.  8.  Grades  mit  Affekt,  in  Bez.  lur 
Qruppe  Ö,„,  840;  470;  644f.;  allge- 
meine -en  6.  u.  7.  Oradea  in  Bes.  su 
endlichen  Gruppen  340;  G41f.;  —  der 
27  Geraden  einer  Fläche  8.  Ordnung 
n.  deren  Gruppe  340,  ju;  619;  Galois'- 
sehe  Thtorie:  481  [in  Bes.  zur  Kör- 
pertheorie 290f.],  Gruppe  u.  Affekt 
469;  483;  irrednzible  -en,  Zerlegung 
in  irreduzible  Faktoren  287;  486; 
Cfklische  u.  Abel'acbe  -en  490  f., 
606,  reine  490,  allgemeine  498 f.;  -en 
der  ersten  4  Grade  499  f.,  höheren 
Gradea  604  f.,  Galois'ache  506,  -en  mit 
kommutativer  Gruppe  505  f.,  Ereia- 
teilungs-607f.,  Teilungs— en  u.Trana- 
formations— en  der  elliptischen  Funk- 
tionen 609  f.,  R«daktion  auf  Mormal- 
formen  513  f.,  628  f.,  irrednzible  -en 
von  Primzahlgrad  616  f.,  Sylow'ache 
-eii516f.,  geometrische  618  f. ;  -Bsj/steme : 
Reduzibilitätu.lrreduzibilit&tasi,  304; 
beschränkte  Systeme  301,  Hilbert'sche 
310;  S46;  sjmmetriBChe  Funktionen 
von  Syatemwurzeln  »66;  471.  8.  Auf- 
lösbarkeit, Auflösung,  Gruppe. 
GrofhOi:  Tafeln  zm  LOsung  numeri- 
scher -en  1004  f. ;  graphiaohe  n.  mecha- 
niache  Behandlung  linearer -en  1017  f., 
quadratisoher  1018  u.  »i,   kubiacher 
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u.  biqnulnktischer  1006,  lOU  f.,  trino- 
mischer  10S9,  1038,  lOil,  I0i9,  106fi, 
ASE,  qnadriDomiecher  u.  fOnfgliedriger 
1013,  lOiT,  der  allgemeinen  —  6. 
Orades  1060;  UMchinen  znr  LOsung 
von  -en  a.  -ssjstemen  lOTOf.  S.  Auf- 
ICanng.  WittadtafUlehTe:  Gleicb- 
gewichta— en  109B,  1102  f.,  1106; 
Zahltntheorie:  diopfatuitiBcbe  -en :  linea- 
re 503  f. ;  689,  genaue  u.  approsimatiTe 
Behandlung  ßS6 f.;  -en  bOberen  Grades 
669f.;  Pell'Bche  —  600,  611;  644  f., 
607;  KreUteiluuga-  629;  teraäre  qua- 
dratische -en  620  f.,  tem&re  -en  mit 
algebraischen  E[>effi£ieuten  696;  — 
fQr  eine  Affektfunktiou  63S,  Diakri- 
minante  =  ±  1  63G;  £7ass«n-  723  f. 
Differenzen — en  u.  Differeutial- 
-en,  Fanktional— en,  Teilungs- 
— en  u.  Transforinatioiifl— en,  so- 
wie einzelne  begondere  -en,  b.  daa. 

0 1  e  i  c  b  n  n  g  BW  a  g  e,  h^drostatiBcbe-lOT  8 . 

Glied,  -er  einer Z)<termMante,  Haapt — 
87;  -er  eines  Kettenbnich»  120,  posi- 
tive 128,  gemischte  129 ;  -er  einer  Seihe 
77  [komplexe  1132  f.];  Yergleichung 
TOD  -ergruppen  einer  Reihe  88;  — er 
einer  Sumtne  IS. 

gliedrig,  n-er  £ettet^>Tveh  118;  S-e  u. 
4-e  Liiteargifeteme  fOr  die  Nähemngs- 
brflche  von  Kettenbrflcben  ISS;  m — e 
Periode  eines  Kettenbracht  ISO;  n—e 
lineare  Transformatümsgrvppe  in  Bez. 
zu  komplexen GrOseen  176.  S.  auch  tri- 
nomiscb,  quadrinomiacb,  fünf- 
gliedrig. 

GlückaBpiele,  750,  764. 

Qoepel,  -sehe  Tbetarelationen  in  Bez. 
zur  Kummor'acben  Fläche  650,  SB. 

Qompertz,  -acbes  Gesetz  der  Lebens- 
versicherung 870. 

Oo rd an ,  -sehe  Reibe nentwicketnngen 
der  Invarianten theorie  374,  desgl.  -sehe 
Symbolik  342.  362  f. 

Grad,  Algebra  ganzer  Funktionen:  — 
einer  Funktion  228;  456,  in  den  Koeffi- 
zienten 322 ;  —  der  Auflösbarkeit  einer 
Gleichung  237;  -e  von  Resultanten  u. 
Diskriminanten  260;  —  einer  aymme^ 
triscben  Funktion  456;  Arithmetik:  -^ 
einer  Determinante  36;  — eines  Systems 
komplexer  GrOssen  172;  —  einer  Zahl 
der  2,  Klasse  194;  —  einer  Substitut!  ons- 
Gruppe  212;  506;    Zahkntheorie:    — 


einer  Kongmenz  670,  eine«  Primideals 
679,  Relativ-  eines  KOrpers  682,  — 
eines  KreiskOrpers  700  f. 

Oradordnung  (deg-order),  einer  Form 
854. 

Uraduiernng,  des  Unendlich-  u.  Null- 
werdena  von  Funktionen  76;  90t;  — 
von  Axen  nach  gegebenen  Funktionen 
(Nomograpbie)  1039,  4M. 

riraeffe,  -sehe  Approximation  von  Glei- 
chungswurzeln  440  f. 

i:;raph,  -s  der  Invarianten  36G. 

i.rrapbik,  der  Invarianten  S64f.;  — im 
numerischen  Rechnen,  s.  graphisch. 

[graphisch,  -es  Rechnen  1006f.;  -e  Eli- 
mination 1016f.;  -e  Statik  zur  LtSsung 
linearer  Gleichungen  1017  f.;  -e  Tafeln 
(Nomographie)  1024£ ;  -e  Tafel  (Rechen- 
tafel, tabteau  graphique,  abaque, 
abaco,  diagrammo}  1026  u.  tii,  allge- 
meinste Art  -er  Tafeln  1061  f. 

Grassmaun,  -sehe  kombinatorische 
Produkte  als  Determinanten  42,  M; 
-sehe  Symbole  beim  Eudlichkeiteprob- 
lem  der  Invarianten  84S,  ISO,  bei  der 
Formen  Symbolik  3B6. 

Grenzalter,  in  der  Leben  sveraicherung 
860. 

Grenze,  Arithmetik:  -n  für  rationale 
Zahlen  21,  fdr  irrationale  20,  u;  — 
(=  Oretuwert)  einer  Zahlenfolge  68  f. 
[einer  komplexen  1121];  obere,  untere 
—  (limite  sup^rieure,  infiJrieure,  iimite 
superiore,  inferiore)  7ä  u.  in,  —  ev.  =. 
Maximum    resp.  Minimum  {la  limite 


,  1»; 


zweifach  unendlichen  Folge  76;  ^einer 
unendlichen  Reihe  77,  im  [einer  kom- 
plexen 1122],  Unbestimmtheits — n  bei 
Iteihenkonvergenz  89;  Fortnenllieorie: 
obere  u.  untere -nf3rAnzahlii.  Gewicht 
von  Grundformen  347,  865,  von  In- 
varianten 397;  —n  für  lineare  Formen 
687,  fOr  positive  quadratische  697 f.; 
-D  fttr  Gleichungswun.t\n  407.  418; 
WahrecheinUdiixitsrechnung:  Wahr- 
scheinlichkeit fQr  -n  einer  Summe  747, 
von  Wiederholungszahlen  755;  -n  für 
Fehler  774,  777,  für  deren  Potenz- 
summen 781 ;  -n  für  den  Genauigkeits- 
grad statistischer  Ergebnisse  82S. 
!renzelement,vonOTilnungstypenl90, 
irenzgebiet,  zwischen  Konvergenz  u. 
Divergenz  90. 
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Grenzkörper,  eines  regulären  Körpers 
im  B„  631. 

G  re  n  zp  r  o  d  u  k  ti  0  n ,  in  der  Wirtschafts- 
lehre 1117. 

Grenzpunkt,  einer  Menge  189,  höherer 
Ordnung  189. 

gross,  Verhältnisse  -er  Zahlen  durch 
Näherungsbrüche  von  Ketten  brüchen 
approximiert  126,  S79;  Zerlegung  -er 
Zahlen  in  Faktoren  676  t.;  961;  Prü- 
fung -er  Primzahlen  durch  Rechen- 
maschinen 978,  185;  Gesetz  der  -eu 
Zahlen  768,  in  der  Statistik  826  u. 
13;  Funktionen  -er  Zahlen  668 f.;  -e 
Zahlen  in  der  Wirtschaftslehre  1101. 

Grösse,  Arithmetik:  extensive  -n  u. 
ihre  Multiplikation  42,  96  [in  Bez.  zur 
Formentheorie  366] ;  inkommensurable 
-n  20,  SS;  49  f.;  komplexe  -n  148 ff.;  -n- 
paare  149  f.,  reelle  -n  162,  Systeme 
komplexer -n  160  f.,  -n-n-tupel  160 f.; 
-ncharakter  189,  Ton  Mengen  191, 
Erweiterung  des  -nbegriffs  203,  all- 
gemeine -nklassen  203  f. ;  Körper- 
iheorie:  arithmetische  Theorie  der 
algebraischen  -n  248  ff.,  ganze ,  ge- 
brochene —  286  f.;  677  f.;  —  eines 
Fehlers  773.    Unendliche  — ,  s.  das. 

grösser,  -e  Zahl  6  [im  erweiterten  Ge- 
biet 11,  -er  Bruch  20];  —  als  Succes- 
sionsbegriff  66,  bei  transfiniten  Mengen 
189  f.,  von  „Unendlich"  der  Funktionen 
76;  203. 

gros  st,  -er  Fehler  797;  -e  Game  E{x) 
oder  [pc]  von  Zahlen  x  666;  664  f.; 
Entwickelung  in  Kettenbrüche  nach 
-en  Ganzen  126,  376,  130;  Summen 
-er  Ganzen  663 f.;  -es  Gewicht  eines 
Fehlers  788,  von  Unbekannten  787; 
-es  Glied  der  binomischen  Entwicke- 
lung 766;  -e  quadratische  Teuer  von 
Zahlen  667;  -er  Normal- IW^er  einer 
Gruppe  219;  -er  gemeinsamer  Teiler 
(Divisor) :  von  Zahlen  666  f.,  bei  zahlen- 
theoretischen Funktionen  661,  in  Bez. 
zur  Funktion  E{x)  664,  asymptotisch 
behandelt  667;  von  Mengen  186;  von 
ganzen  Funktionen  241,  bei  n  Yaria- 
beln  269,  von  Funktionensystemen 
274 ;  aller  Diskriminanten  von  Körper- 
grössen  293,  der  Koeffizienten  einer 
Körperform  294,  von  Idealen  296, 
Hauptidealen  304, 66,  von  Modulsyste- 
men 301,  ganzer  Funktionen  in  Bez.  zu 

EnoyUop.  d.  math.  Wisieuich.    L 


Modulsystemen  306,  nach  einem  Prim- 
zahlmodul 314,  von  Moduln  308;  von 
Minoren  als  Äquivalenzinvarianten 
331,  in  Bez.  zu  Elementarteilem  381 ; 
682. 

Grund,  Prinzipien  des  mangelnden  u. 
zwingenden  -es  736. 

Grund,  -Eirüieiten  eines  Körpers  683, 
eines  Ringes  687;  -Formen:  invariante 
327,  341  [ausgeartete  336,  Grenzen  für 
deren  Anzahl  u.  Gewicht  347,  366], 
niedrigster  binärer  Formen  361,  i69; 
mit  gegebenen  Zahlwerten  360;  -Glei- 
chwng  einer  bilinearen  Form  171; 
-JieaZ681;  -MOfSsstcibheim  graphischen 
Rechnen,  gleichmässig  geteilt  1008  f., 
logarithmisch  1018  f. ;  -Reihe  einer 
Gruppe  220,  96;  -Symbole  der  Invari- 
anten 364;  -Syzy ganten,  -Syzygien 
der  Invarianten  362. 

Gruppe,  Arithmetik:  -n  von  Einheiten 
6  f.;  geschlossene  -n  von  Zahlen  662; 
-n  von  Reihengliedem  88;  endliche 
kontinuierliche  -n  in  Bez.  zu  kom- 
plexen Grössen  167  f.,  zu  höheren 
176  f. ;  Endliche  diskrete  — :  (permuta- 
zione,  System  koiyugierter  Substitu- 
tionen) 211  u.  88,  Transitivität,  Primi- 
tivität 212,  214,  symmetrische  u.  alter- 
nierende —  213,  lineare  homogene  214, 

—  der  Modulargleichung  216,  224, 127; 
-n  niedrigster  Grade  216,  Isomorphis- 
mus 217,  220;  allgemeine  —  217,  Kom- 
positionsreihe 220,  erzeugende  Opera- 
tionen 221,  Abersche  —  222,  Sylow'- 
sche  Sätze  223;  einfache  —  224,  auf- 
lösbare 226;  Determinante  einer  — 
226;    Formentheorie:   a)   cUgebraische: 

—  von  projektiven  Substitutionen,  in- 
duzierte —  327;  —  der  automorphen 
Substitutionen  einer  Bilinearform,  inte- 
grable  und  nicht  integrable  —  334; 
endliche  -n  u.  deren  volle  Invarianten- 
systeme  336  f.;  624 f.  [allgemeiner 
Satz  346, 188] ;  symmetrische  —  von  4, 
6,  n  Dingen  626,  648,  649,  von  n  Grenz- 
körpem  631 ;  alternierende — von  4, 6, 7, 
n  Dingen  626, 645, 648, 649 ;  Galois'sche 

—  in  Bez.  zu  Formenproblemen  860,  si9; 
643,  78;  —  einer  linearen  Differential- 
gleichung 338;  627;  Hesse'sche  —  389; 
628 ;  Symbole  der  Lie'schen  -ntheorie  in 
der  Formensymbolik  864,  Zusammen- 
setzung 401 ,   a^jungierte  —  402;  -n 

78 
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von  rationalen  Transformationen  872, 
879;  erweiterte  projektive  —  880  f., 
Translations-,  orthogonale,  affine,  pro- 
jektiye  —  in  Bez.  zu  Beziprokunten 
882  f.;  projektive  unter— n  886, 16S  n. 
886 f.;  spezielle  -n  400 f;  unendliche 

—  beimPfaff  *schen  Problem  888,  in  der 
Flächentheorie  886;  b)  arühmetiaehe 
FormmUheofie:  cyklisch-hyperbolische 

—  608,  AbeFsche  —  Ton  Eompositions- 
klassen  609,  611;  724;  Modul-  607, 
Hcard'sche  —  618 ;  Gleidmngslheorie  : 
Galois'sche  —  291 ,  488  f.  [=  —  der 
Affektfimktion  468,  469],  der  Kreistei- 
Inngsgleichung  482, 607  f. ;  algebraische 
— ,  Monodisomie  —  487 ;  transitive,  pri- 
mitive, imprimitive  —  488;  ünte^ — ^n 
der  Gleichongs-  488  f.;  cjklische  —  498 
o.  4M ;  holoedrisch  isomoiphe  -n  492, 494, 
einfache  494,  Zerlegung  der  Gleichungs- 
491  f.,  Faktor-  496,  auflösbare  —  226; 
497 ;  symmetrische  —  499, 604  [von  2, 4, 
6  Dingen  499,  601,  604],  alternierende 

—  604  [von  8, 4, 6  Dingen  499, 601, 618], 
reguläre  —  606,  kommutative  606  f., 
lineare  metacyklische  616;  Körper- 
Ikeorie:  Körper  als  —  286,  zu  einer 
KOrpezgrösse  gehörende  —  290;  — 
einer  Gleichung  291,  symmetrische 
u.  alternierende  —  291,  292;  —  eines 
Galois'schen  Körpers  u.  Unter— n  688; 
Zerlegungs-,  TiUgheits-,  Verz  weigungs- 
690;  —  der  Klassengleichung  726. 
Untergruppe,  s.  das. 

Gruppierung,  künftiger  Todesfälle  904. 

gfinstig,  -e  Fälle  (casus  fertiles,  foe- 
cundi)  785. 

Gunterskale  O^Gunter''),  (im  numeri- 
schen Rechnen)  1064. 


Hadamard,  -scher  Satz  über  Potenz- 
reihen 81,  168;  -sehe  Funktion  660. 

Halbebene,  konforme  Abbildung  auf 
ein  Kreisbogendreieck  886;  524. 

halbkonvergent  (semikonvergent,  de- 
mi-convergent),  -e  Reihen  92, 211, 103  f., 
als  Integrale  linearer  Differentialglei- 
chungen 146,  zu  »77. 

halbsymmetrisch,  -e  Determinante 
87,  48,  bei  rationaler  Darstellung  or- 
thogonaler Substitutionen  828  u.  4i. 

Hamilton, -sehe  Gruppe  228, 117*;  -sches 
Spiel  1090. 


harmonisch,  -e  Reihe  divergent  78  f., 
Wertänderungen  der  -en  Reihe  98. 

Häufigkeit,  relative  —  von  positiven 
u.  negativen  Reihengliedem  98;  — 
eines  Fehlers  7  78,  relative  777 ;  -skurven 
776 ;  relative — von  Beobachtungen  862. 

Häufungsstelle,  einer  Meng^  185, 
einer  Reihe  1122,  9. 

Haupt,  'Art  eines  Köipers  294;  -Axen- 
Problem  der  Kegelschnitte  invariantiv 
880  u.  68 ;  'Axen  der  Wahrscheinlichkeit 
796 ;  'Charaktere  von  Formen  616 ;  -Dia- 
gonaie  einer  Determinante  87,  einer 
unendlichen  148;  -Ewiheit  eines  Sy- 
stems komplexer  Grössen  162,  -Ein- 
heiten eines  solchen  160, 14, 165;  -Fläche 
2.  Grades  in  Bez.  zur  Gleichung  6.  Gra- 
des 589 ;  -Farm  eines  Kettenbruchs  121 ; 
bei  binären  quadratischen  Formen  599; 
beizerfallendeuFormen  688 ;  -Funktion, 
elliptische  in  Bez.  z.  Gleichung  5.  Grades 
542;  hyperelliptische,  bei  Transforma- 
tion hyperelliptischer  Kurven  558;  -Ge- 
eanUheiten^  von  Lebenden  841,  von  Ver- 
storbenen 842;  -GeeMeM,  bei  einer 
AbeFschen  Gruppe  228;  bei  quadra- 
tischen Formen  610 ;  im  Kummer'schen 
Körper  711 ;  -Oleiehung  5.  Grades  588; 
-CRied  einer  Determinante  87,  einer 
unendlichen  141;  -Gr^^^  218,  78; 
'Ideal  eines  Körpers  295;  678;  'Ideal' 
klasse  684;  -Klasse  quadratischer  For- 
men 599;  722;  -£bmp/ea;  eines  Körpers 
693;  -Kanffruemgruppej  bei  endlichen 
Substitutionsgruppen  547 ;  -Näherungs- 
werte der  Farey*schen  Reihe  560 ;  'Beüie 
der  Zusammensetzung  einer  Gruppe 
220,  einer  Gleichungdgruppe  498;  -Re- 
präsentanten einer  Klasse  quadratischer 
Formen  624;  -Resolvente  der  Ikosaeder- 
gleichung  588;  -Subdeterminante  87; 
-  Wert  einer  Amplitude,  eines  Logarith- 
mus 154. 

Heben,  eines  Bruches  20. 

hemimetacyklisch,  -e  Funktion  470. 

Her  mite,  -sehe  quadratische  Farmen,  in 
Bez.  zu  endlichen  Gruppen  841;  582, 
zum  Stürmischen  Satz  427,  arithme- 
tisch 613;  -sehe  adjungierte  Formen 
324,325,18,372;  — (Cayley)sche  auto- 
morphe Transformation  quadratischer 
Formen  328  f.,  833,  -sehe  kontinuier- 
liche Reduktion  solcher  628;  -sehe 
Gleichung  für  grösste  Ganze  665;  -sehe 


herübergenommen  —  identisch 


1155 


Interpolation  803;  -sehe  Particäbruch- 
zerlegung  229, 9, 244 ;  -scher  Beweis  der 
Transzendenz  von  e  670  f. 

herübergenommen,  -e  Formen  342. 

Hesse' sehe  Determinante  44;  =  >sche 
Form  (Hessian)  277  u.  so,  inyariant 
324, 14,  als  Überschiebung  369,  in  Bez. 
zur  Realität  von  Wurzeln  399;  -sehe 
Gruppe  ö,ij  339;  628;  -sehe  Normal- 
form der  temären  kubischen  Form 
369,  sio,  394,  S92,  401,  434. 

hezagonal,  -e  Rechentafeln  1035 f. 

Hilbert,  -sehe  Reduktion  (Endlichkeit) 
unendlicher  Formensysteme  309  f. ;  345 ; 
-scher  Satz  über  irreduzible  Funktionen 
260;  289  u.  14;  -sches  allgemeines  Bezi- 
prozitätsgesetz  696  f. 

Hoffnung,  mathematische  —  einer 
Funktion  861,  9. 

Höhe,  einer  Hadamard'schen  Funktion 
660. 

holoedrisch,  -er  Isomorphismus  von 
Gruppen  217,  in  der  Gleichungstheorie 
492  f.,  Yon  Formenproblemen  360,  919; 
543  f. 

holomorph,  the  — ,  einer  Gruppe  221, 
10s. 

homogen,  Substitution  -er  Ableitungen 
371;  -e  lineare  Differenzengleichung 
932;  -e  ganze  Funktum  (Form):  228, 
256;  322  u.  S;  Resultante  —  248,270, 
Diskriminante  —  251,  275;  Euler'scher 
Satz  281  [in  der  Formentheorie  347, 
146] ;  Logarithmen  -er  Funktionen  prak- 
tisch berechnet  999,  sio;  -e  Transfor- 
mations^ffU23)2>en  u.  Parameter,  in  Bez. 
zu  komplexen  Grössen  176;  lineare 
-e  Gruppe  u.  Untergruppen  215,  216; 
-e  Darstellung  endlicher  binärer  Grup- 
pen 524  f.;  -e  Menge  199;  -e  Variable 
bei  der  Klein'schen  Primform  297. 

homographisch,  -e  Reziprokante  383. 

homomorph,  -er  Isomorphismus  217. 

Homer,  -sehe  Approximation  von  Glei- 
chungswurzeln 409,  486. 

Hurwitz ,  -sehe  Entwickelung  in  Ketten- 
brache  nach  nächsten  Ganzen  126, 376, 
130;  — (Gierster)sche  Klassenzahlrela' 
tionen  732. 

hydrostatisch,  -e  Lösung  von  Glei- 
chungen 1072. 

Hyperbel,  bei  der  graphischen  Auf- 
lösung von  Gleichungen  3.  u.  4.  Grades 
1046  f.   u.  496;    gleichseitige    -n    bei 


Multiplikationstafeln  1029 ;  trinomische 
-n  zur  Lösung  trinomischer  Gleichungen 
1046. 

hyperbolisch,  -e  Antilogariihmen  997, 
828;  Berechnung  -er  Funktionen  durch 
den  Rechenschieber  1064,  sso ;  cyklisch 
-e  Chruppe  603. 

Hyperdeterminante  325,  -nkalkül 
360,  Dififerentialgleichungen  376. 

hyperelliptisch,  Zweiteilung  der  -en 
Fimktionen  in  Bez.  zur  Lösung  einer 
Gleichung  549,  95;  deren  Transforma- 
tion 2.  Ordnung  in  Bez.  zur  Eummer'- 
schen  Fläche  550 ;  Dreiteilung  der  -en 
Funktionen  1,  Ordnung  u.  deren  end- 
liche Gruppen  340,  us;  514 f.,  551  f.; 
-e  Integrale  invariantiv  normiert  347, 
146,  378,  S21;  automorphe  Transforma- 
tion der  -en  Kurven  552;  Differential- 
gleichungen der  -en  Theta's  invariantiv 
397. 

hypergeometrisch,  algebraische  In- 
tegrierbarkeit  der  -en  Differential- 
gleichwfig  in  Bez.  zu  endlichen  Grup- 
pen 336;  524;  Lösung  der  Gleichung 
5.  Grades  durch  -e  Funktionen  542; 
-e  Reihe  137  [verallgemeinert  483,  für 
komplexe  Elemente  137],  Konvergenz 
79,  159,  ihr  Eettenbruch  137  u.  483;  -e 
Reihe  in  der  Lebensversicherung  878; 
endliche  -e  Reihe,  invariantiv  370. 

hyperprimär,  -e  Zahl,  -es  Ideal  697. 

hypoab^lien,  groupe  —  216,  66. 

Hypothese,  in  der  Wahrscheinlichkeits- 
rechnung 759  u.  138  [in  Anwendung 
auf  Statistik  822 f.,  auf  Lebensver- 
sicherung 859  f.]. 

hypothetisch,  -e  Bilanzmethode  894  u. 

189. 


ideal,  -e  (Kummer'sche)  Zahlen  700 f., 
in  Bez.  zur  Formensymbolik  362. 

Ideal, einesEörpers 295 f. ;  678 f. ;  Haupt- 
678 ;  Zerlegung  in  Prim— e,  -Teiler  295 ; 
679;  -Quotient  683;  —  eines  Ringes 
687,  ambiges  692 ;  -Klassen  684,  deren 
Darstellung  durch  Multiplikation  684. 

ideell,  -e  Generation  in  der  Statistik 
845. 

identisch,  -e  Gleichung  9;  -e  Substi- 
tution 210;  488;  -e  Substitutionen  in 
der  Formentheorie  829  f.;  -e  Umfor- 
mung von  Invarianten  363;  -es  Ver- 

73  ♦ 
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Identität  —  integrierbar 


schujinden  einer  ganzen  Funktion  232, 
267,  der  Eliminante  267,  der  Fnnktio- 
naldeterminante  275,  von  Eovarianten 
886. 

Identität,  -en  zwischen  Überschiebun- 
gen 852,  symbolische  -en  zwischen  In- 
yarianten  863. 

idonei,  numeri  —  576. 

IkoBaeder,-^ormS87,  91;  524f.;  'Ölet- 
chttng  887,  als  Besolvente  der  Gleichung 
5.  Grades  513,  587  f.;  -Gruppe  887  f.; 
524  f.,  temäre  528,540;  -IrraHanaUtät 
587  f.;  'Problem  860,  219;  -Spiel  1090. 

imaginär,  -er  Bestandteil  einer  kom- 
plexen Grösse  158 ;  -e  Einheit  149  u.  8> 
150, 153,  als  reell  veränderliche  Grösse 
58, 42 ;  152 ;  rein  -e  Grösse  158 ;  -e  Punkte 
einer  Geraden  157,  einer  Ebene  158; 
-e  Transformationen  von  Gruppen  157  f. ; 
-e  Zahl  148. 

Imaginäre,  Galois'sche,  s.  das. 

imprimitiv,  -e  Gruppe  (permutazione 
composta  di  2*  specie,  gruppo  a  lettere 
congiunte,  complesso,  fonction  transi- 
tive complexe,  systäme  secondaire, 
grouped  group)  212  u.  S9,  einer  Glei- 
chung 488;  -er  Körper  289. 

Imprimitivität, Faktoren  der — 212,89. 

indefinit,  -e  quadratische  Form  828, 
87,  Reduktion  der  binären  560;  597. 

Index,  erster,  zweiter  —  der  Elemente 
einer  Determinante  87,  einer  unend- 
lichen 143;  —  einer  quadratischen 
Form  697,  622 ;  — ■  einer  Gruppe^  Unter- 
gruppe 212;  491;  —  einer  Kongruenz 
[-System]  662;  -Komplex  663;  —  (in- 
dicateur,  rapporteur)  einer  hexago- 
nalen  Rechenta/eZ  1036  u.  455,  in  der 
Nomographie  überhaupt  1062  u   626. 

Indices,  bei  der  Darstellung  von  Sub- 
stitutionen 211,  Galois'sche,  s.  das. 

indicatrice,  fonction  —  (der  analy- 
tischen Zahlentheorie)  652. 

Indifferenzkurven,  der  Wirtschafbs- 
lehre  1108  u.  35, 

indirekt,  -e  Operationen  der  Arith- 
metik 8,  18. 

Individuen  (Indi  vidualbeobachtungen), 
der  Statistik  829,  der  Lebensversiche- 
rung 860  f. 

Indivisibilien  64. 

induziert,   -e  Gruppe  in  der  Formen 
theorie  327;  -e  Differentialprozesse  in 
der  Formentheorie  372. 


infinitär,  -e  Pantachie  75;  204. 

Infinitärkalkül  75u.  186;203. 

infinitesimal,  -e  projektive  Substitu- 
tionen 834,  77,  357,  877,  orthogonale 
333,  7;  -e  Änderungen  von  Koeffizien- 
ten 877;  -e  Transformationen  einer 
endlichen  kontinuierlichen  Gruppe  in 
Bez.  zur  Formentheorie  402. 

Infinitesimalrechnung,  in  der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung  754  u. 
108.    S.  stetig. 

Inflexionspunkt,  s.  Wendepunkt. 

Inhalt,  —  einer  algebraischen  Form^ 
-sgleiche  Formen  (Körpertheorie)  686; 

—  einer  Mannigfaltigkeit  (Wahrschein- 
lichkeitsrechnung) 753 ;  —  einer  Menge 
200,  innerer,  äusserer  201;  —  eines 
Tetraeders  bei  Kollineation  388;  -sde- 
rechnung  für  Zylinder,  Kugeln  etc., 
durch  den  Rechenschieber  1057,  544. 

Inhärenz,  einer  Menge  199,  totale  199. 

inkommensurabel,  Verhältnisse  -er 
Strecken  als  Irrationalitäten  20, 2S;  49. 

inkongruent,  -e  Lösungen,  von  Kon- 
gruenzen 585,  590;  624. 

integrabel,  -e  u.  nicht-e  Gruppen  von 
Substitutionen  834. 

Integral,  Existenz  des  bestimmten  -s 
65 ;  bestimmte  -e  bei  Gauss'schen  Sum- 
men 648;  Approximation  bestimmter 
-e  103  f.;  811;  924,  Yon  fe-^dt  104; 
775  [Euler'sche  Summenformel, 
8.  das.J;  Konvergenz  eines  -s  u.  einer 
Reihe  82;  Entwickelung  in  halbkon- 
vergente Reihen  104,  146,  zu  277, 
in  unendliche  Determinanten  142; 
Cauchy'sches  —  418;  640;  numerisches 

—  660;  -Gleichung  für  Quotienten  von 
Lösungen  linearer  Differentialglei- 
chungen 338;  527.  Spezielle  -e,  wie 
AbeTsche,  algebraische,  ellip- 
tische,  hyperelliptische,  s.  das. 

Integralinvariante  346,  ui. 
Integration,  -sprozesse  beim  Endlich- 
keitsproblem der  Invarianten  346,  ui; 

—  von  Differentialinvarianten  882;  — 
einer  Differenzengleichung  748;  931  f; 
mechanische  —  281;  811,  in  Bez.  zur 
Formentheorie  856,  194 ;  rationale  — 
in  Bez.  zu  Klassenanzahlen  647.  S.  In- 
tegral. 

integrierbar,  -e  Menge  200;  alge- 
braisch -e  lineare  Differentialglei- 
chungen, s.  algebraisch. 
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Integritätsbereich  286;  687,  von  In- 
varianten 341,  120. 

Interpolation,  von  n!  103  u.  S7S,  112; 
756  u.  118;  931,  analytischer  Fakul- 
täten 118;  —  einer  ganzen  Funktion 
229,  in  die  Mitte  280,  231,  einer  ratio- 
nalen Funktion  230,  bei  n  Variabein 
268,  4,  269,  278  f.;  —  systematisch 
800 ff.;  'Sformel  800;  Ausgleichung 
durch  —  230,  800*;  parabolische  — 
801,  Newton'sche  Formel  229;  801, 
804;  922  [Restglied  923],  Lagrange- 
sche 229;  801  f.;  —  durch  eine  ratio- 
nale Funktion  (Cauchy'sche)  230;  803; 
andere  -en  806  f. ;  —  bei  aquidistan- 
ten  Argumenten  230;  806  f.,  in  die 
Mitte  807,  810,  Stirling'sche  Formel 
809;  —  nach  vorwärts,  rückwärts  807; 
mechanische  Differentiation  u.  Qua- 
dratur 231;  811,  in  Bez.  zur  Formen- 
theorie 366, 194;  —  bei  Tafeln  812,  bei 
Logarithmentafeln  923,  987  f.,  992;  — 
durch  periodische  Reihen  816,  durch 
Exponentialfunktionen  818;  —  bei  2 
Yariabeln  819;  allgemeine  —  nach 
Cauchy817,  nach  Tschebyscheff  819; 

—  in  der  Statistik  846 ;  in  der  Lebens- 
versicherung 869  f.,  872;  —  nskch  Augen- 
tnass  (Nomographie)  1029,  488. 

interpolatorisch,  -e  Darstellung  der 
Resultante  247;  -e  Aufstellung  von 
Fehlergesetzen  776. 

intransitiv,  -e  Gruppe  (permntazione 
composta  di  1^  specie)  212  u  88. 

Invalide,  in  der  Statistik  846 f. 

Invalidität,  u.  -stafeln,  -swahrschein- 
lichkeit  846 f.;  -skraft (intensität)  849; 
-skoeffizient  861. 

invariant,  Gebiete  von  -em  Realitäts- 
charakter bei  Gleichungen  262;  -e 
Operationen  einer  Gruppe  617;  -e  Un- 
tergruppe 219,  der  Gleichungsgruppe 
492  f.,  617.    S.  Invariante. 

Invariante:  Definition  823 f.,  Stufen 
des  Begriffes  326 ;  absolute,  relative  — 
326,  327,  386;  —  als  Aggregat  symboli- 
scher Produkte  326, 360  f. ;  irrationale  — 
326,  861, 169,  368  f.;  Diskriminante  als 

—  322  f. ;  Funktionaldeterminante  als 

—  bei  beliebigen  Transformationen 
328,  6 ;  Äquivalenz-n  330  f. ;  -n  end- 
licher Substitutionsgruppen  336  f.,  346, 
188 ;  624  f. ;  Endlichkeit  von  -nsystemen 
800 f.,  341  f.;   assoziierte  u.  typische 


Darstellung  847 f.,  kanonische  366 f.; 
Syzygien  860  f. ;  abzählende  Richtung 
353  f. ;  Umkehrfragen  368  f. ;  Symbolik 
u.  Graphik  860 f.;  bilineare  —  868; 
-nprozesse  328,  861  f.,  866 f.,  Reihen- 
entwickelung 873  f. ;  -n  bei  höheren 
Transformationen  318,  378 f.;  Semin- 
varianten  386 f.;  466,  Reziprokanten 
880 f.;  -n  der  Erümmun^stheorie  383 f.; 
Eombinantea  u.  Ap)larität  390  f;  Re- 
sultante u.  Diskriminante  248 f.,  271  f.; 
895 f.;  Realitätsfragen  899 f.;  spezielle 
-n  337  f.,  847,  146,361,  16»,  401  f.;  629, 
83,  86 ;  -nüieoretische  Auflösung  der 
Gleichungen  3.  u  4.  Grades  861  u.  169, 
6.  Grades  849,  860  n.  ai9;  636,  61,  637 
u.  69;  -n  elliptischer  Funktionen  610; 
721,  singulare  722;  Elassen-n  722,  729; 
rationale  -n  des  elliptischen  Integrals 
642;  -n  eines  Moduls  690;  arithme- 
tische —  einer  binären  quadratischen 
Form  699,  desgl.  -n  einer  bilinearen 
612,  einer  kubischen  630,  einer  be- 
liebigen 369;  638. 

invers,  -es  Chruppenelement  218;  -er 
Ordnungstypus  190;  -e  Suhaütution 
210,  in  der  Formentheorie  326. 

Inversion,  Arithmetik :  kombinatorische 
—  30;  —  bei  der  Division  komplexer 
Grössen  166;  Formentheoriei  -sgruppe 
324, 18,  in  Bez.  zum  Apollonischen  Pro- 
blem 387,  868;  —  als  involutorische 
Operation  626;  -en  beim  Boss-Puzzle- 
Spiel  1088. 

Involution,  binäre  —  in  Bez.  zu  Um- 
kehrfragen   869,    kubische    —    401, 

484. 

involutorisch,  rationale  Darstellung 
-er  Substitutionen  829,  48;  623;  Inver- 
sion als  -e  Operation  626. 

i  r  r  at  i  0  n  al,  Arithmetik :  -e  Zahlen  alsVer- 
hältnisse  inkommensurabler  Strecken 
20  u.  88;  49 f.,  arithmetisch  63 f.,  for- 
male Darstellungen  64,  69 f.;  gewisse 
Reihen  u.  Produkte  sind  —  61  f.; 
Zuordnung  der  -en  Zahlen  zweier  Eon- 
tinua  187,  i8;  Formentheorie:  -e  Inva- 
rianten 326,  bei  der  Auflösung  von 
Gleichungen  361  u.  169,  in  Bez.  zur 
Eanonisierung  u.  zu  ümkehrfragen 
868 f.,  zu  Eombinanten  892 f.,  zu  el- 
liptischen u.  AbePschen  Funktionen 
360,  zu  Simultaninvarianten  862,  888; 
-e  Zahlen  in  der  an(ilyiischen  Zahkn" 
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ffteorie  667 f.,  e  o.  «  find  —  60;  669. 
Adjanktion,  s.  das. 

irreducibilig,  casns  —  der  kubischen 
Gleiohnng  617  f. 

irreduzibel,  Arühmetik:  N&herangs- 
brfiche  Ton  Kettenbrfichen  sind  —  126, 
S7S;  -es  Sjstem  komplexer  GhrOssen  164, 
reell  -es  164,  -e  Teilsysteme  166;  Glei- 
(Shungs-  u.  Kßrperihearie:  ganze  Funk- 
tion (Gleichung)  —  SS8f.,  268 f.,  286 f.; 
481,  Sjstem  yon  Funktionen  278  f.,  2881 
Zerlegung  in  -e  Faktoren  239, 269;  481* 
486  [in  Bez.  zur  transitiven  Gruppe 
487];  -e  EOrperform  296;  -e  Modul- 
systeme u.  Gleichungssysteme  804;  -e 
Kongruenzen  246;  Resultante  ist  — 
248, 271 ;  -e  Funktion  nach  einem  Prim- 
zahlmodul 674;  Sjreisteilungsgleichung 
ist  —  240 ;  607 ;  700 ;  Klassengleichung 
ist  —  724 f.;  IfwarianterUheorie:  -e  In- 
varianten  364,  SeminTarianten  366, 
866;  Anzahlen  -er  Invarianten  364; 
-e  Syzygien  312,  362. 

Irregularit&t,  der  Determinante  einer 
binftien  quadratischen  Form,  ihr  -sez- 
ponent  611. 

isobar,  -e  Funktion  388  u.  ass;  466; 
Livariante  ist  —  376,  desgl.  Semin- 
▼ariante,  Beziprokante  381  f.;  -e  For- 
men Ton  Ableitungen  370;  Besultante, 
Diskriminante  sind  —  248,  261. 

isomorph,  -e  Gruppe  217,  mit  sich 
selbst  -e  220;  holoedrisch  -e  Gruppen 
in  der  Gleichungstbeorie  492 f.;  -e 
Formenprobleme  bei  der  Auflösung 
von  Gleichungen  360,  2i9;  648  f. 

Isolieren,  eines  Summanden  9,  eines 
Faktors  17. 

isoliert,  -er  Punkt  einer  Menge,  -e 
Menge  196. 

isopleth,  -e  geometrische  Elemente 
1026  u.  410,  bei  Kartesischen  Tafeln 
(Isopl^the,  courbe  d'ägal  ^I^ment, 
courbe  cotäe)  1028  u.  au. 

iteriert,  -e  Logarithmen  u.  Exponen- 
tialgrOssen  76,  bei  der  Beihenkonver- 
genz  86  [bei  komplexen  Elementen 
1124]. 

J  a  c  0  b  i ,  -sehe  Determinante  (Funktional- 
determinante, Jacobian)  44,  bei  gan- 
zen Funktionen  274  f ,  invariante  Eigen- 
schaften 823,  6,  351,  390  U.  S69*;  -sche 
(Theta)FunÄ:^»Ofien  als  Produkte  u. 
Beihen  117 ;  -sche  elliptische  ^Mbtume» 


in  Bez.  zu  komplexer  Multiplikation 
721  f.,  729;  -sehe  FwikHonen  3.  Ord- 
nung in  Bei.  zu  endlichen  Gm^Mn 
340;  -sche  Ghithumgm  613, 634f ,  645; 
-sche  BedmkHon  quadratisdier  Formen 
332,  60;  696;  -sehe  Bedutierte  (anih- 
metisch)  699. 

Jerrard,  -sche  Form  der  Gleichung  6. 
Grades  379;  616 u.  iti;  633;  s.  Bring. 

Josephsspiel  1088  £ 

¥•) 

kanonisch,  -e  Grestalt  einer  Biemann*- 
scheu  J7&ft6  297;  Fortnen:  -e  Gestalt 
quadratischer  u.  bilinearer  Formen 
327  f. ;  691  f.,  von  Scharen  solcher  331  f. ; 
692;  bin&rer  Formen  349  f.,  höherer 
366 f.,  in  Bez.  zu  Kombinaaten  392 f.; 
-e  Nullformen  von  Invarianten  300; 
-e  Gestalt  elliptisdier  u.  hyperellip- 
tischer Integrale  347  u.  i4t,  360, 360; 
-e  Form  einer  eintypigen  symmetrischen 
Funktion  von  mehreren  GrOssenreihen 
479;  -e  Form  einer  Klasse  quadra- 
tischer Formen  624. 

Kanonizante  (Formentheorie)  366,  is«, 
367. 

Kapital,  -Versicherung  879,  reduziertes 

—  882,  -Deckungsverfahren  896. 
Kardinalzahl,  66,  ss,  der  Mengenlehre 

188. 

Kartenmischen  1090f. 

kartesisch,  -e  Bechentafeln  1028f.;  -e 
Koordinaten,  s.  das. 

Katalektikante  (Formentheorie)  366, 
194,  367. 

kaufmännisch,  -e  Pr&mienreserve  886, 
897. 

Kegel^  Doppel—  bei  birationaler  Trans- 
formation 664. 

Kegelschnitt,  Hauptaxenproblem  der 
-e  invariantiv  330,  6S,  Apolarit&t  der 
-e  893  f;  -e  beim  graphischen  Bech- 
nen  1013  u.  S77,  1038,  1045  f.  u.  496. 
S.  auch  quadratische  Fonn. 

Keim  (germ),  einer  Seminvariante  387. 

Kennziffer,  in  Logarithmentafeln  986. 

Kern,  von  Zahlen  (Dedekind)  681;  — 
einer  Zahl  (Minkowski)  621. 

Kette,  beim  Zuordnen  von  Zahlen  2,  s; 

—  von  Gleichungen  an  Stelle  einer 
ursprünglichen  (Gruppentheorie)  498, 
desgl.  von  linearen  (Graphik)  1011, 967. 

^  S.  auch  unter  C. 


Eettenbruchdetenninante  —  kleinst 
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Kettenbruchdeterminante  (Eonti- 
nuante)  44;  123,  S67. 

Eettenbrüche,  allgemeine  Eigen- 
schaften 118 f.,  regelmässige  —  119, 
837,126;  Symbole  119,  122;  669,  Teil- 
brüche, Teilzähler,  Teilnenner  120 f.; 
669  [arithmetische  Reihen  von  letzte- 
ren 136,  418;  669],  Berechnung  und  be- 
sondere Gestalten  121  f.,  Näherungs- 
brüche 122 f.;  669;  geometrische  Dar- 
stellungen 124,868;  Konvergenz  a  Di- 
vergenz unendlicher  —  126  f.  [kom- 
plexer 1127],  periodische  —  130  f.; 
668  f.  [komplexe  1128];  algebraische 
—  136  f.  [komplexe  1128];  Transforma- 
tion in  Reihen  u.  umg.  („Kettenbruch- 
transf/*)  133 f.,  in  Potenzreihen  186, 
Zuordnung  von  -n  u.  divergenten 
Reihen  109;  aufsteigende  —  140;  Eni- 
Wickelung  in  -e:  von  Irrationalzahlen 
69 f.;  667 f.  [von  Quadratwurzeln  60], 
von  tgo;,  etc.  186;  669,  von  Integralen 

104  u.  878,  110,  2M,  von  /e—'* dt  776; 

einer  rationalen  Funktion  242,  einer 
Gleichungswurzel  438,  von  Lösungen  li- 
nearer Kongruenzen  u.  diophantischer 
Gleichungen  668 f.,  686 f.;  bei  Reduk- 
tion quadratischer  Formen  auf  Quadrat- 
summen 699,  von  Lösungen  der  Pell'- 
schen  Gleichung  600  f.,  bei  Äquivalenz 
binärer  quadratischer  Formen  606  f. 

Kirkm  an ,  -sches  Schulmädchenproblem 
88;  -sches  Problem  für  mehrwertige 
Funktionen  469. 

Klammer,  -Regeln  der  Arithmetik  10  u. 
16,18;  Gauss'sche  (Euler- Möbius^sche) 
-n  für  Kettenbrüche  122;  669;  -Am- 
dracA;  (-Prozess)  der  Formentheorie  876, 
bei  den  Differentialgleichungen  der 
Invarianten  377,  bei  Polarenprozessen 
367;  'Faktor,  in  der  Formensymbolik 
363,  bei  Übertragungsprinzipien  363, 
bei  der  Faltung  368. 

Klasse,  AHthmetik :  bei  Kombinationen 
u.  Variationen  29  f.,  bei  Elementreihen 
34;  Komplexionen  erster,  zweiter  — 
30,  -n  von  Komplexionen  zu  bestimm- 
tem Produkt  32;  zwei  -n  der  Punkte 
einer  Geraden  63, 16;  201  u.  84,  208  f.; 
-n  von  Ordnungstypen  190 ;  erste  Zahl- 
192,  zweite  192, 193,  dritte  196,  50;  all- 
gemeinere Grössen-n  203,  206  f. ;  For- 
mentheorie:   a)  algebraische:  —  einer 


Form  322 ;  zwei  -n  von  projektiven  Sub- 
stitutionen 334,  9,  von  orthogonalen 
333,  71;  -n  von  Formen  beim  Endlich- 
keitsproblem 342 ;  von  Formen  mit  ge- 
gebenen Invarianten  369;  von  ausge- 
arteten Formen  379 ;  -nformen  bei  Kom- 
binanten  391;  b)  arithmetische:  -n  u. 
-nanzahlen  äquivalenter  Linearsysteme 
689,  von  Bilinearformen  692,  binärer 
quadratischer  Formen  699  f.  [geome- 
trisch 606],  von  Dirichlet'schen  611,  bi- 
närer bilinearer  Formen  612,  von  Zahl- 
dar8tellungen603  f. ;  -nkomposition  609 ; 
724 ;  -n  u.  -nanzahlen  eines  Geschlechts 
610  f.,  bei  ternären  quadratischen 
Formen  617,  bei  n  Variabein  623, 627  f., 
bei  binären  Formen  »!*•"  Grades  630, 
bei  der  Kreisteilungsf^rm  631,  bei 
beliebigen  Formen  633 ;  —  einer  Gruppe 
214;  Körpertheorie:  -n  von  Zahlen  nach 
einem  Modul  308 ;  -n  algebraischer  Ge- 
bilde 318 ;  -nzahl  u.  -nkörper  eines  ima- 
ginären quadratischenZahlkörpers  296 ; 
696;  723;  -n  u.  -nanzahlen  von  Idealen 
684,  von  Formen,  Ringen  687,  von  Mo- 
duln 688 ;  Potenz  einer  —  692,  ambige 
—  692 ;  -n  von  Kreiskörpem  706, 
-nkörper  694;  komplexe  MtUtiplikcUkm: 
•nin  Varianten  722, 729  [in  verschiedenen 
Ordnungen  723^  periodische  Kette  726], 
-enkörper  723 f.,  -ngleichung  723 f., 
-nzahlrelationen  731;  Zahlentheorie:  — 
von  Resten  661 ;  -n  kongruenter  ganzer ' 
Funktionen  674;  -n  binärer  quadra- 
tischer Formen  in  Bez.  zu  Gauss*  sehen 
Sunmien  644  f.,  in  einem  Geschlechte 
647 f.;  Gesamtzahlen  von  -n667;  mitt- 
lere -nanzahlen  662,  Mittelwerte  von 
solchen  666. 

Klein,  -Riemann*sche  Fläche  339,  i06; 
-BchesFormenproblem,  8.da8.;-sche 
binäre  endliche  Chruppen  337;  624 f.; 
-sehe  Ikosaedertheorie  337;  626,  637 f.; 
-sehe  (transzendente)  Primform  297. 

kleiner,  -e  Zahl  6  [im  erweiterten  Ge- 
biet 11,  -er  Bruch  20] ; — als  Successions- 
begriff  66,  bei  transfiniten  Mengen 
189,  191. 

kleinst,  -e  Systeme  von  Grundformen 
342;  -e  transfinite  Kardinalzahl  189; 
MeÜiode  der  -en  Quadrate  770  f.  [in 
Bez.  zur  Interpolation  820,  -er  mitt- 
lerer Fehler  783,  787] ;  -es  gemeinsame 
Vielfache    (Multiplum):    von    Zahlen 
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Knotenpunkt  —  komplex 


557,  von  ganzen  Funktionen  in  Bez.  zur 
Resultante  249,  von  Modulsjstemen 
302,  von  Moduln  308. 

Knotenpunkt,  Gleichung  der  16  -e 
der  Kummer^Bchen  Fläche  519;  551. 

koaxial,  -e  Determinantenminoren  42. 

Koeffizient  15;  Methode  der  unbe- 
stimmten -en  141, 4S9;  -en  einer  ganzen 
Funktion  228, 256,  -en  u.  symmetrische 
Funktionen  der  Wurzeln  238;  -ensystem 
(Matrix)  582;  komplexe  -en,  s.  kom- 
plex; infinitesimale  Änderungen  von 
-en,  8.  infinitesimal. 

kogredient,  -e  Isomorphisfnen  einer 
Gruppe  mit  sich  220;  -e  Variahehi- 
reihen  325  u.  19 ;  593,  beim  Endlich- 
keitsproblem der  Invarianten  343;  -e 
Differentiationssymbole  371  f.,  in  der 
Flächentheorie  385. 

Kohärenz,  einer  Menge  198. 

Kollineation,  automorphe  -en  einer 
Fläche  2.  Ordnung  in  Bez.  zu  Qua- 
temionen  178;  -en  der  Ebene  in  Bez. 
zu  irrationalen  Formen  860;  —  einer 
graphischen  Rechentafel  1041,  480; 
'Bgruppe^  isomorph  mit  einer  Galois'- 
schen  360, 9i9 ;  543, 78 ;  e  n  d  1  i  c  h  e,  s.  das. 
8.  auch  projektiv,  Projektivität. 

Kologarithmus  986  u.  987. 

Kolonnen,  einer  Determinante  37,  einer 
unendlichen  148. 

Kombinanten,  326,  systematisch  u.  in 
Bez.  zur  Apolarität  390  f.  [Semi-  326, 
14,  390],  Endlichkeit  342,  typische  Dar- 
stellung 350,  symbolische  364  u.  237; 
—  in  Bez.  zum  Aronhold'schen  Prozess 
366,  bei  höheren  Transformationen  378, 
bei  Resultanten  389,  423*. 

Kombination,  -en  29,  Summe  von 
-en  in  der  Ausgleichungsrechnung 
802;  -en  mit  beschränkter  Stellen- 
besetzung 33,  zu  bestimmter  Summe 
[resp.  Produkt]  32;  -en  in  der  analy- 
tischen Zahlentheorie  642 ;  —  disjunk- 
tiver Urteile  741 ;  wahrscheinlichste  — 
von  Wiederholungszahlen  756. 

Kombinatorik  29 f,  Anwendimgen 
35  f.,  in  der  Wahrscheinlichkeitsrech- 
nung 738. 

kombinatorisch,  -e  Summen  symme- 
trischer Funktionen  464;  -e  Produkte 
Grassmann's  42,  96;  -e  Gleichwertig- 
keit von  Fällen  737 ;  -e  Analysis  639  f. 

kombiniert,  -e  Formensysteme  342. 


Komma,  Dezimal-  21. 

kommensurabel,  -e  u.  in — e  Strecken 
20,93;  49  f. 

kommutativ,-e8(Kommutations)Ge- 
setz  der  Addition  u.  Multiplikation  7  u. 
11, 15,  bei  Grössenpaaren  151  [der  Mul- 
tiplikation nur  bei  gewissen  Grössen- 
n-tupeln  160,  172;  in  Bez.  zu  Modal- 
systemen 307] ;  bei  Mächtigkeiten  189 ; 
Substitutionen  im  allg.  nicht-  210,  218; 
-e  Gleichungsgruppe  606  f. 

Kommutator,  von  zwei  Substitutionen 
210,  10. 

komplementär,  -e Minoren  37 ;  392 ; -e 
Teuer  556;  -e  Multiplikation  u.  Divi- 
sion 942. 

komplex,  Arithmetik:  -e  Grössen  148 f, 
höhere  150,  als  Grössen-n-tupel  160; 
Reduzibüität  162 f.,  Beziehungen  zu 
bilinearen  Formen  168  f. ;  333,  zu  Trans- 
formationsgruppen 175;  Klassifikation 

180,  Funktionen-  u.  Zahlentheorie 
höherer  -er  Grössen  182;  unendliche 
Reihen  mit  -en  Gliedern  80, 16I,  95, 991, 
137;  1122  f.;  desgl.  Produkte  114,  su; 
1126;  desgl.  Kettenbrache  124, 129,  S89, 

181,  395;  1127;  desgl.  Determinanten 
1121, 1;  Formeniheorie:  a)  algebraische: 
-e  Koeffizienten  u.  Variable  bei  bilinea- 
ren Formen  330,53,  bei  binären  337, 
93,  bei  höheren  409, 429;  -e  Zahlsysteme 
formentheoretisch  333,70,  in  Bez.  zum 
Endlichkeitsproblem  344, 1S8 ;  -es  Dop- 
pelverhältnis 400;  b)  arithmetische:  -e 
binäre  quadratische  Formen  611  f ,  648, 
bilineare  613,  temäre  622,  bei  n 
Variabein  629;  Gleichungstheorie:  -e 
Wurzeln  233,  Anzahlen  solcher  416; 
Graphik:  Additionslogarithmen  -er 
Grössen  444,  40,  1001,  1023,  402,  gra- 
phische Berechnung  ganzer  Funktionen 
u.  Lösung  von  Gleichungen  mit  -en 
Wurzeln  resp.  Koeffizienten  1012  f  [bei 
logarithmischem  Massstab  1022],  nach 
der  Methode  der  fluchtrechten  Punkte 
1041,  480  [spez.  trinomischer  Gleichun- 
gen 1050],  durch  Rechenmaschinen 
1070;  Rechenschieber  för  -e  Grössen 
1065, 586;  Gntppenihearie:  lineare  Sub- 
stitutionsgruppen einer  -en  Variabein 
221;  -e  Multiplikation  695  u.  S4,  696 ff.; 
Zahlen  theorie :  Dirichlet^sche  Reihen  mit 
-en  Elementen  642,  desgl.  arithme- 
tische Progressionen  643, 11,  asympto- 
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tische  Ausdrücke  für  Primzahlen  668, 
mittlere  Funktionswerte  664,  67;  -e 
Integration  bei  Gauss^schen  Summen 
646,  bei  Transzendenz  von  le  672; 
Funktion  [x]  für  -es  x  656,  90. 

Komplex,  von  Indices  bei  Kongruenzen 
568 ;  — e  eines  Körpers  692,  Haupt-  693. 

Komplexionen  29,  erster,  zweiter 
Klasse  80. 

Komponenten,  eines  Grössen-n-tupels 
160. 

Komposition^  binärer  quadratischer 
Formen  608  f.,  in  Bez.  zur  komplexen 
Multiplikation  724 ;  temärer  kubischer 
zerfallender  Formen  632;  —  von  Ma- 
triees  u.  Determinanten  40,  von  unend- 
lichen Determinanten  145,  von  Ma- 
trices  u.  bilinearen  Formen  169  u.  i9; 
—  von  Elementen  einer  Gruppe  218 
[-sreihe  220];  einfacher  Aberscher 
Gruppen  507,  82;  —  bei  der  Farey'- 
schen  Beihe  559. 

Konchoide,  parabolische  —  zur  graphi- 
schen Lösung  von  Gleichungen  5.  u. 
6.  Grades  1014,  S77. 

Konfiguration,  Kummer'sche  —  u. 
deren  Gruppe  339, 105,  Desargues^sche 
in  Bez.  zur  Gleichung  5.  Grades  859, 
Sit;  geometrische  -en  der  Gleichungs- 
theorie 520,  in  Bez.  zu  Kollineations- 
gruppen  550. 

konform,  -e  Abbildung  s.  das. 

Kongruenz,  von  Zählen  561,  lineare 
563,  589  [bei  Äquivalenz  binilrer  qua- 
dratischer Formen  608,  zur  Beseitigung 
der  negativen  und  gebrochenen  Zahlen 
58  U.4S,  mod.  t'-f  1 58  u.48;  152,  zur  Dar- 
stellung von  Substitutionen  211],  bino- 
mische 568,  quadratische  573;  624,  n^^ 
Grades  625,89 ; — ganeerFunktionen24c4c ; 
578  [in  Bez.  zum  Fundamentalsatz  der 
Algebra  287];  Körpertheorie:  -Körper 
286;  —  nach  Körpermoduln  298,  nach 
Modulsystemen  801  [von  zwei  Linear- 
formen 585],  nach  Dedekind^schen 
Moduln  308,  nach  Primzahlmoduln  815« 
nach  einem  Doppelmodul  574 f.;  —  von 
zwei  quadratischen  Formen  in  n  Va- 
riabeln  628;  —  nach  einem  Ideal  678; 
Haupt — gruppe,  bei  endlichen  Sub- 
stitutionsgruppen  547. 

Königsberg,  -er  Brückenspiel  1089 f. 

Konjekturalberechnungen,  stati- 
stiflche  —  825. 


konjugiert,  -e  Formen  357,  891  u.  978; 
-e  Glieder  bei  symmetrischen  Funk- 
tionen 461;  -er  Kettenbruch  1128;  — 
komplexe  (imaginäre)  Grössen  158, 
Wurzeln  einer  Gleichung  233 ;  -e  Kon- 
nexe 875;  -e  Grössen  u.  Körper  288; 
676,  -e  Formen  294;  685;  -e  einer  Glei- 
chungswurzel 493;  relativ  -e  Klassen 
692,  Komplexe  698;  -e  Punkte  bez. 
eines  Normkegelschnitts  894;  System 
-er  Substitutionen  212,  S8;  -e  Substitu- 
tionen innerhalb  einer  Gruppe  218; 
-e  Gattungen  rationaler  Funktionen 
218,  78. 

konkav,  nirgends  -er  Körper  (Zahlen- 
theorie) 587. 

Konkomitante  (Komitante)  325  u. 
9t*,  tt^  s.  Invariante;  arithmetische 
-n  einer  Bilinearform  594. 

Konnex,  -e  der  Formen theorie  in  Bez. 
zum  Evektantenprozess  872,  Reihen- 
entwickelungen, Normal-,  Elementar- 
374. 

konstant,  -e  Wahrscheinlichkeiten 
einer  Beobachtungsreihe  755;  -es  Ge- 
wicht, 8.  Isobarismus. 

Konstanten,  einer  ganzen  Funktion 
228,  256  [-Abzahlungen  256,  261]. 

Konstruierbarkeit,  von  Irrationali- 
täten mit  Zirkel  u.  Lineal  49;  518; 
1007,  966,  mit  Lineal  und  festen  Kurven 
(in  der  Nomographie)  1085  f.  ^  1088  f. 

Kontinuante  (Kettenbruchdetermi- 
nante)  44;  123,  957. 

kontinuierlich,  endliche  -e  Gruppen, 
s.  endlich,  Transformations- 
gruppe; -e  (Hermite^sche)  Reduktion 
quadratischer  Formen  616,  628;  -e 
Leibrente  877  u.  65. 

Kontinuum,  Zahlen-,  nicht  abzählbar 
186,  n-dimensionales  yon  gleicher 
Mächtigkeit  mit  dem  linearen  187, 
201,  von  höherer  als  die  natürliche 
Zahlenreihe  198;  Eigenschaften  201 
[Semi-  201,  85],  Abbildung  202,  analy- 
tische Darstellung  202,  absolutes  (Vero- 
nese'sches)  205,  Bettazzi^sches  207. 

kontragredient,  -e  Isomorphismen 
einer  Gruppe  mit  sich  220;  -e  Sub- 
stitutionen u.  Yariabelnreihen  825  u. 
19;  598. 

Kontraktkurven,  der  Wirtschafts- 
lehre  1108,  96. 

Kontravariante,  der  Formentheoriei 
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824,  bei  Obertragungsprinzipien  363, 
bei  ETektanten  372;  —  einer  quadra- 
tischen Form  324,  16;  615. 

Eontributionsformel,  bei  Versiche- 
rungen 901. 

Konvergenz,  -Prinzip  für  Zahlenfolgen 
66  u.  85;  —  Yon  uneudlichen  Beihen 
77  f.,  -Kriterien  von  Gauss  u.  Cauchy  79f., 
Kummer  82,  Dini,  du  Bois-Reymond  u. 
Pringsheim  83  f.,  Bertrand  u. Bonnet  86, 
88,  Baabe  87  u.  i88,  Weierstrass  96  u. 
881,  1124;  Kriterien  erster,  zweiter 
Art  84 f.,  dritter  Art  88;  -Intervall, 
-Bitdius  einer  Potenzreihe  81;  Grenz- 
gebiete von  —  u.  Divergeoz  90;  abso- 
lute, bedingte,  unbedingte  —  91, 92  u. 
Sil,  93 f.  [bei  komplexen  Elementeu 
1122  f.];  —  alternierender  Beihen  92, 
94,  96  [komplexer  96,  961;  1124];  — 
von  Doppelreihen  97  f.  [von  komplexen 
1126],  von  vielfachenReihen  100;  gleich- 
m&ssige  u.  ungleichmässige  —  von 
Funktionen  u.  Beihen  106;  ausser- 
wesentlich  singulare  Funktionsstellen 
auf  dem  -Kreise  440;  —  DirichleVscher 
Beihen  642 f.;  bedingte,  unbedingte, 
absolute  —  unendlicher  Produkte 
113  f.  [komplexer  1126],  KeUenbriiche 
126  f.  [^komplexer  1127],  Determinanten 
142  [komplexer  1121,  i];  -Exponent 
(ordre  r^el)  einer  Had  amard'schenFunk- 
tion  660;  —  einer  Näherungsauf  lösung 
linearer  Gleichungen  mit  vielen  Unbe- 
kannten 448;  791,  64,  8.  Approxima- 
tion. 

Koordinate,  rechtwinklige  -n  der 
Ebene  in  Bez.  zu  komplexen  Grössen 
156  f. ;  235 ;  vollständige  Definition  eines 
B„  durch  -n  187, 16;  Euler'sche  Traus- 
formation  rechtwinkliger  -n  328,  S9, 
in  Bez.  zu  Quaternionen  178;  -n  einer 
ganzen  Funktion  f(x  -{■  iy)  236,  einer 
Wurzel  von  f{x,  y,  z,. .  .)  =  0  256; 
kartesische  -n  in  der  Nomographie 
1013, 1017  [bei  logarithmischem  Mass- 
stab  1020  u.  894,  1022  f],  bei  graphi- 
schen Tafeln  1028  f,  1046,  bei  der 
Methode  der  fluchtrechten  Punkte  1041 
[Linien — n  1039];  -nsysteni,  von  zwei 
Parallelen  1039,  von  n  durch  einen 
Punkt  gehenden  Geraden  1017. 

Körper:  Formentheorie:  &)  algebraische: 
reguläre  — ,  deren  Formen  u.  Gruppen 
338  u.  96,  343,  181;  624  f.  [in  Bez.  zur 


Bealität  400],  in  höheren  B&umen 
630  f.  [deren  Grenz—  631];  b)  arith- 
metische: nirgends  konkaver  —  687, 
kubischer   Zahl-   632;    Körpertheorie: 

—  von  algebraischen  Grössen  286; 
481  u.  8;  676;  -Erweiterung  286;  — 
als  Gruppe  286;  Normal-  =  Galois*- 
scher  — 486,  19;  688;  Kongruenz- 286 ; 

—  über  einem  andern  288,  konjugierte 

—  288 ;  Diskriminante,  Formen  eines  -s 
293, 294 ;  AbeFscher,  cyklischer,  relativ- 
Galois'scher,  AbeFscher,  cyklischer  — 
689,  Klassen-  694;  723 f.,  eines  ima- 
ginären quadratischen  Zahl-s  296 ;  696 ; 
728;  relativ  quadratischer —  696;  Ver- 
zweigungs-,  Trägheits-,  Zerlegungs- 
690;  —  algebraischer  Funktionen  299; 
Invarianten-  300;  346;  Kreis-  700  f., 
Kummer'scher  —  706,  regulärer  Kreis-, 
Kummer^scher  —  711;  —  der  Wahr- 
scheinlichkeit 796. 

Korrelaten,  u.  -Gleichungen  der  Aus- 
gleichungsrechnung 795. 

Korrespondenz,  algebraische -en  273, 
ihre  Endlichkeit  343. 

korrespondierend,  -e  Matrices  46; 
247,  bei  Kombinanten  392. 

kotiert, -e  (isoplethe)  geometrische  Ele- 
mente 1026  u.  410  [-e  Projektion  1036, 
468],  mehrfach  -e  1043 f.;  -e Parallelen 
bei  hexagonalen  Tafeln  1035,  Scharen 
solcher  1036;  -e  bewegliche  Systeme 
1045  f ;  -e  Elemente  in  der  allg.  Nomo- 
graphie 1061. 

Ko Varianten  324,  simultane  324,  i3 
arithmetische  Beihe  der  Gewichte  376 
primäre  —  347, 146,  389 f.;  -Typik  349 
Elementar-  373;    Biegungs-    385,  347 
Semi-  371;  —  teilbar  durch  Besultanten 
u.  Diskriminanten  250;  348,  897,  398; 
arithmetische   quadratische    —    einer 
kubischen  binären  Form  630. 

Kreis,  als  Unendlich vieleck  63;  Quadra- 
tur des  -es  677  f ;  Scharen  von  -en  bei 
karte8ischenTafelnl034;  -Bogendreieck: 
Abbildung  auf  die  Halbebene  336 ;  524 ; 
-Körper  700,  als  Oberkörper  eines 
quadratischen  702,  als  Abel'scher  704, 
regulärer  710;  -Punkte  (die  zwei  ima- 
ginären) in  Bez.  zur  Dreiecksgeometrie 
398,  883;  -Teilung^  bei  der  Lösung  der 
Peir sehen  Gleichung  602,  629,  647; 
-Teilungsgleichung,  Irreduzibilität  240, 
Gruppe  482, 483,  Auflösung  607  f.,  610; 
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'Teilungseinheit,  bei  Klassen  binärer 
quadratischer  Formen  308;  -Teüungs- 
formen  629;  -Verwandtschaß  u.  deren 
Gruppe  in  Bez.  zu  komplexen  Grössen 
158. 

kritisch,  -e  Zahl  einer  Versicherung 
909  u.  168. 

Kronecker,  -sehe  Arithmetisierung  der 
Zahlenlehre  58;  -sehe  Zerfällungsmo- 
duln  245 ;  -sehe  Charakteristikentheorie 
252,  279;  422 f.;  -sehe  Modulsysteme 
263,  267 ;  Äquivalenz  bilinearer  u.  qua- 
dratischer Formen  [elementareScharen] 
331  f.;  -sehe  Reduktion  einer  symme- 
trischen Funktion  453  u.  ii  [erzeugende 
Funktion  454];  -sehe  Affektfunktion 
einer  Gleichung  291 ;  469 ;  -sehe  Theorie 
der  arithmetischen  Linearformen  588; 
-scher  Fundamentalsatz  für  singulare 
Moduln  722  f.;  Klassenzahlrelationen 
731 ;  -sehe  Zeichen  f^  38  u.  67,  sgn  566. 

krummlinig,  -e  Punktreihen  u.  Trans- 
versalen beim  graphischen  Rechnen 
1043. 

Krümmung,  Invarianten  der  -stheorie 
383  f. 

K  u  b  e  n  y  (Arithmetik)  23 ;  Zahl  als  Summe 
von  ^  9  ganzzahligen  —  634,  von  4 
rationalen  —  573;  Tafeln  von  —  950. 

Kubikwurzel,  Tafeln  von  -n  1004. 

kubisch,  -e  Determinanten  45,  ii8;  -e 
Fläche,  formentheoretisch  340,  iis,  358, 
369,  278,  394,  401,434;  551  [Diagonal- 
fläche 541,70],  gruppentheoretisch  515; 
-e  Formen:  binäre  322,3, 324, 13, 325,18, 
351,169,  arithmetisch  630;  temäreddß, 
400,  401,  434  [Hesse'sche  Normalform 
359,  sio,  394,  392,  401,434];  zerfallende 
[arithmetisch]  632 ;  ternäre  u.  quater- 
näre  400,  434;  634;  -e  Gleichtmg:  litte- 
rale  Auflösung  148;  499  f.,  gruppen- 
theoretische 517  f.,  invariantentheore- 
tische 351, 169,  graphische  1005,  1013, 
graphischmechanische  1044  f. ,  durch 
den  Rechenschieber  1057;  diophanti- 
sche  -e  Gleichungen  571;  -e  Kurve:  in 
der  Ebene,  formentheoretisch  359, 393, 
384,  401,  434,  in  Bez.  zur  Gleichung  6. 
Grades  548,  gruppentheoretisch  519; 
-e  Kurve  im  Räume,  formentheore- 
tisch 369,  278,  393,  383,  394 ;  -e  Beste 
XL.  Meziprozitätsgesete  712. 

Kugel,  als  Träger  komplexer  GrOssen 
158,   bei  endlichen   binären  Gruppen 


337;  524,  532;  -Geometrie  in  Bez.  zur 
Äquivalenz  quadratischer  Formen 
333,  68. 

Kugelfunktion,  formentheoretisch 
370;  Reihen  nach  -en  bei  Interpola- 
tion in  zwei  Yariabeln  818.  S.  auch 
Legendre^sches  Polynom. 

Kummer,  -sehe  Fläche  in  Bez.  zu  end- 
lichen KoUineationsgruppen  339, 105 ; 
550  u.  98,  Gleichung  der  16  Knoten- 
punkte 519,  Verallgemeinerung  in  Bez. 
zur  charakteristischen  Funktion  311, 81 ; 
-sches  Konvergenzkriterium  für  Reihen 
82, 87 ;  -sehe  Reihentransformation  101 ; 
-scher  Körper  (u.  ideale  Zahlen)  706, 
regulärer  710,  Reziprozitätsgesetze  712 ; 
-sehe  ideale  Zahlen  in  Bez.  zur  Formen- 
symbolik 362. 

künftig,  Wahrscheinlichkeit  -er  Er- 
eignisse 762. 

Kurve,  Arithmetik  u.  arithmetische  Al- 
gebra: Rektifikation  65;  — ,  die  eine 
Fläche  erfüllt  202,  87 ;  ~  als  alge- 
braisches Gebilde,  bes.  rationale  316 ; 
Ausgleichungstheorie  u.  Interpolation: 
ausgeglichene  —  770,  i,  Wahrschein- 
lichkeits-  796,  Bestimmung  aus  ge- 
gebenen Punkten  (geometrische  Inter- 
polation) 801;  Formentheorie:  ebene 
—  8.  Ordnung,  in  Bez.  zur  Hesse'- 
schen  Gruppe  339;  528,  in  Bez.  zu 
ümkehrfragen  359 ;  Hesse'sche  Normal- 
form 359  u.  210,  394  u.  377,  401,  434;  in 
Bez.  zur  Apolarität  393,  384,  401,  434; 
in  Bez.  zur  Gleichung  6.  Grades  548; 
gruppentheoretisch  519;  syzygetisches 
Büschel  401,434,  in  Bez.  zur  Hesse'schen 
Gruppe  528 ;  Raum-  3.  Ordnung  in  Bez. 
zur  Lam^'schen  Differentialgleichung 
869, 278,  zu  Kombinanten  u.  Apolarität 
393,  383,  394;  rationale  -n  in  Bez.  zu 
Kombinanten  u.  Apolarität  391  u.  377, 
392  f. ,  projektive  Erzeugung  395, 
Deutung  von  Invarianten  auf  solchen 
401, 434,  Realitätsfragen  400, 432 ;  -Jisin- 
gularitäten  in  Bez.  zu  Resultante  u. 
Diskriminante  250,  253;  397 f.;  Glei- 
chungstheorie:  Gleichung  der  Wende- 
punkte der  —  3.  Ordnung  519,  der 
Doppeltangenten  der  —  4.  Ordnung  519, 
Wendepunkte  der  ersteren  in  Bez.  zur 
Gleichung  6.  Grades  548;  rationale  -n 
in  Bez.  zu  Resolventen  mit  nur  einem 
Parameter  536 ;  Ghraphik :  -n  u.  -nscharen 
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behob  gT»phieoher  LOsnn^  tod  Olei- 
dumgen  1080  f.,  1088  f.,  10S8f.,  1047. 
Spezielle  -d,  s.  da«. 
Efitsang,  einer  Nettoremtve  916. 


Labyrinthspiel  1090. 
■  Lage,  Tereinigte  —  iweier  FormenS91, 
■TS;   Hetbode  der  falschen  —  (^naae 
poiition),    Kar    graphischen    Usnng 
linearer  OleichnDgen  1010  a.  im. 

Lagrange,  -sehe  Imta/folatiimtformel 
SS9;  SOS,  Anwendung  aof  irrediuible 
Fnnküonen  S89,  968f.,  iKt;  -Bche 
LOanng  des  Honton'scben  Problems 
818;  -»dhKKettmlmuAmtwidceimitgiei 
Wotsel  einer  gaouahligen  quadia- 
Uicben  Gleicbong  188,  einer  Olei- 
chnngswnrzel  überhanpt  i88;  -sehe 
JtoMjrnwtu  661;  -sehe  BaolotnU  (und 
Wwtdsaiil)  eines  KreiskSipen  803; 
708;  -sehe  S&tce  der  SubgtütdiiMtn- 
ihtorie  189;  -sehe  Variation  der  will- 
ktiiÜoben  Konstanten  bei  Differenien- 
gleiobongen  988. 

Lambert,  -scbe  Eettesbrflcbe  fOr  tgz, 
tß—l/f+l  etc.   1S8,  137,411;  689. 

Lama,  -sehe  Diff^tretOialgleicluMg,  in- 
variant normiört  S69  [-sehe  Formen, 
869,  itb];  -sehe  Beihen 661,  ZahUn  677. 

L&nge,  a.  -enfoM  einer  Karre  66. 

Laplace,  -sehe  Begrfindtmg  der  Jim- 
gleichmtgsrechntmg  776;  -sehe  DeUr- 
miMatUauätte:  Zerlegung  89,  Hnlti- 
plihation  40;  -sehe  Bestiuuniing  des 
Oenauigkeittffrades  statistischer  Ei^b- 
nime  88S. 

lateinisch,  -es  Quadrat  81. 

lateral,  -e  Einheit  16S. 

L&ufer  (cursenr),  eines Bechenschiebera 
1066,  1066,  ui. 

Leben,  verbandene  887;  -adauer,  mitt- 
lere u,  wahrscheinliche  889,  -aenoar- 
t^mg  839 ;  -elättglidt  zahlbare  Leibrente 
876,  -H  u.  TodesfallverBicherung  879 
■tveraieherungsmathematik  S67ff.,:  ihre 
Wahrecbeinlichkeitshypothesen  869 f.; 
-avMAncheinliehkeit  eines  Altera  838. 

Lebende,  Zahl  der  -n  eines  Alters  860, 
diskontierte  Zahl  876. 

Legendre,  -sehe  FumktÜM  r(u)  118; 
-sehet  Modul  des  elliptischen  Inte- 
grals als  irrationale  Invariante  800, 
als  Funktion  des  FenodeuTerh&lbiisBes 


781,inBeB.sor01eichimg6.0rades6SS, 
648;  -ichea  iUyMm  [nur  reelle  Wor- 
■eln]  868;  -scbea  Sj/mbot  für  qnadta^ 
tische  Beste  686,  668,  bei  der  Dar- 
stellimg  einer  Zald  durch  eine  bin&re 
quadratische  Form  609,  bei  quadra- 
tischen Formen  ron  8,  »  Variabeln 
616  f.,  6SS  f.,  in  der  analytischen  Zahlen- 
theorie  667. 

Leibnis,  -sches  EowergenMkrätrium 
fOr  alternierende  Beihen  98,94;  -eche 
itmAcNDKUchtne  967;  -sehe  Beihe  fBr 
s/i  9S,  103,  K«;  -(Che  JJeOe  1  —  1 
+  1  —  1  ... ,  107,  tu. 

Leibrente  868,  876f. 

Leistung,  n.  Qegen-  in  der  Lebens- 
Teraicherang  86t. 

emniskatisch,  -e  FiutiUon  bei  der 
Klassenanzahl  Dirichlet'sdter  Formen 
611;  Hultiplikation  n.  Teilnng  718. 

Lie,  s.  TranafoimatiouHgruppen. 

Liegen,  Prinzip  des  möglichst  nähe  -s 
in  der  Aosgleichnngsrechnnng  778, 
s.  Lage. 

Lill,  -sehe  graphische  AaflSsung  von 
tileichungen  1018  f. 

Limes,  einer  Zahlenfolge  66  QEeiohen 
lim  U),  oberer,  unterer  —  (Um  snp., 
inf.  oder  Um,  Um  •—  la  ploa  gnude, 
petite  des  limites)  70,  iis;  —  einer 
zweifach  nnendlichen  Zahlenfolge  77. 

Limeazahlen,  der  Mengenlehre  198. 

Lindemann,  -scher  Nachweis  der 
Transzendenz  von  n  671  f. 

Lineal,  Koustniktion  mit  —  in  der 
Qaloia'scben  Theorie  618,  bei  hei^o- 
nalen  Tafeln  (Qraphik)  1086  f ;  mit  — 
und  festen  Knrren  in  der  Qraphik 
1038  f 

linear,  Formenäieorie:  a)  tügebroiKAe: 
-e  Substitutionen  882  f,  Normalform 
626;  s.iqaiTalenz, Substitution; 
—  unabhängige  Potenzen  bilinearer 
Formen  171 ;  -e  Abhängigkeiten  zwi- 
schen Invarianten  heim  Kudlichkeits- 
Problem  841  f.;  ^-  abhängige  n,  un- 
abhängige Formen  bei  der  abzählen- 
den Richtung  863  f.;  -e  diophan- 
tiache  Gleichungen  389,  348,  366;  in 
-e  Faktoren  serfUlhare  Formen  868,  &; 
363, SU*,  397, «tt;  477;  -e Differential- 
gleichimgen  bei  kleinen  Schwingungen 
831,  a,  mit  algebraischen  Integralen 
88Sf.;  684,  687f.,  6S0f,  mit  ganz  ratio- 


line&r  —  logarithmographisch 


1165 


nalen  369;  -e  Differentialgleichungen  2 . 
Ordnung,  invariant  normiert  369;  In- 
varianten -er  Differentialgleichungen 
380  f. ;  -e  partielle  Differentialgleichun- 
gen der  Invarianten;  326,  3761;  b. 
Differentialgleichung;  b)  arith- 
metische: -e  Modulsysteme  302 ;  -e  For- 
men mit  ganzzahligen  Koeffizienten 
682 f.,  in  Bez.  zu  Moduln  309;  -e  (Hil- 
bert'sche)  Systeme  310 ;  -e  Kongruenzen 
664;  689 f.;  in  -e  Faktoren  zerfallende 
Formen  629 f.;  Gleiditmgsiheorie:  -e 
Gleichungen  für  Zähler  u.  Nenner  der 
Näherungsbrüche  von  Eettenbrüchen 
123,  Lösung  -er  Gleichungen  durch 
Determinanten  268,  unendlich  vieler 
durch  unendliche  Determinanten  141 ; 
-e  Faktoren  einer  ganzen  Funktion  f{z) 
232, 238,  Kriterien  für  solche  bei  n  V a- 
riabeln  268, 6  [s.  o.];  graphische  Lösung 
-er  Gleichungen  1014  f. ;  Approximation 
solcher  mit  vielen  Unbekannten  448; 
791;  -e  Differenzengleichungen  932 f.; 
Qruppentheoriei  -e  homogene  Lie'sche 
Gruppe  in  Bez.  zu  komplexen  Grössen 
176;  -e  homogene  diskrete  Gruppe  u. 
Untergruppen  216,  216;  -e  gebrochene 
Substitutionen  einer  komplexen  Varia- 
beln  221  [endliche  Gruppen  387 f.; 
624 f.];  von  Galois'schen  Imaginären 
216,  6S;  -e  Gruppe  in  der  Galois'schen 
Theorie  616;  Mengenlehre',  -es  Kon- 
tinuum  187,  Ableitung  -er  Mengen 
196, 44;  -e  Segmente  206,  lOS;  -e  Trans- 
formation einer  Summe  von  Quadraten 
in  ein  Vielfaches  179,  183,  desgl. 
einer  quadratischen  Form  347,  146, 
von  Quadratsummen  und  quadratischen 
Formen  327  f.,  691  f.,  von  bilinearen 
Formen  168 f.;  von  Thetafunktionen 
329;  646;  S.Transformation;  Wahr- 
scheinlK^ikeits-  u.  Äusgleichunffsrech- 
ntmg:  -e  Keihe  von  Lotterienummem 
760;  -er  Fehler  796;  -e  Form  der  Ver- 
bindungen von  Unbekannten  771;  -e 
Normalgleichungen  787,  789;  Zahlen- 
theorie :  -e  diophantisi  he  Gleichungen 
u.  Kongruenzen  661,  663 f.,  686 f.;  639; 
-e  Form  für  Primzahlen  668. 

linear,  -e  Grösse  67. 

Linie,  stetige  —  als  Polygon  von  un- 
endlich vielen  Seiten  63;  s.  Kurve; 
-nkoordinaten  bei  der  graphischen  Me- 
thode der  fluchtrechten  Punkte  1039 


Liniengeometrie,  in  Bez.  zur  Äqui- 
valenz quadratischer  Formen  333,  68; 
zu  endlichen  Gruppen  u.  zur  Gleichung 
6.  u.  7.  Grades  340 f.;  647,  649,  662; 
zu  Grassmann'schen  Symbolen  343,  iso. 

Linienzug,  zur  graphischen  Lösung  von 
Gleichungen  1012,  1016. 

iitteral,  -e  Lösung  einer  Gleichung  499. 

Lobatschefsky,  Bewegungsgruppe  in 
einer  -sehen  Ebene  in  Bez.  zu  kom- 
plexen Grössen  168. 

Logarithmand  26. 

Logarithmen  22,  95,  26,  -Basis  26, 
-Tafeln  986  f. ;  gemeine = Briggs'sche — 
22,  26 ;  986,  logistische  =  proportionale 
986,827,  abgekürzte  993  f.,  natürliche  = 
Neper'sche  73 ;  164 ;  993,  272  [iterierte 
76,  in  der  Beihenkonvergenz  86,  bei 
komplexen  Elementen  1124],  Gauss' - 
sehe  1000,  sie,  quadratische  1001  f. ; 
Berechnung  der  —  durch  Interpola- 
tion 812;  923;  987,  992,  durch  den 
Rechenschieber  1064;  Berechnung  von 
—  homogener  Funktionen  999,  sio; 
-en  negativer  Zahlen  149,  komplexer 
Grössen  164  [natürliche  164];  —  als 
Strecken  1018  f.  u.  388;  Ädditions-  u. 
Subtraktions-  (logarithmes  additioneis 
etd^ductifs),  auch  für  komplexe  Grössen 
996,  998  f.,  1001,  graphisch  1019  u.  S9i, 
bei  der  Gräffe'schen  Approximation 
von  Gleichungswurzeln  444,  40;  Anti-^ 
Berechnung  durch  Interpolation  923; 
997  f.;  hyperbolische  997,  298;  Eo- 
logarühmen  986  u.  227. 

Logarithmierung  24. 

logarithmisch,  -e  Addition  998  f.; 
1019;  -e  Berechnung  zusammengesetzter 

.  Ausdrücke  1076;  -e  Bilder  von  Funk- 
tionen 1020  u.  394;  -e  Einteüung  eines 
Grundmassstabes  1018  f  -e  Konver- 
genzkriterien für  Reihen  86  f.,  90;  -e 
Koordinaten  (Graphik)  1020  u.  394, 
1022  f.;  -e  Kurve  (Graphik)  1010;  -er 
Bechen8chieber{9\ide  rule,  r^le  ä  calcul) 
1063  f. ;  -e  Skala,  bei  graphischen  Tafeln 
1026 f.;  -e  Spirale^  beim  graphischen 
Rechnen  1010;  -e  Subtraktion  998  f., 
1020;  -es  ünendlichwerden  eines  AbeP- 
schen  Integrals  3.  Ghattung  297;  -er 
Zirkel  1019. 

logarithmographisch,  -e  Lösung  von 
Gleichungen  1020 f.,  von  Systemen 
solcher  1028. 
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Loggerechnimg  —  m^irf ach 


Loggere chnnng,  in  der  Nautik  406. 

logiCy  -of  characteriatics,  in  der  Theorie 
ganzer  Funktionen  269,9. 

logistisch,  -e  Logarithmen  986,  nr. 

Lösen,  einer  Gleichung  9, 13;  s.  Auf- 
lösung. 

Lösung,  -en  verschiedener  Dimension 
bei  m  Gleichungen  264,  267,  bei  li- 
nearen 270;  —  einer  Differenzenglei- 
chung  931  f.;  s.  Auflösung. 

Lotterie  u.  Lottospiele  760. 

L  u  b  b  o  c  k ,  -sehe  Summenformel  980,  ti, 
in  der  Lebensrersicherung  879. 

ly tisch,  -e  YerknCpfcingsart  der  Arith- 
metik 9,  IS 


M&chtigkeit,  yon  Mengen  68,  69;  186, 
188,  -sklassen  187;  Mengen  gleicher  — 
68,  69,  106;  186,  188,  höherer  —  192; 
Menge  yon  -en  198. 

MacMahon^  -sehe  Theorie  der  sym- 
metrischen Funktionen  366;  469,  462, 
474. 

magisch,  -e  Quadrate,  Rechtecke, 
Parallelepipeda  etc.,  680;  1086,  ss; 
-sehe  u.  semi — e  Rösselsprünge  1086 
n.  se. 

Makeham,  -sches  Gesetz  der  Lebens- 
versicherung 870. 

mangelnd,  Prinzip  des  -en  Grundes  in 
der  WahrscheinlichkeitsrecbnuDg  736. 

Mannigfaltigkeit,  -en  algebraischer 
Gebilde  302  [Diskriminanten-  306]; 
Inhidt  einer  — ,  in  der  Wahrschein- 
lichkeitsrechnung 763;  -en  von  Lösim- 
gen  verschiedener  Dimension  von  Glei- 
chungssystemen 264,  267,  von  linearen 
270;  —  =  Menge  188  [von  Kurven  202]. 

Mantisse,  eines  Dezimalbruches  666, 
bei  Logarithmen  986  u.  sss. 

Maschine,  Rechen — n  962  f.,  besondere 
968  f.  [ftlr  die  gewöhnlichen  Rechnungs- 
arten 969  f.  J. 

Mass,  'Bestimmung  bei  der  geometri- 
schen Repräsentation  binärer  quadra- 
tischer Formen  606  f.,  613;  —  der2>tt?er- 
geng  resp.  Konvergenz  einer  Reihe  85, 
181;  — (mesure^  densitä,  weight)  einer 
positiven  temären  quadratischen  Form, 
[einer  Klasse,  eines  Geschlechts,  einer 
Ordnung,  einer  Zahldarstellung  etc.] 
618  f.,  bei  n  Variabeln  626;  —  der 
Präsision  772,  774,  779  [wahrschein- 


lichster Wert  780,  —  der  Genauigkeit 
779] ;  —  einer  WahrmAemlidikeit  786, 9 
[einer  begrOndeten  Erwartung  786, 
der  Gefthrlichkeit  eines  üntemelimens 
766]. 

Massstab  (Grund-),  beim  graphischen 
Rechnen:  gleichxnftssig  geteilt  1008  f., 
logarithmisch  1018  f.,  eine  Funktion 
als  —  (^ialon)  bei  zusammengesetsten 
Funktionen  1026,  417;  BöMhung»- 
1086,  4&S. 

Massenbeobaohtung,  gesellschaft- 
licher Erscheinungen  826. 

mathematisch,  -e  Ld^ensverikherung 
867 ff.;  -e  Phy$ik,  in  Bez.  zurlnyarian- 
tentheorie  371,  sst;  -e  SpiOe  1081 «,; 
-e  StaÜsUk  822ff.;  -e  Wahnd^eMidi- 
keit  786,  bei  stetigen  Variabeln  768, 
-e  Erwartung  (mathemaÜcal  ezpecta- 
tion)  764  u.  i5t,  -es  Risiko  766,  -e 
Ho&ung  in  der  Lebensversicherung 
861,9,  -e  Prilmienreserve  886. 

Matrix  (Plural:  Matrices)  46,  Komposi- 
tion 40 ; — in  Bez.  zu  komplexenOrösaen : 
lineare  Transformation  168,  Zusammen- 
setzung 169;  FormenÜiearie:  a)  aige- 
braiache:  —  von  Determinanten  als 
Grundlage  der  Symbolik  861 ;  Matrices 
bei  der  automorphen  Transformation 
quadratischer  Formen  829;  korrespon- 
dierende Matrices  46 ;  247,  in  Bes.  zu 
Kombinanten  392;  b)  arithmetische:  — 
eines  linearen  Modulsystems  362,  Ver- 
schwinden aller  Determinanten  einer 
—  304,  —  ganzer  Zahlen  in  Bez.  zu 
Zahlenmoduln  308 ;  Rang  einer  —  41 ; 
269;  682,  Elementarteiler  einer  —  831 ; 
682,  Äquivalenz  168  f.,  333;  583  f., 
691  f.  S.  Äquivalenz,  Determi- 
nante. 

Maximal,  -Prämie  891;  -<  Preis  1109; 
'Bisiko  906;  -Zahlen  bei  invarianten 
Realitätsfragen  400,  m, 

Maximum,  einer  oberen  Chrense  72; 
Lebensversicherung:  Zillmer'sches  — 
des  ersten  Zuschlages,  der  ersten  Un- 
kosten 891;  —  einer  Versicherungs- 
summe 916;  —  der  Ophdimität  (Wirt- 
schafbslehre)  1117. 

Mechanik,  des  Himmels,  in  Bez.  zur 
Wahrscheinlichkeitsrechnung  747. 

mediane,  suite  —  (Zahlentheorie)  676 

medizinisch,  -e  Statistik  826. 

mehrfach,  -e  Punkte  einer  Manmg- 


mehrförmig  —  Modul 


1167 


faltigkeit  275;  300,  306 f.;  -transitive 
Gruppe  214;  -e  Wurzeln  einer  Glei- 
chung 232,  248,  Kriterien  261,  bei 
n  Yariabeln  267,  Kriterien  275;  bei 
Gleichungssystemen  266,  Kriterien  274; 

—  zusammenhängende  Flächen  299; 
339,  106,  Spielbretter  1088. 

mehrfOrmig,-e  symmetrische  Funktion 
461. 

mehrstufig,  -er  Isomorphismus  (mul- 
tiply  isomorphic)  217,  69. 

mehrwertig,  -e  Funktion  467  f.,  Affekt- 
funktion 291;  468.  S.  auch  konju- 
giert. 

Menge,  endliche,  unendliche  —  68,  69, 
188  u.  98;  Punkt-  185,  geordnete  190, 
wohlgeordnete  191,  Eigenschaften  von 
-n  195 f.,  abgeschlossene  u.  perfekte 

—  197,  Zerlegung  in  separierte  u. 
homogene  Teile  198,  Kurven-  202; 
-n  gleicher  Mächtigkeit  68, 69,  i06;  186, 
188,  -n  höherer  Mächtigkeit  192,  193. 

merie  drisch, -er  Isomorphismus  217, 69. 

Mersenne,  -sehe  Zahlen  578. 

messbar, -e Grösse  52,57;  -e  Menge 201. 

Messung,  in  der  Arithmetik  16;  —  des 
Inhaltes  einer  Mannigfaltigkeit,  in  der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung  754. 

metacyklisch,  -e  Ftmktion  470;  -e 
(==  auflösbare)  Gleichtmg  497,  66;  -e 
(==  lineare)  Gruppe  (Kronecker)  215, 
67,  (=  auflösbare)  (Weber)  225,  129, 
in  der  Gleichungstheorie  515  u.  117. 

Minimal,  -Grösse,  einer  Bettazzi'schen 
GrÖBsenklasse  206;  -Zahl,  von  Ver- 
sicherten 916. 

Minimum,  Äusgleichungsrechnungi  — 
der  Summe  der  Fehlerquadrate  (m4- 
thode  des  moindres  carr^s)  770  f.,  783, 
787,  —  des  Qesamtverlustes  777,  —  mit 
Nebenbedingungen  793,  795;  Formen- 
iheorie :  —  einer  ganzen  Funktion  f{x), 
beiCauchy  236,  beiTscheby8cheff254; 
relatives  Minimum  von  x  —  my  559; 
586  f. ;  —  einer  positiven  binären  qua- 
dratischen Form  598. 

Minkowski,  -scher  periodischer  Algo- 
rithmus für  algebraische  Zahlen  586; 
668;  -sehe  arithmetische  Theorie  der 
linearen  Formen  587,  der  quadra- 
tischen 623  f. 

Minor,  -en  einer  Determinante  37  u.  67, 
einer  unendlichen  145. 

Minuend,  Minuszeichen,  9.  | 


Mitte,  Inteipolation  von  der  —  aus 
231;  807,  810. 

Mittel,  ariihmetisches — :  von  Teileran- 
zahlen 653,  von  Wahrscheinlichkeiten 
758,  als  Quelle  der  Ausgleichungs- 
rechnung 771  f.,  778,  als  plausibelster 
Wert  783,  —  der  möglichen  Fehler 
777. 

Mittelformen,  in  der  Theorie  alge- 
braischer Gebilde  298. 

Mittelglied,  bei  der  Periode  eines 
Kettenbruchs  668. 

Mittelwert,  einer  Funktion  an  einer 
Stelle  663 f.;  einer  vom  Zufall  ab- 
hängigen Grösse  754,  766;  statistischer 
Quotienten  829,  836. 

mittler,  Ausgleichungsrechnung  und 
Wahrscheinlichkeitsrechnung:  -es  Risiko 
767,  in  der  Lebensversicherung  863, 905 
u.  160,  906 f.;  -er  Wert  eines  Fehlers 
777  f.,  einer  Beobachtung  786,  789, 
-er  Fehler  777,  779,  782  [kleinster 
777,  783],  einer  Funktion  784,  von 
Unbekannten  788  f.,  statistischer  Quo- 
tienten 830,  von  Sterbenswahrschein- 
lichkeiten 862;  -e  Abweichung  einer 
Funktion  von  ihrem  wahrscheinlichen 
Werte  861  u.  9;  -e  Lebensdauer  839; 
Zahlentheorie:  -e  Elassenanzahlen  662, 
-6  Funktionswerte  663  f.,  -e  Dichtig- 
keit der  Primzahlen  667. 

Modul,  J.Z^c6ra  ganzer  Funktionen:  — 
einer  komplexen  Grösse  233 ;  einer  alge- 
braischen Kongruenz  244 ;  673  [Doppel- 
modul 244;  574],  Zerfällungs— n  245; 
Arithmetik:  —  einer  komplexen  Zahl 
153,  einer  höheren  162;  Form^nlheorie: 
—  einer  Substitution  322  u.  6;  583; 
Borchardt'sche  -n  340,  112;  550;  — 
eines  elliptischen  Integrals  als  irra- 
tionale Invariante  360;  elliptische  u. 
hyperelliptische  -n  in  Bez.  zu  end- 
lichen Gruppen  546  f. ,  551  f. ;  Glei- 
chimgstheorie:  elliptische  -n,  insbes. 
in  Bez.  zur  Gleichung  5.  Grades  610, 
533,  bi2;Körperthe(yrie:  Dedekind'sche 
Zahlen— n  307;  688,  bei  Dedekind'- 
Bchen  Kongruenzen  690 ;  -n  von  Formen- 
systemen 309  [Reduktion  auf  -Systeme 
310;  346],  charakteristische  Funktion 
eines  -s  310 f.,  —  eines  Körpers  688; 
elliptischer  —  als  Funktion  des  Perio- 
denverhältnisses 721,  singulare  -n 
722 f.;  Zahlenlheoriei  -n  bei  Kongruen- 
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sen  666,  -n  n  J>oppel — ^n  bei  Funktioiieii- 
kongraenzen  673,  674. 
Mo  dal  arfiin  kti  on ,  einer  algebruBcheii 
KoDgraens  S44,  einer  arithmetischen 
674. 

Modnlargleichang,  Ghrappe  der  — 
816,  884,  1S7;  618,  Untergruppen  816 
n.  66,  884,  117;  618 f.;  -en  a.  Modnlar- 
korrespondenzen  in  Bes.  zor  Inva- 
riantentheorie 386,  S9,  379,  za  Klassen- 
anzahlrehrtionen  787;  —  6.  Ordnung 
als  Besolvente  der  Oleichong  6.  Gra- 
des 618  f. ;  683  f. ;  bei  komplexer  Multi- 
plikation 786. 

Modnlfunktionen,  [elliptisdie]  — 
6.  Stufe  648,  höherer  789,  formen- 
theoretisch 360. 

Modulgruppe,  168;  607. 

Modulsysteme,  880,  301  [in  Bez.  zu 
komplexen  Grossen  176;  307];  deren 
Stufen  bei  der  Elimination  864, 867;  ge- 
mischte -—  308,  reine,  einfache  306,  Dis- 
kriminante  306;  —  äquivalenter  Glei- 
chungssysteme 318;  —  in  Bez.  zur 
Invariantentheorie  301  f.;  346,  403; 
—  8.  Stufe  314. 

Mo  e  b  i  u  8 ,  -sehe  Kettenbruchsymbole 
119,  188;  669;  -sehe  Kreisverwandt- 
schaft 168. 

Möglichkeit,  -en  in  der  Wahrschein- 
lichkeitsrechnung 736. 

Moivre,  -sehe  Formel  fOr  komplexe 
Grössen  164;  -sehe  Hypotheite  in  der 
Lebensversicherung  878  u.  58,  -sches 
Problem  der  Wahrscheinlichkeitsrech- 
nung 746,  als  Quelle  der  Ansgleichungs- 
rechnung  778,  6. 

Moment,  Stolz'sche  -e  803;  Problem 
der    -e    in    der    Lebensversicherung 

918,  168. 

Monodromiegruppe,  einer  algebrai- 
schen Gleichung  487. 
monom,  -e  symmetrische  Funktion  468. 

Monom,  Teilbarkeit  ganzer  Funktionen 
durch  -e  866. 

monomial,  -e  iemäre  Gruppe  339,  io6. 

monoton,  -e  Zahlen/bZ^en  67,  8  solche 
als  Grundlage  des  Irrationalen  64,  so; 
-e  Folgen  der  Zähler  u.  Nenner  der 
Näherungsbrfiche  von  Kettenbröchen 
184;  -e  FunkUonen  in  der  Reihen- 
konvergenz 84,  89;  —  ab-  resp.  zu- 
nehmende Glieder  einer  Reihe  90. 


monotypiseh,  -e  Untergmi^  819. 

Montmort,  -sdies  Rencontreepiel  (game 
of  tzeize)  761  u.  ss. 

moralisch,  -e  Erwartong  766,  in  der 
Lebensversicherung  890,  908,  ist. 

Mouton,  -eche  Interpolationsmethode 
818. 

multilinear,  -e  (mnltipartite)  Formen 
384,  17,  386,  kanoniech  367,  iss;  als 
Gnmdlage  der  Symbolik  361,  364,  ur. 

mnltipartite,  —  numbers  641. 

Multiplikand,  14,  bei  Ordnungstypen 
191. 

Multiplikation:  Ari^metik  reeOer 
Grössen:  — 14;  praktische  940  f.,  geord- 
nete 941  [bei  Arithmographen  967,  se]; 

—  von  Dezimalbrüchen  941,  s;  ver- 
kehrte —  948,  prosthaph&netische  947 ; 
Tafeln  947  f ;  abgekürzte  —  983  f.;  — 
von  Determinanten  40,  von  unendlichen 
146;  —  von  Reihen  96  [von  komplexen 
1186];ulrt(^me<t2;lmnf)IeaBer  Grössen: — 
von  Ghrössenpaaren  160  [bei  Grassmann 
160,  6],  von  Grössen-»-tupeln  160,  von 

.  Systemen  komplexer  Grössen  166;  33S 
[bei  n*  Einheiten  169  u.  is],  mit 
kommutativer  —  178;  307;  —  der 
Quatemionen  179,  183;  FormefUheo- 
rie:    a)  algebraische i   —   von  Deter- 

Invariantensatz  383  u.  s,  als  Grundlage 
der  Symbolik  861;  —  höherer  kom- 
plexer Zahlen  u.  Substitutionen  333; 
b)  arithmetische:  —  von  Gitterzahlen 
638,  von  Formenklassen  608;  784,  s. 
Komposition;  Chraphik:  -sapparate 
966,  -smaschinen  970 f.;  kart^sische 
-stafel  1089;  -spolygone  1009;  —  nach 
der  Methode  der  fluchtrechten  Punkte 
1038  f.,  mit  dem  Rechenschieber  1066  f. ; 
Gruppentheorie:  —  von  Substitutionen 
810,  von  Elementen  einer  allgemeinen 
Gruppe  818  f;  Körpertheorie:  —  von 
Idealen  895 ;  679  [von  Idealklassen  684], 
von  algebraischen  Formen  895;  686, 
von  Funktionalen  295,  S7,  von  Modul- 
systemen  308,  von  Zahlsystemen  mit 
kommutativer — 178,  in  Bez.  zu  Modul- 
systemen 307,  —  Dedekind'scher  Mo- 
duln 808;  —  von  Komplexen  693; 
komplexe  —  der  elliptischen  Funk- 
tionen 696  u.  S4,  718 f.;  Mengenlehre i 

—  von  Mächtigkeiten  189,  von  Ord- 
nungstypen 191,  von  Stolz'schen  Mo- 
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menten  203,  von  Zahlen  mit  onendlicb 
vielen  Einheiten  20o,  107. 

Multiplikator,  14,  bei  Ordnungstypen 
191 ;  —  einer  quadratischen  Differen- 
tialform 886 ;  B^zout'sche  -en  bei  der 
Elimination  261,  272;  komplexer  — 
der  elliptischen  Funktionen  720. 

Multiplikatorgleichung,  elliptische 
— :  invariant  normiert  358,  805,  in  Bez. 
zur  Gleichung  6.  Grades  513;  534,  bei 
komplexer  Multiplikation  727;  hyper- 
elliptische — ,  in  Bez.  zu  endlichen 
Gruppen  551,  104. 

Multiplizität,  einer  Wurzel  einer 
algebraischen  Gleichung  234,  243  [Syl- 
vester'sche  244],  bei  n  Variabeln  258 
266 ;  —  der  Schnittpunkte  von  Kurven 
312  u.  88. 

Multiplum,  einer  Zahl  15;  556,  einer 
algebraischen  677,  eines  Körpers  285; 
682,  eines  (festen)  Zahlenmoduls  308. 
8.  Vielfaches. 

N 

Nachfrage,  Gesetz  der  —  (demande 
demand,  domanda)  1097, 1118;  -Kurven 
1109,  S6,  1118. 

Nadelproblem,  der  Wahrscheinlich- 
keitsrechnung 754. 

Näherung,  s.  Approximation; 
'Sbrüche  von  Kettenbrüchen  120  f.; 
559  [besonderer  124f.],  äquivalente 
121  [Neben -sbrüche  125];  einer  Farey'- 
schen  Reihe  560;  -swerU  ungenauer 
Zahlen  981 ;  einer  Funktion  beim  Inter- 
polieren 800;  statistischer  Fehler  830. 

N  a  s  i  k,  -Squares,  in  der  Zahlentheorie  580. 

natürlich,  -e  Irrationcdität  489;  586; 
-e  Logarithmen  73;  154;  993  u.  878  [ite- 
rierte  76,  bei  Reihenkonvergenz  85, 
bei  komplexen  Elementen  1125];  -e 
Prämie  881;  -er  Eationaliätsbereich 
239;  285;  -e  Zahlen  [u.  Potenzen]  23; 
-e  Zahlenreihe  69;  556,  ihre  Fort- 
setzung 185,  verschiedene  Anordnungen 
187,  Mächtigkeit  189,  Typus  190;  -e 
Zahlzeichen  3. 

Neben,  -Diagonale  einer  Determinante 
37;  -Nähenmg^mlche  von  Ketten- 
brüchen 125;  -Zählwerk  bei  Rechen- 
maschinen 974. 

negativ,  -e  Zahlen  12  u.  is,  13  [-e 
Brüche  20] ;  -e  quadratische  Formen  597. 

Nenner,  19,  General-  19. 

Encyklop.  d.  math.  Wiss^nsch.    I. 


Neper,  -sehe  ZrO^aW^m^n  73 ;  164;  993, 
878  [iterierte  76,  bei  Reihenkonvergenz 
85,  bei  komplexen  Elementen  1125]; 
-sehe  Bechenstäbchen  (virgulae  nume- 
ratrices)  955,  956. 

Netto,  -Fonds  873 f.;  -Prämie  873,  -Prä- 
mienreserve 897,  -Einnahmen  u. -Aus- 
gaben einer  Versicherungsgesellschaft 
874,  -Methode  der  Bilanz  894  f.,  -Risiko, 
mittleres  914. 

Netz,  Hermite'scher  Formen  613,  bei 
n  Variabein  628;  —  zu  einer  kubi- 
schen Raumkurve  apolarer  Flächen 
2.  Ordnung  393,  S8S. 

Neunerprobe,  1074  u.  eis. 

Newton,  -sehe  Approximation  von 
Gleichungswurzeln  405,  433  [beim 
Fundamentalsatz  der  Algebra  237,  bei 
linearen  Gleichungen  943,  is,  beim 
Radizieren  985];  -sehe  Formel,  für  die 
Koeffizienten  u.  Wurzeln  einer  Glei- 
chung 238,  für  Potenzsummen  451 
[für  t^^ux-\-vy-\-  . . .  473,  verallge- 
meinert 459,  463,  465],  für  Inter- 
polation 229 f.;  804,  807;  922 f.;  -sches 
Polygon  bei  Kurvensingularitö.ten  265 ; 
-scher  Satz  über  Anzahlen  komplexer 
Wurzeln  415. 

nichteuklidisch,  Bewegungen  in  einer 
-en  Ebene  in  Bez.  zu  komplexen 
Grössen  158,  des  Raumes  in  Bez.  zu 
endlichen  Gruppen  linearer  Substitu- 
tionen 337;  524. 

nichtperiodisch,  -e  Dezimalbrüche, 
Kettenbrüche  59  f.,  124  f. 

Nichtquaternionsy steme,  kom- 
plexer Grössen  180. 

nichtunitär,  -e  symmetrische  Funk- 
tion 365;  456,  charakteristische  Diffe- 
rentialgleichung  u.   Darstellung  459. 

Nichtwissen,  in  der  Wahrscheinlich- 
keitsrechnung 735,  absolutes  786. 

niederst,  -es  Element  einer  Menge  191; 
es  giebt  kein  -es  Unendlich  76;  203 

Nimspiel,  1092  f. 

Niveaulinien,  einer  Fläche  (tables 
topographiques,  Schichtentafel,  Schich- 
tennetz), bei  kartesischen  Tafeln  1028 

U.  487. 

Noether,  -scher  Fundamentalsatz  der 
algebraischea Funktionen 814.  S.Brill. 

Nomogramm,  1078  (zu  1025). 

Nomographie,  1024f.,  1026,416;  all- 
gemeine Theorie  1050  f. 

74 
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HonioneD,  in  Bet.ia  komplexen  GrSeian 
169,  18. 

Nonnenipiel,  1086  f. 

nonnnitftt,  b.  niohtnnitlr. 

Norm,  einer  komplexen  GtOue  168; 
einer  EOrpergrOase  S8B  n.  la,  einer 
EOrperfonn  89i  n.  M ,  einer  gansen 
algebraiacbeD  Zthl  681;  677  [von 
i  +  M  y5,  601],  eines  Ideals  679,  einer 
Form  686,  eine«  BingidealsMT ;  -ennX, 
-«nni'cAtrut  eines  ESrpen  697,  eines 
Knmmer'Bclieii  KOr|)eri  708. 

normal,  -e  Binken  in  der  Lebensrer- 
sichenmg  864. 

Normalalter,  in  der  Statiilik  886. 

Normalform,  -en  unendlicher  Deter- 
mintmtenmf.,  li6;-enT0n  bilinearen 
n.  quadratischen  Forwen  n.  Formen- 
scharen  SS7f . ;  691 1. ;  Heue'sohe  ~  einer 
kubischen  tem&ren  Fon»  869,  no, 
891,  tn,  401,4U;  -en  fllr  die  Oki- 
dutngen  6.  Grades  618;  688  f.,  n'~  Gra- 
des 498, 618  f. ;  618,  einer  binomiicheo 
Gleichung  I0C6, 1019;  -en  *on  Modtd- 
«y«tMt«N  t.  Stufe  811;  —  der  Ord- 
ntmgtttMen  191;  ~  einer  linearen 
SiOttittitioH  SM,  889;  626.  S.  Eano- 
nieierung. 

Hormalgleichnug,  —  Qaloii'sohe  606 
u.  u;  Beduktion  von  Oleidiungen  auf 
-en  198,  618 f.;  618,  insbes,  derer  vom 
6.  Orad  618  f.;  68Sf. 

Normalintegral,'  Abel'sche  -e  auf 
Riemanu'schen  FlKcben  996. 

Normalkonnex,  in  der  Formentheorie 
874. 

NormalkCrper,  der  ariüunetiichen 
Algebra  SSO;  486,  ii;  688. 

Normalkurveo,  elliptische  —  u,  deren 
end  liehe  Eollineationsgruppen  841 ;  546 ; 
—  fflr  das  elliptische  Integral  360. 

Normalteiler,  einer  Qrappe  810, 
grfisster,  S19. 

normal oid,  -e  unendliche  Determi- 
nanten 146,  lu. 

Normierung,  der  Elimination  beim 
Äqnivalenzproblem  986;  invariante  — 
linearer  Differentialgleichungen  869; 
elliptigcber  und  hyperelliptischer  Inte- 
grale 847  u.  iw,  860,  861,  ist,  890; 
■eminTariaater  Funktionen  899.  3. 
Kanontsierung. 

NormkaiTe,  rationale  — ,  in  Bes.  tu 
Eombiaantenu.ApohuiUt893, 181,894. 


Notationen,  der  Sehachbrettfddar, 
arithmetische   u.  beschreibende  t08t. 

Kall,  lln.1t,  11;  Teiler  der  — 16S.1T4. 

Nullformen,  kanonische  —  Tonidvari- 
anten  800,  886  n.  N;  biiAre  qnadnb- 
tische  —  690,  tem&re  620,  bei  n  Vari- 
abebi  681. 

Nullpunkt,  der GauM'schen Ebene  IM; 
SSB;  1009. 

Nullqoadrate,  (Zahlentbeorie)  580. 

Nnllstellen,  —  einer  ganien  traanen- 
denten  Funktion  HS,  SIS;  gaiuer  ratio- 
naler Funktionen  S8S  [reelle  —  ge- 
wisser Funktionen  48;  S68;  417],  bei 
n  Yaiiabeln  S6S.    S.  Warael. 

Nailwerden,  TOn  Zahlfblgen  resp. 
Funktionen  n.  dessen  Gradnierung  76; 
808. 

nnmeri,  —  fieti,  lurdi  (aurds)  60,  s, 
—  aooii  664,  oongrui  S70,  idonei  676, 
amicabiles  678. 

nnmerisoh,  angenäherte  AufUnutg  -er 
Gleichungen,  «.Auflösung,  Appro- 
ximation; -e  JJtrimerte  u.  -«■  Inte- 
gral einer  lahlenthetwetiseben  Funk- 
tion 660;  bei  den  Substitutionen  einer 
Gruppe  —  ungeKudert  bleibende  Fmdt- 
tion  486;  -es  Sedmm  940  ff.;  -e  Tafi^ 
944  f.  [bes.  fflr  Astronomen  1077];  -« 
WahnekeMitMeü  786. 

Numerus,  in  Logarithmentafeln  986. 

Nut,  des  Rechenschiebers  1066  n.  ui. 

Nutzen,  Gesamt-  in  der  Wirtachafls- 
lebre  1109. 

Ntltalichkeit,  eines  Quantums  Ware 
1103. 


Oberkörper  (aritbmetisohe  Algebr») 
S8G;  688. 

Oberreihen,  beim  Josephispiel  1089. 

Objekt,  -e  einer  Menge  188. 

objektiv,  -es  Wissen  in  der  Wahr- 
Bcheinticbkeitarechnung  786;  -e  Beur- 
teilung einer  Erwartung  764. 

d'Ocagne,  -s  allgemeine  Nomographie 
1051  f. 

oeconomicuB,  homo  —  1100,  1108. 

Oktaedergrnppe  8S7;  684. 

Operationen,  die  vier  Grund-  der 
ArithmaHc  6  u.  lo,  direkte,  indirekte, 
8,  u,  —  TOD  gleicher,  ungleicher  Stufe 
10, 15,  erster,  sweiter  Stufe  11,  dritter 
33,  vierter  36;   die  vier  Grund-  beim 
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graphischen  Rechnen,  bei  gewöhn- 
lichem MasBstab  1008  f.,  bei  logarith- 
mischem 1018  f.,  mit  stetigen  Rechen- 
maschinen ausgeführt  1066  f. ;  die  vier 
Grund-  lassen  einen  Körper  invariant 
676,  die  drei  ersten  einen  Ring  677, 
die  zwei  ersten  einen  ISiiodul  688;  — 
einer  Gruppe  217,  erzeugende — (groupe 
d^riv^  211;  komhinatoriache  —  29 f.; 
endliche  ÄnzM  von  —  beim  Kriterium 
der  Irreduzibilität  einer  ganzen  Funk- 
tion 239;  486,  bei  Definitionen  286, 12, 
von  rationalen  resp.  algebraischen  — 
bei  Lösung  einer  Gleichung  unzurei- 
chend 234. 

Operationskalkül,  in  der  Differenzen- 
rechnung 744;  922. 

Ophelimität  (final  degree  of  utilitj, 
raret^),  in  der  Wirtschaftslehre  1102  f., 
1105,  80;  Total-  1104;  Maximum  der 
—  1117. 

ordinär,  -e  quadratische  Formen  697. 

Ordinalzahl  66,  as. 

Ordnen,  einer  symmetrischen  Funktion 
462.     S.  Anordnung,  geordnet. 

Ordnung,  AriÜvmetiki  —  des  ünend- 
lichwerdens  von  Zahlenfolgen  resp. 
Funktionen  76, 76 ;  187,  la,  203 ;  -—  einer 
Häufungsstelle  186,  von  Punkten  199, 
65;  Di/ferenzenrechnung :  —  der  Diffe- 
renzen einer  Funktion  919,  einer  Diffe- 
renzengleichung 932;  Formenthearie: 
&) algebraische:  —einer Form 822;  -sfor- 
men  bei  Kombinanten  391;  b)  arith- 
metische: —  aus  binären  quadratischen 
Formen  699,  temären  616,  bei  n  Va- 
riabein [-szahlen]  623,  aus  binären 
n**"  Grades  630,  beliebigen  Formen 
633;  CrruppetUheorie:  —  einer  Sub- 
stitution (ordre,  degrö)  210  u.u;  — 
einer  Gruppe  (diviseur  indicatif,  ordre, 
grado,  grado  di  uguaglianza)  212  u.  29 
[Gruppen  bestimmter  —  226,  128];  — 
einer  Gleichungsgruppe  485;  Körper- 
iheorie:  —  aus  ganzen  algebraischen 
Grössen  294;  687  [bei  komplexer  Mul- 
tiplikation 723];  —  eines  Affektes  291 
u.  26 ;  469 ;  486 ;  eines  Gleichungssystems 
264,  267,  804,  eines  algebraischen  Ge- 
bildes 311;  Zahlentheorie:  —  einer 
Farey'schen  Reihe  669,  einer  Lam^'- 
sehen  661;  —  von  Kombinationen  642; 
einer  Hadamard*schen  Funktion  660; 
eines  Fehlers  664  u.  54. 


Ordnungsmasszahlen,  aus  unendlich 
vielen  Einheiten  204. 

Ordnungstypen,  —  von  Mengen  190, 
des  unendlichen  76;  187, 12,  203. 

Ordnungszahlen,  der  Mengenlehre 
192  f.  [Normalform  194];  —  von  Grup- 
pen 213,  214  u.  46—50. 

orthanallagmatisch,  -e  Kurventrans- 
formation 664. 

orthogonal,  -e  Substitutionen:  in  Bez. 
zu  Modulsystemen  306,  durch  Para- 
meter rational  dargestellt  317;  328  u. 
41;  zwei  Klassen  333,  71;  -e  Substi- 
tutionen in  Bez.  zu  Differentiations- 
prozessen 371;  -e  Transformation  einer 
Quadratsumme  328  u.  S9;  596,  einer 
quadratischen  Form  in  Quadratsummen 
829f.,  331  u.  61,  66,  332,66;  596f.; 
-e  Gi-uppe  216  [invariante  Typen  344, 
135],  in  Bez.  zu  Reziprokanten  381; 
endliche  -e  Gruppen  337, 98;  630;  End- 
lichkeit der  -en  Invarianten  346,  i4i. 

Orthogonalkreis,  von  Kreisen  221. 

orthosymmetrisch,  -e Determinanten 
37,  43. 

östreichisch,-e  Rechenmethode  940, 1. 

oszillierend,  -e  Reihen  78,  Doppel- 
reihen 99,  Kettenbrüche  127,  131. 

Oughtred,  -sehe  Regel  für  abgekürzte 
Multiplikation  984  u.  216,  1078. 


yty  unendliche  Reihe  92,  102,  266,  desgl. 
Produkt  111,  112,  desgl.  Kettenbruch 
126,  377,  133^  410;  Irrationalität  von  — 
u.  Ä*  60  f. ;  669 ;  Transzendenz  von  — 
670  f. 

Pantachie,  infinitäre  —  (Mengenlehre) 
76;  204. 

pantachisch,  -e  Menge  195,  a — e  198. 

Papierstreifenmethode,  der  Multi- 
plikation 942  u.  6. 

Parabel,  als  Multiplikationsmaschine 
1088,  bei  der  Auflösung  von  Glei- 
chungen 3.  u.  4.  Grades  1013  u.  377, 

1046  f.   U.   496. 

parabolisch,  -e Interpolation 229;  801, 
819;  922. 

Paradoxon,  Bemoulli*sches  —  [bei 
Reihen]  78,  I6I,  Euler'sches  —  [für 
Kurven]  266,  2,  279. 

Parallel,  äquidistante  -en  in  der  geo- 
metrischen Wahrscheinlichkeitsrech- 
nung 764;  Punktreihen  auf  -en  1015, 

74* 
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kotierte  -en  (Graphik)  1085  f.;  -e  lith 
plähen  (Graphik)  1088,  440;  -Koordi- 
naten (Abtt&nde  auf  8  -en),  beim  gra- 
phischen Multiplizieren  1089 ;  -e  KräfU 
für  EoefiBnenten  1018,  sss;  -ogramm 
der  S[iAfte,  in  Bes.  zu  komplexen  Grössen 
166 ;  1009 ;  -Versthidmng  ^anslation), 
in  Bez.  zn  komplexen  GhrOssen  167, 
178,  zu  Reziprokanten  881,  logarith- 
mischer Bilder  yon  Fnnktionen  1048. 

Parameter,  Arithmetik  komplexer 
Grössen:  —  bei  Systemen  solcher 
168;  —  Ton  Transformationsgmp- 
pen  176  [deren  büineare  Zosammen- 
setznng  177, 179f.],  überzählige  — 177, 
180,  Enler'sche  179;  FormenÜheorie: 
rationale  —  der  orthogonalen  Substi- 
tutionen 817;  888  u.  41,  Yon  periodi- 
schen Substitutionen  408,  4S6;  688; 
willkfirliche  —  bei  automorphen  For- 
men 841,  bei  rationaler  Transforma- 
tion 879 ;  Substitutionskoeffizienten  als 
ganze  Funktionen  eines  -s  bei  Äqui- 
valenz von  Bilinearformen  698;  — 
rationaler  Kurven  816,  818;  894. 
Kronecker'sche  —  bei  Elimination  868 ; 
808;  Differential-,  Zwischen-, 
s.  das. 

Parametergrnppe,  endliche  konti- 
nuierliche — ,  in  Bez.  zu  komplexen 
Grössen  177;  diskrete  818,  7t. 

Partial brücke,  Zerlegung  in  — :  von 
Zahlbrflchen  664,  von  gebrochenen 
Funktionen  229  [bei  gleichen  Nennern 
282];  bei  Äquivalenz  bilinearer  Formen 
881,  67,  882;  bei  elektrischer  Lösung 
von  Gleichungen  1078,  eis. 

Partialdeterminante,  87,  67. 

Parti algewichte,  von  Gliedern  sym- 
metrischer Funktionen  474. 

partiell,  -e  Ableitungen  einer  Deter- 
minante 88;  -e  Differentialglei- 
chungen, s.  das. 

partikulär,  -e  Formen  890;  -e  Lösung 
einer  Differenzengleichung  982. 

Partition,  -en  von  Zahlen  (partitio  nu- 
merorum),  bei  erzeugenden  Funktionen 
von  Invarianten  868,  als  Grundlage 
der  analytischen  Zahlentheorie  686 f.; 
•ssymbolik  symmetrischer  Funktionen 
866;  462  f.  [-en  von  Gewichten  462, 
474;  Spezial-en  462,  476]. 

partitions,  von  multipartite  numbers, 
in  der  kombinatorischen  Analysis  641. 


Pascal,  -sches  Dreiedi  (Kombinatorik) 
86;  -sehe  Bedienmasehine  (machine 
arithmätique)  961;  -scherSl0te,inBes. 
zu  Syzygien  868,  in. 

passend,  Funktion  einer  Galois'schen 
Imaginären  zu  einem  Exponenten  — 
676. 

Passiva,  einer  Yersicherungigesell- 
schaft  898. 

Pell,  -sehe  Gleichung  699f.;  644f.,  667 
[-sehe  Tafel  669],  erweitert  681,  688; 
-sehe  Zahlen  677. 

Pentaeder,  der  Fläche  8.  Ordnung,  in 
der  Formentheorie  868,  401,  4S4. 

Pentagonalsahlensats,  der  additi- 
ven Zahlentheorie  687. 

perfekt,  -e  Menge  196,  197;  -e  zu- 
sammenhängende (Kontinuum)  801. 

Periode,  bei  Dezimalbrfichen  69;  666; 
bei  Kettenbrfichen  180  f. ;  668  [bei  re- 
gelmässigen 60, 188,  gemischte  — 181], 
bei  komplexen  Elementen  1188;  -n  hÄ 
der  Kreisteilung  608;  708  [-nteilnngs- 
gleichung  610,  fttr  elliptische  Funk- 
tionen 610  f.];  —  bei  der  Lösung  ganz- 
zahliger  algebraischer  Gleichungen 
686;  668;  -n  reduzierter  binärer  qua- 
dratischer Formen  606,  bilinearer  618, 
quadratischer  von  n  Variabein  688, 
temärer  kubischer  zerfallender  688; 
-n  von  Einheitswurzeln  689;  -n  von 
Formenklassen  726. 

periodisch,  -e  Kette  von  Klasseninva- 
rianten 726;  -e  Reihen  beim  Interpo- 
lieren 281;  816,  bei  zwei  Variabein 
818;  -e  Substitutionen  688.  S.  Pe- 
riode. 

Permanenz,  Prinzip  der  —  in  der  Arith- 
metik 11  u.  17. 

p  e  r  m  u  t  a  b  e  1 , -e  Gl  eichungsgruppe  606  f . 

Permutationen  29,  mit  beschränkter 
Stellenbesetzung  80,  verwandte  81 ;  — 
von  Gleichungswurzeln  der  Galois- 
schen  Gruppe  484,  486  [bei  der  Glei- 
chung 6.  Grades  688] ;  —  einer  Körper- 
grösse  290;  —  von  Argumenten,  die 
eine  mehrwertige  Funktion  ungeändert 
lassen 467 f.  S.Anordnung, Gruppe. 

Perpetuanten,  derFormentheorie:  er- 
zeugende Funktion  866,  864,  Syzygien 
862, 177. 

perpetuierend,  -e  Beziprokanten  (For- 
mentheorie) 882. 

perspektivisch,  -er  Massstab  1027,419. 
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Peters,  -sehe  Formel  für  mittlere  Be- 
obachtongsfehler  786. 

Petersburg,  -er  Problem  (Wahrschein- 
lichkeitsrechnung) 766  u.  159. 

Pf  äff ,  -sches  Problem,  formentheoretisch 
888. 

Pfaffian  (Determinante)  48. 

Physik,  mathematische  —  in  Bez.  zur 
Invariantentheorie  871,  S87. 

Planeten,  — Bewegung  in  Bez.  zur 
Wahrscheinlichkeitsrechnung  748;  — 
Bäder  bei  Rechenmaschinen  960,  iis, 
1069,  608. 

plausibel,  -ster  Wert  einer  Unbe- 
kannten 782,  786 ;  -ste  Verbesserungen 
solcher  794. 

plus,  -Zeichen  7. 

Poisson,  -sehe  Produktdarstellung  der 
Bresultante  249,  bei  n  Yariabeln  262* 
-sehe  Substitution  ts=^uX'\-vy-\--^  bei 
Elimination  266,  bei  symmetrischen 
Funktionen  472;  -sehe  symmetrische 
Funktionen  von  Wurzeln  von  Glei- 
chnngssystemen  266;  472;  -scher  Elam- 
merprozess  in  der  Invariantentheorie 
867,  876  f.;  -sches  Gesetz  der  grossen 
Zahlen  (der  yariabeln  Chancen)  768, 
in  der  Statistik  824,  e,  826. 

Pol,  -Polygone,  -Polyeder  etc.  der  For- 
mentheorie 867 f.,  898  f.;  -Fünfecke  der 
ebenen  Kurve  8.  Ordnung  898,  884; 
-Pentaeder  der  Fläche  3.  Ordnung 
368,  894. 

Polaren,  Farmentheorie:  —  824, 18;  Ko- 
mitanten zusammengesetzt  aus  —  336 ; 
-Büschel  einer  binären  Form  6.  Ord- 
nung 869,  218;  -Gebüsch  einer  Fläche 
8.  Ordnung  401,  484;  -Prozess  8G6f.; 
symbolisches  Produkt  als  Summe  von 

—  867;  lineare  Relationen  zwischen 

—  von  Formen  402;  —  der  Diskrimi- 
nante  in  Bez.  zu  Ausartungen  268 ;  898. 

Polarkoordinaten,  in  Bez.  zu  kom- 
plexen Grössen  166;  —  bei  logarith- 
mischem Massstab  1022;  Gleichung 
einer  Spirale  in  —  1010,  864;  —  bei 
Rechentafeln  (abaques  polaires),  1086 

U.  449. 

Polarreziprozität,  invariant  828. 

Police,  einer  Lebensversicherung  878; 
>n  gebühr  890;  Rückkaufs  wert  n.  Ver- 
fall (stomo)  einer  —  898;  prämienfreie 

—  886. 

politisch,  -e  Arithmetik  822. 


Polyeder,  von  unendlich  vielen  Seiten 
»  Fläche  68;  Pol-,  s.  das. 

Polygon,  von  unendlich  vielen  Seiten 
=a  Kurve  68 ;  P  o  1  -,  s.  das. ;  Sunmiations- 
u.  Multiplikations  — e  (Seil — e),  beim 
graphischen  Rechnen  1009. 

Polygonalzahlen,  ZerfäUung  einer 
Zahl  in  —  686;  asymptotische  Ver- 
teilung 667. 

Polynom  16,  =  ganze  Funktion  232; 
Legendre'sche  -e  268,  formentheore- 
tisch 870;  Bemoulli*sche  -e  679,  in  der 
DifiFerenzenrechnung  verallgemeinert 
928. 

polynomisch,  -er  Satz  84. 

positiv,  -e  Zahlen  13  [Brüche  20]; 
Reihen,  Kettenbrüche  mit  -en  Gliedern 
80  f.,  128;  -e  binäre  quadratische  Form 
697,  temäre  616,  bei  n  Variabein  623, 
binäre  Form  n*^^  Grades  628;  -e  Lösun- 
gen linearer  diophantischer  Gleichun- 
gen, in  der  kombinatorischen  Analysis 
689,  in  der  Formentheorie  848;  der 
Pell'schen  Gleichung  600;  total  -e  Zahl 
eines  Körpers  684. 

postnumerando,  —  zahlbare  Leib- 
rente 876. 

Postulat,  Archimedisches  —  208 f.; 
—  der  infiniteren  Pantachie  76;  204; 
Bertrand*sches  —  über  Primzahlen  218, 
45,  47;  468;  668,  8. 

Potential,  -es  Unendlich  (infinitum  po- 
tentia,  synkategorematisches  Unend- 
lich) 68  u.  101. 

Potenz,  Arithmetik:  natürliche  —  22 
u.  86,  Tafeln  960,  1004,  Bestimmung 
durch  den  Rechenschieber  1064;  -en 
mit  gebrochenen  Exponenten  24,  mit 
beliebigen  26 ;  73  u.  129  [bei  komplexen 
Grössen  164];  -en  2.  Ordnung  118,  8S9; 
symbolische  —  einer  Bilinearform  170; 
388;  einer  Mächtigkeit  189,  einer  Zahl 
der  2.  Klasse  194;  —  einer  Substitution 
210, 214,  eines  Cyklus  210;  482;  -en  von 
Fehlem  (Ausgleichungsrechnung)  779; 
Formeniheorie:  symbolische  —  einer 
Substitution  888,  840,  108,  878;  binäre 
Form  als  —  einer  andern  241,  868; 
Determinante  von  Wurzel-Produkten 
247,  Diskriminante  als  solche  251,  bei 
n  Variabein  274;  Formen  als  Summen 
von  -en  866 f.,  892 f.,  898,  884,  ins- 
besondere quadratische  827 f.,  arith- 
metisch 696, 604;  -Relationen  892, 888^, 
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398  u.  «8;  SÖrper-  ii,  ^uMe.itfifWM: 
-en  einer  Klasse  binärer  qmidratiacher 
Formen  603;  -en  als  -Summea  634; 
Zahlen,  die  durch  keine  r"  —  teil- 
bar sind  858;  Teiler  «"'  -en  656;  sym- 
bolische —  einer  Körperzahl  G91,  einer 
[dealblaaae  692.  | 

Potenz, -CAara*(«'f,TonPrimidealen  des 
Kreiskörpera  710;  -DeUrminantcn  41; 
-ierung  10,  22;  durch  tiuadratische  i 
Logarithmen  1CM)2;  -Kurve,  bei  gra- 1 
phiBohom  Rechnen  1010,  »u;  -Pro- 1 
dukte  268  [in  der  Fonnentbeorie  369,  I 
368J,  gairne  Funktionen  Bolcher  238;  | 
-Bmhen:  KonTorgenzintervall  (tadiue) . 
ai,  halb  konvergente  104,  divergente  ' 
10@,  analytische  PortsetEung  lOS,  111, 
Entwickelang  in  Kettenhrüche  134,  | 
136;  -Reihen  im  Gebiete  böherer  kom- 
pleier  Gressen  1B2;  -Reiben  für  die: 
Resultante  249,  filt  gewisse  rationale 
Funktionen  342,  267,  bei  Separation' 
u.  Approximation  von  Wurzeln  413, 
430,  439,  bei  eymmetriscben  Funktio- 
nen 45S  f. ;  -Hfstf  u.  -HiOitresU  563, 
allgemeines  ReziprozitätegeaetE  713; 
-Summfn-  von  Wurzeln  bei  Tsehim- 
hausentranafflimation  378,  Sit,  als  a;m- 1 
metrische  Funktionen  4EI ;  -Summen 
von  Zahlen  e7ü;  661,  von  Teilern  666,  | 
von  Linearformen  5S8;  -en  als  -Sum- 
men 634;  -Summen  von  Beobachlungt-  ' 
fehlem  781. 

Prämien,  in  der  Lebensversicherung 
862,  S73,  einmalige,  terminliche  »63,1 
für  Leihrenten  876,  für  Todeafallver- 1 
Sicherung  878  f.,  sonstige  SUOf.,  natür- ' 
liehe  881;  -DurdiselimUsverfahren  fHiG; 
-freie  Police  898;  -Beserve  863  f.; 
Bnitto-Reserre  894,  beim  Risiko  904, 
wahre  B06,  iit;   -Obfrträge  885,  897. 

pränumerando,  —  zahlbure  Leibrente 
876. 

prilpariert,  -e  Formen  388. 

Präzision, -Bkonatante.-amaaa  772, 774. 
779  [wahrBcheiniicLster  Wert  780],  in 
der  Statistik  829,  836. 

Preifl  1097  f.,  einer  Ware  in  einer  an- 
dern 1107,  1114;  Alaximal-  llOU. 

prim,  relativ  -e  Zahlen  666,  ganze  Funk- 
tionen '242;  6T4  [Systeme  274],  Ideale 
679. 

Prim,  -Ambigt  694;  STfiche,  bei  ge- 
brochenen Funktionen  S43;    -IHvitor 


(•Teiler):  AnuUen  solcher  $48; —eine« 
Körpers  39fi  [Durtellung  durch  Aeao- 
Bi»tioa8H];-jPate>reH:  von  Zahlen  667, 
von  ganzen  Funktionen  SS8,  SS8,  148, 
246,  S69,  arithmetiach  [mod.  j>]674,  voa 
ganzen  algebruschen  Grossen  S86f., 
294,  998  f.,  von  algebraischen  Formen 
296;  «B6,  von  Funktionalen  S96,  n, 
Idealen  SB6;  $79;  einer  rationalen 
PrimEtthl  im  Oaloie'ichen  KOrper  SM, 
im  KieiskBrper  700  f.,  im  EUnen- 
kOrper  7S7;  -Form  eines  KOrpen  SSK; 
686,  Klein'sehe  transzendente  'Form 
897,  Fnchs'iDhe  algebraische  Prim* 
formen  888f.{  6!7;  -Fwnktwn,  bei 
algebraischen  Kongruenzen  S4&,  bei 
arithmetischen  674,  der  KOrpertbeorie 
2>*ß;  Weieratrass'grhe  -Funktion  in 
der  Funktionentheorie  112,  mh,  116, 
318,  118;  297,  in  der  Zahlentheorie 
660;  -Fvfiklional,  der  ECrpertheorie 
396,  31 ;  'IdtaU  296;  679  [des  Eummer- 
scben  EOrpers  706],  ambige  692; 
-Modulsysteme  der  SOrpertheorie  304, 
NichU  B06;  -Syiteme,  lineare,  der 
Formentheorie  684;  -Z&hlen,   s.  das. 

primilr,  -e  Ko Variante  889  f.;  -e  ganze 
Funktion  (arithmetisch)  674;  -e  Zahl, 
hjper-ea  Ideal  697. 

primitiv,  jd^efrra  ganier  Funktionen: 
-e  Funktionen  a.  Prodokte  solcher  aas, 
839, 269 ;  -e  KongruenzTurzel  846 ;  674; 
-e  Bjmmebische  Funktion  mehrerer 
OrOwenreihen471;  arithmetische  For- 
mentheorie:  -eBiÜuearform 696, {eigent- 
lich n.  aneigenUich]-e  quadratische 
Form  696,  bin&re  &99,  n*«  Grades  630, 
tem&re  616,  618,  allgemeine  628;  -e 
A^jungierte  (Koutravariaute)  einer 
quadratischen  Form  816,  693;  Qlei' 
elmngen:  -e  Einheitewunein  608;  -e 
elliptische  Perioden  610;  -e  Gruppe 
(permutazione  composta  di  8*  spesie) 
SIS  n.  40;  488;  deren  -e  Darstellong 
durch  Substitutionen  von  Vaiiabeln 
386;  Körpertheorie:  -erKOiper  389;  -e 
Form  396;  «86;  -e  Wurzel  (Zahl)  nach 
einem  Primideal  880;  -e  Zahlen  des 
ElassenkSrpers  729;  Zahlentheorie:  -« 
Wurzeln  063  f,  einer  Primzahl  608, 
imaginäre  S74;  -e  Eongruenzwuneln 
G74. 

Primzahl  666;  Zerlegung  in  -en  667, 
678;  961;  Bertrand'sches  Postulat  21S, 
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45,  47;  468;  668,  8;  in  n!  aufgehende 
Potenz  einer  —  668;  Wilson'scher  Satz 
661 ;  FeststeUung  einer  Zahl  als  —  676; 
Prüfling  grosser  -en  durch  Rechen- 
maschinen 978f  186;  Euler'sche  Iden- 
tität u.  Biemann^sche  Funktion  112,116; 
642;  Anzahlen  Ton  -en  661,  668 f.;  — 
darstellbar  durch  lineare  n.  quadra- 
tische Formen  668 f.;  —  zerlegt  im 
Oalois'schen  Körper  690,  im  Ereiskör- 
per  700 f.,  im  Elassenkörper  727;  — 
der  2.  Zahlklasse  (Mengenlehre)  194. 

Pringsheim,  -sehe  allgemeine  Kon- 
vergenztheorie für  Reihen  84  f.^  für 
Produkte  113  f. 

Prinzipiante  (Formentheorie)  881. 

Proben,  beim  Zahlenrechnen  1078  f. 

Produkt,  Algebra  ganzer  Funktionen: 
Funktionen  als  — e  Ton  Primfakto- 
ren, s.  das.,  Yon  Linearfaktoren  232, 
238  [nach  einer  ganzen  Funktion  als 
Modul  246],  gewisser  ganzer  Funk- 
tionen von  n  Variabein  268,  6;  397, 
405;  477 ;  —  primitiver  Funktionen  228, 
239,  269;  -Darstellung  der  Resultante 
246  u.  79,249/262;  Arithmetik:  —  14; 
-entafeln  944  f.,  von  Primfaktoren  678 ; 
961  [bei  grossen  Zahlen  676;  1076  u. 
6ssj;   Kombinationen  zu  bestimmtem 

—  32 ;  Komplexion  als  —  32 ;  alter- 
nierendes —  36 ;  Grassmann'sche  -e  42, 
96;  160,  6  [in  der  Formentheorie  362, 
SSI,  366];  —  von  Determinanten  40, 
von  unendlichen  146;  unendliche  -e: 
Ulf.,  Konvergenz  u.  Divergenz  118 f. 
[bei  komplexen  Elementen  1126];  Um- 
formung in  Reihen  114 f.,  in  Ketten- 
brüohe  139 ;  —  von  komplexen  Grössen 
(Strecken)  166;  1009;  von  Systemen 
komplexer  Grössen  (Compound  s  jstem) 
166 ;  von  Substitutionen  169 ;  Formen- 
theariei  —  von  Substitutionen  833,373; 
Bilinearform  als  Summe  von  -en  329; 
Invarianten  als  Aggregate  symboli- 
scher -e  326,  860 f.;  —  von  Klassen 
binärer  quadratischer  Formen  608;  724 
[s.   Komposition];    ChrupperUheorie: 

—  von  Substitutionen  210;  direktes  — 
zweier  Gruppen  219  u.  91;  Körper- 
iheorie:  —  von  Idealen  296;  679,  von 
Primidealen  679,  von  Idealklassen  684, 
von  Modulsystemen  802,  von  Prim- 
modulsystemen 806,  von  Moduln  308, 
von  Köiperkomplexen  693,   von   Ge- 


schlechtem im  Kummer*schen  Körper 
711;  —  von  Mächtigkeiten  189;  —  von 
Wcihrscheirilichkeiten  740;  Zahlen- 
thearie:  unendliche  -e  der  partitio  nu- 
merorum  112,116,  637 f.;  Weierstrass'- 
sches  —  660.   S.  Multiplikation. 

Produktion,  -skoeffizient  (coefßcient 
de  fabrication)  1117  f..  Grenz-  1117. 

Progression,  arithmetische  — mit  un- 
endlich vielen  Primzahlen  643.  S. 
arithmetisch,  Reihe. 

Projektion,  stereographische  — ,  in 
Bez.  zu  komplexen  Grössen  168;  ko- 
tierte -en  in  der  Nomographie  1036 
u.  452;  —  in  der  Formentheorie  394, 

991,  403,  440. 

projektiv,  -e  Gruppe  einer  Variabeln, 
in  Bez.  zu  komplexen  Grössen  167, 
endliche  Gruppen  dieser  Art  337  f.; 
624 f.;  Paare  reziproker  -er  Gruppen 
176;  -e  Gruppen  der  Invariänten- 
theorie  827  f.  [s.  Gruppe];  -e  Rezi- 
prokanten  381;  -e  Invarianten  der 
Krümmungstheorie  383  f. ;  -e  Büschel, 
Bündel  etc.  von  Mannigfaltigkeiten  393, 
986;  -e  Erzeugung  rationaler  Kurven 
896,  von  Flächen  391,  977;  -e  Eigen- 
schafben im  komplexen  Gebiet  400, 489 ; 
-e  Pimktreihen  in  der  Graphik  1009, 
859;  -e  Skala  (Schelle  linäaire  gänärale) 
einer  Funktion  1027  u.  4i9. 

Proportion,  -srechnungen  mit  dem 
Rechenschieber  1066;  -aUeile,  in  Lo- 
garithmentafeln 989,  1002. 

prospektiv,  -e  Methode  der  Prämien- 
reserven 863,  883,  886. 

prosthaphäretisch,  -e  Multiplikation 
947. 

Protomorphe,  von  Reziprokanten 
(Formentheorie)  381. 

Prozesse,  Invarianten  — ,  unend- 
liche — ,Differentiations — ,  8.da8. 

Punkt,  als  Zeichen  der  Multiplikation 
14  [Doppel-  als  Zeichen  der  Division 
16];  —  an  Stelle  des  Dezimalkommas 
986,  884;  —  der  Gauss'schen  Ebene 
166  u.  10  [beim  Fundamentalsatz  der 
Algebra  236];  —  der  Riemann*schen 
Kugel  387;  624;  imaginäre  — e  einer 
Geraden  167,  einer  Ebene  168;  kotierte 
— e  (Nomographie)  1026  f.,  1048  f. 

Punkt- 6^'t<«r  (Zahlentheorie)  606,  616; 
-Menge,  s.  das.;  -Beihe:  gerade, beim 
graphischen  Rechnen  1008  f.,  krumm- 
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linige  10881,  1060 f.;  ähnliche,  pro- 
jektive -n  1009,  SM;  'Sffsteme^  ab- 
hängige (Fonnentiieorie)  884,  T9,  893, 
S86;  -Transformationen,  s.  das. 
Pythagor&isch,  -e  Zahlen  570;  -e  Ta- 
feln 944. 

Q 

Quadrat,  uin<MM(a;: —23, -Tafeln  960, 
1004,  Berechnung  durch  den  Rechen- 
schieber 1067;  lateinisches  —  81; 
Ausgleid^ung  u.  Interpolation :  Methode 
der  kleinsten  -e  (mäthode  des  moindres 
carr^)  770 f.,  788,  787,  bei  Inter- 
polation 880;  mittlere  -e  von  Fehlem 
796;  FormentKeorie:  Reduktion  von 
quadratischen  Formen  auf  -Summen 
827 f.,  arithmetisch  696 f.;  Transfor- 
mation einer  -Summe  in  ein  Yiel&ches 
179, 188;  847, 146;  definite  Formen  als 
-Summen  reep.  Brfiche  solcher  868; 
-e  von  Okkhnngnmnehk  441 ;  ZahUn- 
iheorie:  Zahl  als  Summe  von  -en  612, 
619,  627, 687  f;  660;  magische  -e  680; 
1086,86. 

quadratisch,  AriOimetik:  -e  Logarith- 
men 1001  f ;  -e  Matrix  u.  lineare 
Transformation  168;  888;  682  f.; 
-e  Irrationalitftten  in  Bei.  lu  Eetten- 
brfichen  69,  60,  182  u.  SS7,  KM;  668; 
Formentheorie:  a)  aUgebroMie:  Äqui- 
valenz -er  Formen,  -e  Formen  als 
Quadratsummen,  Tr&gheitsgesetz  327  f 
[beim  Stürmischen  Satz  427  f]; 
b)  arühmetische:  -e  binäre  Formen  660; 
691  f ;  -e  Formen  in  Bez.  zu  ver- 
schwindenden Linearformen  686;  -e 
Eovariante  einer  binären  kubischen 
Form  680;  -e  Gleich%$ngen  148;  499, 
graphisch  1013  u.  877,1030  ;Wurzel  ganz- 
zahliger als  Eettenbruch  60;  132;  668* 
Körperiheoriei  relativ  -er  Körper  696; 
-e  Reste,  Reziprozitätsgesetz  696;  -er 
Körper  als  Unterkörper  eines  beis- 
körpers  702;  Zahleniheorie:  -e  Basis 
eines  Haufens  658;  -e  Reste,  Nicht- 
reste,  Beziprozitätsgesetz  666  f,  681; 
609  f.,  620;  696  f;  703,  in  der  analy- 
tischen Zahlentheorie  644,  666,  667 ;  -e 
diophantische  Gleichungen  669;  621; 
-e  Kongruenzen  673 ;  624 ;  -e  Teiler  667. 

Quadratur,  ebener  Flächenstücke  64, 
in  Bez.  zu  unendlichen  Produkten  111; 
—  von  Integralen  924,  mechanische  281 ; 


811  [in  Bez.  zu  kanonischen  Formen 

866, 184],  von  Je -<■<«*  104;  776;  —  des 

0 
Kreises  (Transzendenz  von  n)  678  f. 

Quadratwurzel,  Tafehn  von  -n  1004, 
Berechnung  durch  den  Rechenschieber 
1067 ;  durch  -n  darstellbare  Lnrationali- 
täten  60;  470;  618;  Auflösbarkeit  von 
Gleichungen  durch  -n  470;  618;  Ent- 
wicklung einer  —  in  einen  perio- 
dischen Eettenbruch  60, 126,  stt,  182. 

quadrinomisch,  -e  Gleichungen  446, 
41,  graphisch  1043. 

quaternär,  -e  Formen  822,  kubische 
401,  484;  684;  -e  endliche  Gruppen 
340 f.;  647 f.;  -e  Formenprobleme  860, 
818;  647  f. 

Quaternariante  (Formentheorie),  849. 

Quaterne,  88. 

Quaternion,  -en.  Geschichtliches  169,  is 
[-en  in  Bez.  zur  Formensymbolik  861, 
88s] ;  -en  als  Systeme  komplexer  Grössen 
168  f.,  178  f.,  Multiplikation  179,  188 ; 
J3»— en  180;  'Sff^eme  und  Nicht— 
Systeme,  in  Bez.  zu  komplexen  Grössen 
180;  'Gruppe  224,  iiT». 

Quersumme,  bei  der  Neunerprobe 
1074,  616. 

Quotient,  ArOhmetik:  —  16,  -entafeln 
669,18;  678;  949,  Berechnung  durch  den 
Rechenschieber  1067;  gemeinsame 
vollständige  -en  bei  Kettenbrüchen 
659;  —  Ton  Potenzreihen  als  Eetten- 
bruch 136;  Formen  u,  ganze  Funktio- 
nen: —  u/r,  wo  /•(jr)  =  t»  +  »r  286; 
-en  ganzer  Funktionen  228  f,  242,  244, 
bei  n  Variabein  267 ;  von  Quadratsum- 
men 368;  von  Invarianten  826,  327; 
-enableitung  383;  Körpertheorie:  — 
von  Moduln  308,  von  Idealen  688,  von 
algebraischen  Formen  296;  686;  von 
Produkten  aus  Primfunktionen  297; 
statistische  -en  822 f  S.  Bruch,  ge- 
brochen, rational. 

quotity,  in  .der  kombinatorischen  Ana- 
lysis  639. 

B 

Raabe,  -sches  Eonvergenzkriterium  für 
Reihen  87  u.  iS8  [fOr  komplexe  1124J; 
-sehe  Differentialgleichung  bei  sym- 
metrischen Funktionen  467. 

Rabatt,  bei  Versicherungen  881. 
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Radikal,  AuflöBbarkeit  von  Gleichungen 
durch  -e  225;  470,  481  f.,  496f.,  beson- 
derer  Gleichungen  605  f.;  Nichtauf  lös- 
barkeit  504 f.,  Adjunktion  495 f.  S. 
Adjunktion,  Auflösung,  Glei- 
chung. 

Radikand,  24. 

Radizierung,  23,24,  mittels  Newton*- 
Bcher  Approximation  985. 

Ränderung,  einer  Determinante  38, 39, 
in  der  Formentheorie  332. 

Rang,  einer  Determinante  41,  solche 
höheren  -es  (Eommutanten)  45 ;  824, 
17, 361,  bei  ausgearteten  Substitutionen 
403,  440;  —  einer  AbeFschen  Gruppe 
222;  —  u.  -Gleichung  eines  Systems 
komplexer  Grössen  172 ;  —  einer  Matrix 
269  u.  46;  582  [Rationalitäts-  588];  — 
u.  -Zahl  eines  ModtUaystems ,  Glei- 
chungssjstems  802,  304;  —  einer 
Semikovariante  371. 

Rangordnung,  der  Elemente  einer 
Menge  190. 

rational,  Äriihfnetik:  -e  Zahl,  Grösse 
20  u.  93  [Fundamentalreihen  54,  Er- 
weiterung der  -en  Zahlen  55];  Ab- 
zählbarkeit  186,  8,  Anordnungsarten 
190, 96 ;  ^wertige  unendliche  Reihen  u. 
Produkte  62,  desgl.  Kettenbrüche  129; 
Formen :  -e  Transformierbarkeit  arith- 
metischer quadratischer  Formen  624, 
binärer  Formen  630 ;  -e  Substitutionen 
u.  deren  Gruppen  327 ,  378  f. ;  -e  Dar- 
stellung orthogonaler  Substitutionen 
317, 328  u.  41  [erweitert  402,  4S6],  perio- 
discher Substitutionen  523;  -e  Behand- 
lung Ton  Äquivalenzproblemen  330,63; 
•e  Invarianten  327, 335,  -e  Seminvarian- 
ten 389,364;  -e  (assoziierte)  Darstellung 
von  Invarianten  347  f.  [einer  endlichen 
Gruppe  345,  ise];  von  Seminvarianten 
388 f.,  von Reziprokanten  381  f.;  -e  Kur- 
ven in  Bez.  zu  Umkehrfragen  869,  zur 
Apolarität  391  U.377, 892,383%  394  f.,  de- 
ren projektive  Erzeugung  395,  Deutung 
von  Invarianten  auf  solchen  401,  434; 
-e  Funktionen  228,  242, 244, 257,  sym- 
metrische 209 ;  -e  Relationen  zwischen 
den  elementarsymmetrischen  Funktio- 
nen mehrerer  Grössenreihen  476; 
Glieder  eines  Kuttenbruchs  als  -e  Funk- 
tionen einer  Variabeln  136 f.;  1128; 
-e  Gleichungswurzeln  234;  -e  Ope- 
rationen bei  Lösung  von  Gleichungen 


234;  Potenzreihen  gewisser  -er  Funk- 
tionen 242,  248,  257;  430,  439;  453, 
8.  Potenzreihen;  -e  Parameter 
irreduzibler  Funktionen  260;  Glei- 
chungstheorie:  -e  Resolvente  491;  -e 
Kurven  in  Bez.  zu  Resolventen  mit 
1  Parameter  536;  Interpolation  durch 
-e  Funktionen  230;  802 f.;  Körpertheo- 
rie:  Körper  -er  Zahlen,  Funktionen 
284  f.,  Erhaltung  -er  Beziehungen  bei 
Abbildung  koxgugiei'ter  Körper  289 ;  -e 
Darstellung  algebraischer  Gebilde  316 
[-e  Kurven  316 f.,  Flächen  317];  -e 
Transformation  319;  Zahlentheorie:  -e 
Zahl  als  Summe  von  4  -en  Kuben  573 ; 
-e  Dreiecke,  Vierecke,  Tetraeder  570;  -e 
Lösungen  temärer  quadratischer  Glei- 
chungen 622 ;  -e  Transformation  quadra- 
tischer Formen  624,  binärer  n**"  Gra- 
des 630;  -e  Integration  in  Bez.  zu 
Klassenanzahlen  647.  Ganz  ratio- 
nal, s.  ganz. 

rationalbekannt,  -e Grössen  238;  481. 

Rationalitätsbereich  (bezirk),  238, 
285;  481;  676,  dessen  Erweiterung  238; 
286 ;  488, 493, 495 ;  682, 688  f.  [in  der  In- 
variantentheorie 326,  360,  392],  s.  Ad- 
junktion; natürlicher  —  239;  285, 
willkürlicher  240 ;  498,  absoluter  482. 
S.  auch  Körper. 

Rationalitätsrang,  eines  Systems 
linearer  Gleichungen  588. 

Raum,  -Vorstellung  beim  Zahlbegriff 
2,4;  Bewegungen,  Umlegungen  des 
-es  178  f.;  —  von  n  Dimensionen,  187, 
16  [rationale  Kurven  in  einem  solchen 
816;  394;  395;  darstellende  Geometrie 
in  einem  solchen,  beim  graphischen 
Rechnen  1016, 383,  1017,386,387,  1024, 
409];  Projizieren  eines  -es  in  einen  an- 
dern (Formentheorie)  394, 391;  403, 440; 
Fehler  u.  Fehlergesetz  im  -e  796. 

Raumkurve,  algebraische  —  in  Bez. 
zu  Transformationen  316;  Singulari- 
täten [mit  RealitäUfragen]  250,  253, 
397  f.,  400,  432;  —  3.  Ordnung  in  Bez. 
zu  Umkehrfragen  359,  zur  Lamä'schen 
Differentialgleichung  369,  278,  zur 
Apolarität  393,  383,  394.  Rationale 
— ,  s.  das. 

Realität,  s.  reell. 

Rechen,  -Apparate  962  f.;  -Brett  (Ä/JaJ, 
abacus)  953 ;  -Maschinen :  fär  die  4  Spe- 
zies 959  ff.,  zum  Addieren  u.  Subtrah- 


1178 


Rechnen  —  reell 


ieren960f.,  zum  Multiplizieren  970  f., 
zum  Dividieren  978  f. ;  für  zusammen- 
gesetzte Rechnungen  976,  für  Diffe- 
renzen 977 f.;  analytische  978;  stetige 
'Maschinen  1053 f.,  für  die  4  Spezies 
1066 f.,  zur  Lösung  von  Gleichungen 
u.  Gleichungssystemen  1067  f.,  1070 f.; 
'Methoden,  beim  genauen  Rechnen 
940  ff.,  beim  genäherten  978  ff. ;  -Schei- 
ben 1060  f. ;  'Schieber  (slide  rule,  rägle 
ä  calcul):  logarithmische  1053  f.  [ge- 
krümmte 1060  f.,  weitere  1063  f.], 
doppellogarithmische  1064,  sso;  für 
komplexe  Grössen  1065,  686;  -Stäbehen 
(Neper'sche,  virgulae  numeratrices) 
966  u.  91;  'Tafein:  Crelle'sche  945, 
graphische  (tableau  graphique,  aba'i- 
que),  1025  u.  4is. 

Rechnen,  4,  genaues  —  940  f.,  ohne  Vor- 
richtungen 940  f. ,  mit  Vorrichtungen,  s. 
Reohenapparate  u.  Rechenma- 
schinen; genähertes  —  978  f.,  ohne 
Vorrichtungen  983  f.,  graphisches  1006  f. 
[bei  gewöhnlichem  Massstab  1008  f.,  bei 
logarithmischem  1018  f.];  —  mit  kom- 
plexen Grössen  (Strecken)  149,  159; 
1009,  mit  Systemen  solcher  160  f.;  — 
mit  Grenzwerten  78  f. 

Rechnungsart,  s.  Operation. 

Rechteck,  magisches  —  580. 

rechtwinklig,  -e  Koordinaten,  Euler'- 
sche  Transformation  solcher  178,  s. 
Koordinaten. 

Reduktion,  Formentheorie:  —  einer 
Matrix  auf  ein  Diagonalsystem  583; 
—  quadratischer  u.  bilinearer  Formen 
327 f.;  696  [Jacobi'sche  —  332,  80;  599], 
binärer  560;  603,  605  f.,  bilinearer  612, 
temärer  quadratischer  6 15  f.,  bei  n  Va- 
riabein 623,  binärer  n^  Grades  631; 
beliebiger  Formen  633;  —  voller  In- 
variantensysteme  342  f. ;  —  von  Glei- 
chungen auf  Formenprobleme  360,  219 ; 
640 f.;  —  der  charakteristischen  Glei- 
chung einer  periodischen  Substitution 
auf  eine  kanonische  Form  623 ;  —  von 
Gleichungen  bes.  5.  Grades,  auf  Normal- 
formen 498,  513  f.;  533  f.;  —  der 
Formen  von  Zwischenvariabein  374 
u.  298,  377  u.  S15;  —  der  Differential- 
gleichungen der  Invarianten  377;  — 
seminvarianter  Funktionen  388  f.  u. 
362;  Hesse'sche  —  der  Variabein  einer 
Form  402;  —  von  ganzen  Funktionen: 


von  symmetrischen  460  f. ,  von  ganzen 
Funktionen  der  Wurzeln  von  Glei- 
chungssystemen 261;  —  der  Chruppe 
einer  Gleichung  491  f. ;  —  von  Ketten- 
brüchen 120,  133;  —  von  Systemen 
A;omp2ea:er  Grössen  auf  Teilgebiete  176; 

—  einer  Lebensversicherung  893. 
Reduzent,   in  der  FormenUieorie  848. 
reduzibel,   -e  ganze  Funktion  288  f. 

[gewisse  Resultanten  u.  Diskriminanten 

—  250],  bei  n  Variabein  258  f.,  260,  9; 
-e  Gleichungssysteme  273 ;  -e  Gleichung 
481 ;  -es  u.  reell  -es  System  komplexer 
Grössen  168  f. ;  -e  Intxurianten  866, 
395, 395,  in  Bez.  zu  symmetrischen 
Funktionen  mehrerer  Grössenreihen 
897,  i05;  477;  -e  Menge  197. 

reduziert,  -er  Brtich  20;  -e  Formen: 
Matrix  683,  lineares  Formensystem 
^9,  bilineare  Form  332;  691,  quadra- 
tische (Jacobi'sche)  699;  arithmetisch 
-e  binäre  Form  605,  bilineare  612, 
biquadratische  681,  temäre  616  f.,  von 
n  Variabein  623;  -e  Darstellung  einer 
Zahl  durch  eine  binäre  quadratische 
Form  608 ;  -e  Urformen  bei  Reihenent- 
wickelung 373,  297, 374 ;  -e  charakteri- 
stische Gleichung  einer  Bilinearform 
171;  -es  Kapital  882  [-e  Prämie  883, 
81];  -er  Kettenbrtbch  121,  126;  -es  Rest- 
system 561 ;  -e  Besultante  nach  Cayley 
249,  nach  Brill  273;  399. 

reell,  AriÜimetik:  allgemeine  -e  Zahl 
55;  -e  Grösse  152,  -e  Einheit  153,  -er 
Bestandteil  einer  komplexen  Grösse 
153,  -e  Systeme  komplexer  Grössen 
163,  —  ursprüngliche  182;  -e  Wurzeln 
der  quadratischen  Gleichung  für  einen 
periodischen  Kettenbruch  131 ;  Formen- 
theorie:  -e  Symbolik  361  f.,  in  Bez. 
zu  Differentiationsprozessen  872;  -e 
Formen  der  regulären  Körper  400;  -e 
Singularitäten  u.  Züge  von  Kurven 
400  u.  492;  -e  Typen  quadratischer 
Formen  328,  38,  -e  Äquivalenz  solcher 
330,  399,  424,  [kubischer  temärer  401, 
484];  Oleichungstheorie:  -e  Wurzeln  in 
Bez.  zur  Diskriminantenfläche  252, 280, 
[bei  besonderen  Gleichungen  42 ;  258 ; 
417],  in  der  Charakteristikentheorie 
422 f.,  in  der  Formentheorie  899 f.; 
in  der  Graphik  1018 f.;  -e  Wurzeln 
in  gegebenen  Grenzen  399;  411,  417, 
428;    Trägheitsgesetz    der    quadrati- 


Regelfläche  —  relativ 


1179 


Bchen  Formen  u.  B^outiante  882, 
98,  399,  4M;  429;  -e  Wurzeln  yon 
Gleichungen  6.  Grades  348  u.  147 ;  349, 
6.  Grades  368,  804;  Trägheitsgesetz 
binärer  Formen  367,  i96 ;  899^ ;  -e  Gene- 
ration der  StcUistik  846. 

Begelfläche,  unikursale  —  317,  96;  — 
2.  Ordnung,  inyariantbei  Kollineations- 
gruppen  178,  in  Bez.  zur  Gleichung 
5.  Grades  639. 

regelmässig,  -e  Eettenbrüche 69  u.  50, 
119,  SS7,  126,  reduziert  -e  126. 

r^glettes,  multiplicatrice8(Grapbik)966. 

regula,  falsi  433,  29;  —  virginum  640. 

regulär,  Formenth^orie:  -e  Körper  337 
u.  95,  343  u.  131  (Ilealität  400];  624  f., 
in  höheren  Räumen  337, 9S;  630;  -e  Sub- 
u.  Superdeterminanten  einer  Matrix 
684;  -e  Determinante  einer  binären 
quadratischen  Form  611;  Chtippent/ie(h 
rie:  -e  Substitution  211;  -e  Form  einer 
Gruppe  (groupe  normal)  218, 76 ;  Körper- 
theorie:  -er  Kreiskörper, -er  Kummer*- 
scher  Körper  711,  -e  Primzahl  711. 

Regulator,  —  u.  Fundamental-  (arithm. 
Formentheorie)  631 ;  —  eines  Körpers 
683. 

Reihe,  Arithmetik:  —  der  natürlichen 
Zahlen  186 f.;  -n  von  kombinatorischen 
Elementen  34;  formale  Operationen 
bei  -n  36,  rekurrierende  -n  36;  Prinzip 
der  -nvergleichung  80, 83,  bei  Doppel- 
reihen 99 ;  unendliche  -n  77  ff. :  kon- 
vergente 79  f.  [komplexe  1122  f.],  be- 
dingt konvergente  91  f.  [komplexe  1 126], 
divergente  90, 106  f.  [komplexe  1122  f.], 
halbkonvergente  103 f.;  Taylor'sche  — 
79,  trigonometrische  -n  93,  divergente 
Potenz-n  108  f.  [Umwandlung  von 
Produkten  in  -n  u.  umg.  114 f.,  von 
•n  (insbes.  Potenz-n)  in  Kettenbrüche 
133  f.];  Doppel-n  97  f.  [komplexe 
1126],  vielfache  -n  100;  -n  fOlr 
Produkte  116,  für  ^Funktionen  u. 
Faktoriellen  117;  Differenzenrechming : 
arithmetische  —  927  [der  Argumente 
919 f.];  geometrische  —  927;  Formen- 
iheorie:  rekurrierende  -n  in  Bez.  zu 
bilinearen  Formen  330,  u;  arithmeti- 
sche —  bei  Gewichten  von  Kovarian- 
ten  376;  -n  für  Invarianten  342,  373, 
fOr  Konnexe  374 f.,  für  seminvariante 
Funktionen  389  f. ;  -n  in  Bez.  zur  Kum- 
mer'schen  Konfiguration  339,  i06;  Glei- 


chungstheorie:  -n  für  rationale  Funk- 
tionen 242,  248;  430  [für  gewisse  267; 
413],  yonf'(x)/f(x)  439;  463,  für  Glei- 
chungswurzeln 249,  264;  440,36;  —  der 
Zusammensetzung  einer  Gleichungs- 
gruppe 220,  497;  Oraphik:  arithme- 
tische resp.  geometrische  —  der  Radien 
einer  Archimedischen  resp.  logarith- 
mischen Spirale  1010,862;  Wahrschein- 
lichkeitsrechnung  u.  Interpolation:  re- 
kurrente^ rekurrorekurrente  -n  743; 
periodische  -n  beim  Interpolieren  816, 
—  nach  Kugelfunktionen  818,  Cauchy'- 
sche817,  Interpolations-n  820;  Zahlen- 
theorie: Farey'sche  -n  659,  Lam^'sche 
661;  Rest —  beim  Reziprozitätsgesetz 
667;  arithmetische  -n  mit  imendlich 
vielen  Primzahlen  643,  beim  Legendre'- 
ßchen  Symbol  668 ;  diatomische  -n  676, 
Fermat'sche  676;  Dirichlet'sche  -n  632, 
642 f.;  trigonometrische,  bei  Klassen- 
anzahlen 647 ;  —  fOr  [x]  667 ;  Umkeh- 
rung von  -n  464 ;  661  f. 

Reihengewicht,  bei  symmetrischen 
Funktionen  479. 

Reihenreste,  singulare  —  93. 

reih  ig,  mehr-e  symmetrische  Funktion 
471. 

rein,  -e  DarateUung  einer  Mannigfaltig- 
keit 263;  267;  303;  -e  Gleichung  236, 
38;  490;  -imaginäre  Grösse  163;  -es 
ModüUystem  264,267;  -e  Beziprokcmte 
881 ;  -e  Vermogensänderungen[Gevnnjiey 
Verluste]  766. 

Rektifikation,   von  Kurvenbögen  66. 

rekurrierend,  -e  Linearsysteme  für 
Zähler  u.  Nenner  der  Näherungsbrüche 
von  Kettenbrüchen  123;  -e  B^ihen: 
formal  36,  in  der  Differenzenrechnung 
936,  in  der  Wahrscheinlichkeitsrech- 
nung 748,  in  Bez.  zu  bilinearen  Formen 
380,  58. 

Rekursionsformeln, für  Kettenbrüche 
120  f. 

r  e  1  a  t  i  V ,  -er  Fehler,  in  der  Ausgleichungs- 
rechnung 771  f.,  777  f.,  beim  Rechnen 
mit  ungenauen  Zahlen  981 ;  -e  Häufig- 
keit von  Gliedern  bedingt  konvergen- 
ter Reihen  93,  eines  Fehlers  777;  -e 
Invariante  326,  327,  886;  —  vollstän- 
diges System  von  Invarianten  843;  — 
prime  Zahlen  666,  Ideale  679,  Formen 
686,  ganze  Funktionen  242,  269; 
arithmetisch  674  [in  Bez.  auf  einen 
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Doppelmodul  574],  Funktionfnsysteme 
374;  -es  Risiko  906,  Bruttoiisiko  016 
-e  Zahlen  13,  Brücbe  SO. 

Relativ, -JTÄyer 292; 682  [-Grad,— kon- 
jugierte Zah!,  -Norm,  -Differente,  -Dig- 
kriminanteöSSj,  —  GaloiB's'.herKörpei 
-Grad  889,  —  Abel'acher  Kflrp«r  689, 
606,  —  cykÜBcher  689,  681,  —  quadra- 
tiecher  695 ;  ^  konju  gierte  Idealklaaaen 
692;  -Nonnbez.  eines  EreiBkSrperB  TOB, 

HencoDtrespiel  (game  of  treizc),  761 
n.  88, 

BepräseDtant,  einea  Tjpaa  von 
Systemen  komplexer  Grössen  163; 
Haapt-  einer  FonnenklaBBe  62*. 

repräBentierend,  -es  Funkt^tystem, 
-e  Halbkreiee,  bei  Gittersahiea  6Ü6  f., 
613,  615. 

Keseive,  ZillmerBche  --  bei  Lebcns- 
Tersichening  891,895,  — fSr  Unkosten 
894,  Gewinn-  896,  Pi^mien-  863  f., 
894,  904  f.;  Risiko-  916;  -Prämie  891, 

Residuum,  eines  Abel'ecfaen  lotegrale 
3.  Gattung  207;  konstante  ReBicIuen- 
eunime  bei  elliptischen  Kurven  545; 
Cauchy'sches  —  in  der  analytischen 
Zahlentheorie  640.     8.  Rest. 

Eesolvente,  Galoia'sche  —  einer  Glei- 
ubung290;486,4S8;  Ikosaedergl  eich  nng 
ihre  eigene  —  638;  —  Üer  Gmppe 
G,„  340.  beim  Geschlecht  3, 644;  ratio- 
nale —  491,  Lagrange'sche  —  503;  701 ; 
Zerlegung  des  Gleichnngsprobleme 
durch  -n  491  f.;  -n  Ton  Modularglei- 
chungen  633;  -□  mit  1  Parameter  536; 
-n  der  Gleichung  ö.  Grades  379;  53S  l. 
[Haupte  638]:  Differential-n  642.71,; 
Eliminations— n  verschiedener  Stofen 
803,  GesamU  302;  —  bei  der  Normie- 
rung von  bilinearen  Formen  S29. 

Best,  einer  Zahl  656.  561  [einer  Klasse, 
einea  Systems  561];  -e  des  Euklidi- 
icben  Algorithmus  B41;  Potenz — e  ii, 
Nichtpoteni— e668;  713,  quadratische 
-e  u.  ReEiproiitatugesetz  56öf,  [-Reibe 
567],  in  einem  beliebigen  ZahlkSrper 
6BSf,,  im  Kreiskörper  710,  far  i" 
Potenz— e  712;  Summen  von  -en  653; 
-e  in  Bez.  zu  [i]  655;  —  einer  ganzen 
Funktion  2S0,  bez.  eines  D'.ppelmodu!« 
245,  arithmetisch  574;  —  einer  Menge 
1B7,  199.     S.  Residuum. 

Best,  -Glißj,  der  Ta^lor'scben  Reibe  79, 


der  Enler'Kilien  IVaaafoniutionifonnel 
101,  der  Enler-HaclMuin'achen  SmU' 
menformel  lOS;  OSO,  bei  dw  UaAolT- 
tel>«n  Intarpoladott  806,  bei  der  New- 
fon'achen  9SS;  -FnbeH  bei  nnmeri- 
Kihem  Rechnen  107Sf.;  -FrodmU  onea 
anendlichen  Pndnktei  US;  -Sjfatem 
eines  Hodnleyvtona  B07. 
teinltftnte,  tob  guura  Funktionen 
Mftf,  S48f.  [redniierte  nMh  d^lej- 
n.  SylTeriar  US,  17S,  nuh  Briü  S78, 
899]  j  —  eines  OleieliangMTBtemB  171  f^ 


I  «9;  J 

'U  M»  TruuAnniationBrelntionen  S8S; 
— beimEndlidikeitipToblem  tU ;  -n  tob 
Kovariuiten  radaubel  SM,  S6S;  S48, 


durch  Qnmdformen  n.  Übendiieban- 
gen  darge*teUt  960;  89Sf.;  DiJl^ran' 
ä«lgleiohniigen  der  —  348,  978;  S97; 


n.  101,  37S;  S96,  IM. 

retroapektiT.-e  Methode  der  Prftmien- 
Teaerre  868. 

Renechle,  -iche  grsphiaolunechuiiMbe 
AnflOtmig  Ton  Qleichnngen  1046  f. 

Beveriibilit&t,  algebraiiche  —  981. 

reEiprok,  AriAmetik:  -er  Wert  eiun 
Brach!  81;  Tafeln  der  -en  Werte 
gancerZablenlOOSf.;  -e  Determinanten 
(Matrizes)  38,  (t  [unendliche  146],  in 
Bez.  SU  ModnIijBtemen  306;  683;  -er 
Wert  einer  komplexen  OrOsse  163,  16B 
[Transformation  durch  -e  Radien  IS6, 
8.  luTersion],  einea  Gr<Iuen-n-tapelB 
162,  -e  Systeme  komplexer  Qr0Men 
163;  -e  Transformationsgrappen  17C; 
Fontentheorit:  -e  Substitutionen  688, 
hei  Differentialprozessen  895,  379;  -e 
bilineare  Formen  330,  St;  -e  Funda- 
mentalgleichung 339;  606;  -e  Fonn 
(„Resiprok  e")einerqn  adratiseben  Form 
616,  693. 

RoEiprokante  (Formentheorie): binäre 
880  f.,  in  Bei.  zu  Differentiftlinvui- 
anton  880,  u<;  temKre  S81f.;  Inte- 
gration 381;  Tollst&ndige  Syateme, 
perpetuierende  -n,  Differentialproceese 
889  f.,  bomographische  —  888. 

Ueiiprozitat,  (Polar-)  invariant  333, 
bei  graphischer  Multiplikation  1088; 
■»geteU  der  InvariaiHen  861,  mt,  868 
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u.  SS8*,  erweitert   368,   873;   in  Bez.  S 

zu   Resultanten  896,406;  -ageseU  für  Sachversicherung  882,80. 

Potenzreste:     fflr     quadratische    666,  Sakulargleichung  42,  hat  nur  reelle 

581    [in  Bez.  zu  arithmetischen  For-  Wurzeln  44*  253*  417. 

men  609,  610,  620;  zu  Dirichlet'schen  S calarmatr ix,  in  Bez.  zu  höheren  koro- 

Reihen  644,  zu  summatorischen  Funk-  plexen  Grössen  171,  22. 

tionen  666  u.  89,  zur  Gauss'schen  Funk-  Schadenreserve,  bei  Versicherungen 

tion  q>{p^q)  667,  zum  Kreiskörper  703;  397, 

in  einem  beliebigen  Körper  696,  698];  Schaltwerk,     einer    Rechenmaschine 

für  r*  Fotenzreste,  insbes.  för  kubische  964  f. 

und  biquadratische  712.  Schar,  -en  quadratischer  u.  büinearer 

Richtung,  eines  Fehlers  796.  Formen,  deren  Reduktion  u.  Äquivalenz 

Richtungskoeffizient(expressionr^-  330  f^  [arithmetisch  692];  elementare 

duite),  einer  komplexen  Grösse  163.  .©n  solcher  Formen  831 ;  -en  vonKurven 

Riemann,   -sehe  Flächen  296,  299  [—  beim    graphischen    Rechnen    1028  f., 

Roch'scher    Satz    300];    Klein— sehe  I034f. 

Flache  339,  106;  -sehe  Funktion  für  scheinbar,  -e  Fehler  (erreurs  appa- 
Primzahlen  642,648,  desgl.  -scheJPor-  rentes,  residuals)  779,  781  f. 
mel  668  f.;  -sehe  Kugel,  als  Träger  Schieber  (r^glette,  languette)  des  Re- 
komplexer Grössen  168,  bei  endhchen  chenschiebers  1066 
binaren  Gruppen 337;  624,  682;  -sches  Schiebung,  Gruppe  der  -en  der  Ebene 
Prinzip  für  bedingt  konvergente  ÄJfÄen  ^  g^^  ^^  komplexen  Grössen  167, 
92  Konvergenzkriterium  für  p-fache  ^^^^  elHptischen  Raumes  in  Bez.  zu 
©Reihen  100  Quaternionen  178.  S.  Translation. 

Ring   ganzer  algebraischer  Grössen  294,  ^^^^^^   .^  Determiminte  37,  44;  -e  In- 

desgl.  -  u^  Jdeal,  -Klasse  687.  ^^^^^           j^     ^^       32^  ^; 

Risiko,     WahrschetfütcJ^tt^e^nung:  ^^mcÄe  Determinante  37  i  so,  43  u. 

mathematisches       durchschmttliches,  ^^^^^  gj^^^^^  ^^^  ^^^^^j^  p^. 

mittleres  -.766  767;  Lebensverstche-  ^^^^  ^^^^  orthogonalen  Substitu- 

rtmg:  Theorie  902 f.;  —  wahrend  einer  ..  ^  828  u  41 

Periode  906,  Maximal-  906.  mittleres  «   i  1          1  i'         •       m  ^    i*  n        •  » 

«/x.r        »    1.      ^V       «'^"»  »^"wüico  Schlussalter,  emer  Todesfallversiche- 

906  f.,   grösstes  906,  i48,   relatives  u.  g-^       ' 

»bBoluteB  906,  durchschnittliches  906  gchnitt,  -Prinzip:  Dedekind'gcheB  66; 

"•■  ""'n    ?    :,  ~.nr°v  ,7«™«^«'""«  201,  M.  206 ,   d«  BoiB  -  Beymond'sche« 

eine.  Bestandes  906   Netto-  u.  Brutto-  ^^^'  Veronese'sches  206,  Bettazzi'sches 

««'        '  "^''""*  ^^l  otuu^nce)  _  ^^^i^eher  GebUde  in  Bez. 

»•  i""  "'  '«"^fv.    *  '  ^iT^^  ^^  charalrteristischen  Funktion  811; 

B«ft«i  Ton  Gesamtheiten  860,  mittlere  .p^^^^  ^^^  ^^^^  ^  ^  j^^y  ,j: 

868,  normale,  Extransiken,  anomale  rftataeg   Noether'scher Fundamental- 

864,  extreme  906.  .     „j.' 

Rolle,  beim  Rechenschieber  1066:  in-  -  ,         ,   '     ,             ,              ■       r>  v 

tegrierende  -  zur  Lösung  von  Glei-  Schranke    obere,  untere  -  emer  Zah- 

chungen  1069.  ^«^^^^  '2'  "*• 

Rösselsprung,    680;   1084f.,   offener,  Schraubenlinie,  mit  logarithmischer 

geschlossener  1084,  magischer,  semi-  Skala  1061. 

magischer  1086  u.  se.  Schulmadchenproblem  33. 

Rotationskörper,  Kubatur  von  -n64.  Schwankungen,  statistischer Quotien- 

Rückkauf,  -swert  einer  Police  892 f.,  ten  828;  zufällige  —  der  Sterblichkeit 

-sspesen  (surrender  charge),  893.  903;  -en  bei  Reihen,  s.  oszillierend. 

Rückversicherung,   einer  Todesfall-  Schwarz, -scher (Differential)  Ausdruck 

Versicherung  888,  910.  883  u.  Mi;  627,16. 

rückwärts,  Interpolation  nach  —  807.  Schwerpunkt,  bei  der  Methode  der 

Ruhen,  einer  Form  auf  einer  andern  kleinsten  Quadrate  791,  beim  Satz  vom 

391,  378.  arithmetischen  Mittel  796. 
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Schweiterfonnen  —  bocü 


Scbwe»terfornn?n  3J7,  i«,  848,  in  Bez. 
KO  einaeitigen  Ableitungen  370,  tre. 

Schwingnngen,  kleine  —  in  Bes.  sur 
Fonnen&quiTalenz  BSl.sa. 

Segmente,  in  der  Mengenlehre  67,»; 
306,  IM. 

Seilpoifgon,  beim  grapbiscben  Bech- 
nen  1010,  zur  Lösnng  tod  Gleichungs- 
systemea  1070,  bot. 

Seeber-Selling,  -ache  Reduktion  ter- 
närer  quadratischer  Formen  616,  er- 
weitert 628. 

SelbstauBwahl  (Selektion),  in  der 
Lebens» ersiehe mng  867. 

Semiinvariante  (Seminvanaote,  Sub- 
invariante,  p^ninvariant)Sa7;  436-,  er- 
zeugende Funlttion  der  usjijgetijichen 
resp,  irreduzibeln  -n36ü;  binörc  ~  als 
Simultanin  von  ante  370,  «tb,  in  Bez. 
zn  Reziprokanten  381 ;  -n  syetema- 
tisch   386  f.;  rationale  -n  389,  m4. 

Semikombinante(Formentheone)326, 
H,  390. 

Semikontinuum  301,86. 

aemikonvergent,  -e  Reihe  (a4rie  de- 
miconvergente)  92,  lil,  103 f.;  als  In- 
tegral einer  linearen  Differentialglei- 
chung 146,  zu  977. 

Semikovariantc  371. 

Separation,  von  Gleichunga  wurzeln 
407  f.  [invariantiv  399],  Grenzen  für 
die  Wurzeln  407,  Ditferenzengleii'huiig 
408 ,  DescarteR'ache  Regel ,  ßudaii- 
Fourier'Bcher  Satz  409,  Sturm'scher 
Satz  418,  Cauchy'schee  Integral  418, 
CharakteriHtikentheorie  422,  quadra- 
tiBche  Formen  437 ;  —  einer  Partition, 
hei  Bjmmotriachen  Funktionen  4fi8,  i76. 

separiert,  -e  Monge  196. 

Sequenzen  Sl;  von  Elementarteiler- 
exponenten  300;  in  der  Lotterie  760. 

Ursachen  B2S ,  Wahrscheinlichkeiten 
632. 

seiagcaimal,  -e  Bnlrhe  19,  21, S4;  -e 
(u.  aeizentenare)  Proporti onalteUe  in 
LoganthmeDtafcIn  lUOS. 

Sicherheit,  -agrad  statiatiecher  Resul- 
tate 825;  -skoef/isient  (coet^cient  de 
i^cnritä),  in  der  Lebens  versiehe  ning 
861  u.  11;  -afond»  863,  916;  -szunclilag 
einer  Prämie  914. 

BiehuBg  itamlangB),  voa  Fonnaii  3öi. 


Bign(  ),  in  der  CharaktenaÜkentheoriei 
433;  agn  x,  in  der  Zahtentheorie  666. 

Signatur,  einer  quadratischen  Form 
597. 

Simpson,  -sehe  Formel  für  Approxima- 
tion bestimmter  Integrale  936;  -iche 
Regel  fflr  verbundene  Leben  888, 

Bimultan,  -e  DarsUHung  von  !  Zabten 
durch  2  temAre  quadratische  Formen 
617;  -e  £?fi>nina(ion  mehrerer  GrSssen 
261;  332,  in  der  Graphik  1016,  sas; 
-e  Invarianten  334,  325.  symbolisch 
366;  höhere  Eomitanten  ala  binD.re 
-e  Invarianten  362,  in,  desgl.  Sem- 
invarianten 370,  JTB;  -e  Kovariantf 
824, 13;  -e  Redi4ktiona.  Transformation 
von  3  qnadratiachen  resp.  bUinearen 
Formen  329  f.;  693  f. 

Simultancbarakter.  eines  Formen- 
paares 617. 

Singular,  Arithmetik:  -e  Reihenreet« 
BS;  arithmetische  ForjMiiOteorie:  -e 
quadratische  Formen  697,  binäre  699; 
Funktionentheorif:  -e  Stellen  h'nearer 
Differentialgleichungen  338;  521; 
wesentlich  -e  Stelle  einer  einwertigen 
Funktion  auf  einer  Riemann' sehen 
Fläche  297 ;  ausser  wesentliche  -e  Stelle 
einer  Funktion  auf  dem  Konvergenz- 
kreise 440;  -e  ifi(ft>ji2ibition  der  ellip- 
tischen Funktionen  696,  W;  719;  -e  In- 
varianten, Modnln  722,  deren  Teilung 
730;    -e  Punitf,  B.  Singularität. 

Singularität,  -en  algebraischer  Ge- 
bilde 375;  306,  W,  819  [Auflösung 
Bolcher  3(i0],  in  Bez.  «ur  Hesse'schen 
Form  275,  377,  Koinzidenzen  solcher 
260,  25Sj  397  f.  [Realität  263 ;  4Ü0,  ui] ; 
-en  in  Kurvenschnittpunkten  .114;  -en 
rationaler  Kurven  316. 

Skala,  von  Konvergenzkriterien  fi5r  Rei- 
hen 86  f.;  —  eines  Ad ditionüapparates 
951 ;  ~  (linea,  Schelle  normale,  isogradc) 
einer  Funktion  1026  u.  117,  desgl.  ge- 
wöhnliche, logaritb mische,  projektive 
—  10S6,  binäre  (Schelle  dingraphique, 
binaire)  1037  u.  «o;  Tafeln  mit  ver- 
einigten Skalen  (abaques  ä  ^cfaeUea 
accolees)  1028,  wi;  parallele  Skalen 
1039  f.,  vielfache  1043  f.,  temäre  1045 
n.  ISO;  Skalen  des  Rechens chiebera 
1064f.  [ungleichen  Sinne«  1057,  all- 
gemeinere  1064,  binäre  1066]. 

socii,  nameri  -  564. 


solidarisch  —  Stufe 
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solidarisch,  wirkende  Ursachen  in  der 
Statistik  829. 

solvent,  -e  Yersichernngsgesellschaft 
894. 

Spalten,  einer  Determinante  87,  einer 
unendlichen  148. 

Sparprämie  882u.  8i. 

Spezialpartition,  bei  symmetrischen 
Funktionen  462,  475. 

speziell,  -e  Faktoren  der  Resultante 
249;  -e  Eliminationsprobleme  270;  -e 
Formen  u.  Gruppen  387  f.,  847,  i46, 
851,  169,  400  f. ;  524  f. 

Spezies,  ganzer  algebraischer  Grössen 
294;  687;  —  quadratischer  Formen 
597;  — der  Arithmetik,  S.Operation. 

Spezifikation,  bei  symmetrischen 
Funktionen  475. 

Spiegelung,  eines  Punktes  an  einer 
Axe  in  Bez.  zu  komplexen  Grössen 
156;  —  an  Kreisen  in  Bez.  zu  Gruppen 
211;  —  eines  Ereisbogendreiecks  886; 
524,  regulärer  Körper  526. 

Spiel,  in  der  Wahrscheinlichkeitsrech- 
nung 742,  745;  Problem  der  -Dauer 
748  u.  72;  Glücks-e  750,  764;  -er  in  der 
Bisikotheorie  766;  mathematische  -e 
1080  fF. 

Spirale,  Archimedische  u.  logarithmi- 
sche —  bei  graphischem  Rechnen  1010, 
1011,  366. 

Sprung,  bei  einer  Grössenklasse  206. 

Spur,  einer  KOrpergrösse  289u.  i9. 

Squares,  Nasik-  580. 

Stabilität,  des  Planetensystems  in 
Bez.  zur  Wahrscheinlichkeitsrechnung 
748;  —  statistischer  Grössen  831, 
eines  Versicherungsuntemehmens  908, 
918  f. 

Stainyille,  -sehe  Reihe  187,419. 

Stamm,  -Bereich  algebraischer  Ghrössen 
296;  'Brüche  19  u.  19;  -Diskritninanten 
(bei  komplexer  Multiplikation)  723; 
'Formen  250;  825. 

Statik,  graphische  — ,  zur  Lösung  li- 
nearer Gleichungen  1017,  1018,888. 

Statistik,  Anwendung  der  Infinitesi- 
malrechnungauf—  754,108;  828,  885, 
838,  841  f. ,  848  f. ;  systematische  — 
822  ff. 

statistisch,  -e  Quotienten,  Mittelwerte 
etc.  822  f 

Steiner,  -sehe  Fläche  817, 96. 

Stelle,  -nbesetzungy  beschränkte,  in  der 


Kombinatorik  31,  38;    -nioert,  in  der 
Ziffemschrift  4,  21 ;  940 f.;  singulare 
— ,  s.  das. 
Stellwerk,  einer  Rechenmaschine  967, 

138. 

Sterbens  Wahrscheinlichkeit,  eines 
Alters  888,  843;  Axiome  der  —  860; 
Kurven  der  -en  865. 

Sterblichkeit,  -stafeln  837;  -skraft 
(force  of  mortality)  888  u.  37;  mittlerer 
-skoeffizient  838,  843 ;  -smessung  862 ; 
-sgesetze  870;  -skurven  871;  -sgewinn 
899;  -sschwankungen  903. 

stereographisch,  -e  Projektion,  in 
Bez.  zu  komplexen  Grössen  158. 

stetig,  Punkte  einer  -en  Geraden  nach 
Dedekind  58  u.  16;  201,  84,  205,  nach 
Yeronese  205,  207,  i09,  nach  Bettazzi 
206;  -e  Bewegung  in  unstetigem 
Räume  201,  86;  -e  Abbildung  von 
Kontinua  202;  ganze  Funktion  ist  — 
283  f.,  -e  Variable  in  der  Wahrschein- 
lichkeitsrechnung 753  f.,  754,  103,  bei 
der  Bayes'schen  Regel  761  f.,  beim 
Bernoulli'schen  u.  Poisson^schen  Theo- 
rem 787  f. ;  in  der  Statistik  828,  885, 
888,  841  f.,  848  f ,  in  der  Lebensyer- 
sicherung  861,  864,  870,  877,  911  f., 
in  der  Wirtschafbslehre  1101,  1103 f.; 
-e  Rechenapparate  u.  Rechenmaschinen 
1053  f. 

Stirling,  -sehe  Approximationsformel 
fürn!  108  u.  S7S,  112;  756  u.  118;  981,  in 
Bez.  zur  Anzahl  yon  Primzahlen  658, 
beim  Interpolieren  809  f. 

Strecke,  Verhältnisse  inkommensurab- 
ler -n  20  u.  SS;  49 f.;  Äquivalenz 
zwischen  —  u.  Zahl  51,  58;  235;  Addi- 
tion von  -n  in  Bez.  zu  komplexen 
Grössen  155;  1009. 

Strichmethode,  beim  Interpolieren 
805. 

Struktur,  der  Resultante  u.  Diskrimi- 
nante  249  u.  los;  895,  398,  bei  n  Varia- 
bein 278. 

Stufe,  Arühmetiki  Transpositionsregel 
erster  —  9,  zweiter  —  17 ;  Operationen 
yerschiedener  — 10, 14, 22,  26;  -n  eines 
Gleichungssystems  resp.  Modulsystems 
264,  267;  802,  804  [-nzahl  von  deren 
Matrix  302 ;  Modulsysteme  zweiter  — 
814];  Invarianten:  deren  arithmetische 
-n  826;  elliptische  Moduln  höherer  — 
546;  729. 
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Storni  —  Summe 


Stürm,  -scher  Satz  über  Anzahlen  re- 
eUer  Gleichangaworzehi  416,  -Bche 
Beihe  417;  -Mshe  Funktionen  429, 
Zusammenhang  mit  quadra  tischen  For- 
men 427. 

Stürzen,  einer  Determinante  88,  64. 

Subdeterminanten  87,  unendliche 
145;  —  symmetrischer  Determinanten 
42;  koaxiale  —  42;  —  einer  ganz- 
zahligen Matrix  582,  reguläre  584. 

Subdiskriminante  397,  km. 

subduplikat,  -e  Klasse  binftrer  qua- 
dratischer Formen  609. 

Subinyariante,  s.  Seminvariante. 

subjektiv,  -e  Bedeutung  der  Wahr- 
scheinlichkeit 786;  -es  Moment  einer 
Erwartung  765. 

Substitution,  Elimination:  Poisson*- 

sche   —  X  '^  k^z^-^k^ß^-] 266; 

478;  FarmenthMrie:  —  in  n  homo- 
genen Yariabeln  822  [Normalform 
526 ,  fÜrn » 2 :  884, 889],  ganzzahlige 
588;  automorphe  -en  einer  bilinearen 
resp.  quadratischen  Form  817;  829, 
882,  ganzzahlige  592,  595;  -en  bei 
Äquivalenz  quadratischer  u.  bilioearer 
Formen  827 f.;  592  f.;  Wiederholung 
eiaer  —  888, 884, 77, 878 ;  idetUische  (kon- 
gruente)-en:  bei  Äquivalenz  829,  882; 
598,  beim  Endlichkeitsproblem  848, 
846;  unabhängige  -en:  bei  Äquivalenz 
829;  591  f.,  beim  Endlichkeitsproblem 
348,  846,  bei  Seminvarianten  888, 362, 
bei  doppelt  binären  Formen  402,  436; 
orthogonale  -en,  bei  Äquivalenz  829, 
831, 66, 882, 66;  595,  beim  Endlichkeits- 
problem 844,  136;  Wiederholung  einer 
infinitesimalen  838,  7i,  875;  biortho- 
gonale  -en  831,  66;  involutorische  -en 
329;  infinitesimale  -en  333,71,  384,77, 
377 f.,  400 f.;  Einheits-^n  (unimodu- 
lare)  825, 871;  583;  reziproke  -en  825; 
583,  bei  Differentiationsprozessen  872; 
transponierte -en  824,16,  bei  Differentia- 
tionsprozessen 372 ;  inverse  -en325 ;  tm- 
eigentliche  -en  37 7, 403, 440 ;  -en  endlicher 
Gruppen  336  f. ;  523  f. ;  -en  einseitiger  u. 
homogener  Ableitungen  370 f. ;  Bechnen 
mit  -en  168 f.;  333,  373;  —  von  Glei- 
chungsujurzeln,  bei  assoziierten  Formen 
348,  bei  Tschimhausentransformation 
878,  321;  Zusammensetzung  einer  — 
877  f.;  -en  einer  komplexen  Yariabeln 
168;  336;  528 f.;    Gruppentheorie:   — 


(permutation)  bei  Anordnungen  von 
Elementen  209;  -sgruppen  211  f.;  -en 
einer  Gleichungsgruppe  291;  484  f. 
[gerade  499,  vertauschbare  501 ,  506], 
s.  G  r  u  p  p  e ;  jr^TfieflAeorft« : -en,  die  eine 
algebraische  Zahl  in  ihre  koigugierten 
überführen  288;  676;  -en  der  Gruppe 
eines  Galois'schen  Körpers  290;  688. 

Substitutionsdeterminante  822; 
588. 

Subtrahend  9. 

Subtraktion  8ffl,  durch  Erg&nzen 940, 
1 ;  -sapparate  u.  smaschinen  958  f.,  960  f. ; 
-slogarithmen  (logaxithmes  däducti^) 
998 f.;  graphische  —  10081,  1019  f.; 
-skurve  1019;  —  unendlicher  Reihen 
96 ;  —  bei  Stolz^schen  Momenten  208, 
bei  Zahlen  mit  unendlich  vielen  Ein- 
heiten 205,  107. 

subtriplikat,  -e  Klasse  bin&rer  qua- 
dratischer Formen  680. 

Succession,  der  reellen  Zahlen  55. 

successiv,  -e  Elimination:  bei  den 
Normalgleiohungen  der  Ausgleichung 
789 f.,  bei  Cauchj'scher  Interpolation 
818,  beim  graphischen  Rechnen  1018  f, 
1042 ;  -e  Summation  beim  Interpolieren 
807,  812;  -e  Werte  einer  Funktion  921. 

Summand  7,  bei  komplexen  Grössen 
150,  160,  bei  M&chtigkeiten  189,  bei 
Ordnungstypen  190;  ZerfUlung  von 
Zahlen  in  -en  687  f.,  in  der  Formen- 
theorie 858,  in  der  Nomographie  1052. 

Summation,  Abel*sche  partielle  —  von 
Reihen  94  [von  komplexen  1124];  — 
einer  divergenten  Reihe  105 f.;  eines 
Kettenbruchs  138;  successive  —  beim 
Interpolieren  807  [bei  Tabellen  812]; 
abgekürzte  —  in  der  Lebensversiche- 
rung 879;  —  von  Funktionen  (Diffe- 
renzenrechnung) 925,  partielle  926; 
-sformel,  s.  Summenformel.  S.  Ad- 
dition. 

Summationspoljgone,  1009. 

summatorisch,-e  Funktionen  der  Zah- 
lentheorie 656. 

Summengleichung,  der  Ausglei- 
chungsrechnung 790. 

Summe  ^Arithmetik:  —  7  f.,  algebraische 
13;  Kombinationen  zu  bestimmter  — 
32;  Prinzip  der  -nbildung  bei  Irratio- 
nalen 54;  —  einer  konvergenten  Reihe 
77  [einer  komplexen  1122];  unendlich 
grosse,  oszillierende  —  einer  nicht  kon> 
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vergenten  Reihe  88, — einer  divergenten 
Reihe  105  f. ;  —  einer  Doppelreihe  97 
[einer  komplexen  1126],  einer  vielfachen 
100;  —  von  2  Orössenpaaren  (Strecken) 
150, 155;  1009,  von  2  Grössen-n-tupeln 
160;  —  von  2  Mächtigkeiten  189,  Ord- 
nungstypen 190;  Differenzenrechnung: 

—  einer  Funktion,  bestimmte  u.  unbe- 
stimmte 926,  927;  Formentheorie:  qua- 
dratische Form  als  —  von  Quadraten 
327  u.  S7;  596,  desgl.  zwei  quadra- 
tische Formen  329;  —  von  Quadraten 
in  sich  transformiert  328  u.  S9,  in  ein 
Vielfaches  von  sich  179,  183;  347,  U5; 
Zahl  als  —  von  andern  mit  Wieder- 
holungen 353;  639 f.;  Form  als  —  von 
Potenzen  etc.  357  f. ;  definite  Form 
als  —  von  Quadraten  resp.  als  Bruch 
solcher  358;  symbolisches  Produkt  als 

—  von  Polaren  367,  von  Überschiebun- 
gen 369 ;  geometrische  —  von  Strecken 
616 ;  WahrscheinlichJceitsrechntmg  u.  In- 
terpolation :  —  von  Wahrscheinlichkei- 
ten 739 ;  -n  beim  Werfen  von  Würfeln 
741;  —  von  Gliedergruppen  der  bino- 
mischen Entwicklung  755;  -nreihen 
bei  Interpolation  811  [zugeordnete  -n, 
(sommes  subordonn^es)  811],  bei  der 
Cauchy'8chen818;  Zahlentheorie:  Zahl 

—  als  von  Tteilen  636  f.;  —  der  Teiler 
einer  Zahl  557 ;  637, 648 ;  Zahl  als  —  von 
4  rationalen  Kuben  573,  von  Potenzen 
von  2  u.  3  558,  von  Quadraten  627, 
687  f.,  650  [von  zwei  604,  von  drei 
612,  von  vier  619],  von  Kuben,  Biqua- 
draten 634,  von  n  n-eckszahlen  619; 
algebraische  Zahl  als  —  von  4  Qua- 
draten 696;  Gauss'sche  -n  625,  90; 
642 f.;  702;  —  von  Resten  653,  von 
grössten  Ganzen  655  f.;  Potenzsum- 
men, s.  das. 

Summen formel,  Euler-Maclaurin'sche 

—  103;  756;  929;  diese  u.  Lubbock'sche 
— ,  in  der  Lebensversicherung  878, 
879. 

Sumner,  -Linien  (Nautik)  405. 

Superdeterminanten,  reguläre  —  ei- 
ner Matrix  584. 

Superposition,  von  Kurvenscharen  in 
der  Graphik  1047,  von  Ebenen  in  der 
allg.  Nomographie  1051 ;  in  der  Lebens- 
versicherung 870  u.  46. 

superposition,  des  graduations  1053, 

Snqyklop.  d.  mftth.  Wiiiantch.    L 


Supplementarcharaktere,  temärer 
quadratischer  Formen  616,  617. 

Sylow,  -sehe  Gruppensätze  223;  -sehe 
Gleichungen  516  f. 

Symbol,  -e  für  Kettenbrüche  119,  für 
deren  Näherungsbrüche  122;  559;  -e 
derLivarianten(Grund-e)  364f.;  Legen- 
dre*sches  u.  Jacobrsches  —  für  qua- 
dratische Reste  565 ;  609 ;  657 ;  Hilbert*- 
sche  -e  im  Kummer* sehen  Körper  707, 
im  Ejreiskörper  709. 

Symbolik,  der  Invananten  835,  360  f., 
beim  Endlichkeitsproblem  342 f.;  eng- 
lische u.  deutsche,  Wurzel-  361,  SS8; 
Lie'sche  —  in  Bez.  zur  Formen-  864, 
400  f. ,  desgl.  Grassmann^sche  343,  iso, 
362,  231;  Partitions-  in  Bez.  zu  sym- 
metrischen Funktionen  365 ;  462  f. ;  — 
von  Dififerentiationsprozessen  371  f.;  — 
bei  Kombinanten  366, 394,389,  bei  Sem- 
invarianten 389,  bei  Resultanten  u. 
Diskriminanten  396  f. ;  —  in  der  Diffe- 
renzenrechnung  231;  922. 

symbolisch, -es Produkt  von 2  Grössen- 
n-tupeln  160,  von  2  Bilinearformenresp. 
Substitutionen  169  u.  19;  383,  378;  -e 
Potenzen  einer  Bilinearform  171,  einer 
Körperzahl  691,  einer  Klasse  quadra- 
tischer binärer  Formen  609 ;  725,  einer 
Idealklasse  692 ;  -c  Produkte  als  Inva- 
rianten 326,  860  f. 

Symmetrie,  -Gesetz  der  symmetrischen 
Funktionen  461,  verallgemeinert  475; 
-Ebenen  regulärer  Körper  524  u.  6,  s. 
Spiegelung. 

symmetrisch,  -e  Determinanten  37, 
42,  halb(schief)-e  87  u.  60,  43  u.  106 
[deren  Elemente  als  Parameter  einer 
orthogonalen  Substitution  328];  Sub- 
determinanten  -er  Determinanten  42; 
Formentheorie:  -e  bilineare  Formen 
u.  deren  Äquivalenz  329,  832,  so,  333 f.; 
595;  anti-e  Substitution  333,  iS7;  596; 
-e  Wiederholung  eines  Kreisbogen- 
dreiecks  336;  524;  -e  Funktionen  in 
Bez.  zur  Symbolik  365,  zu  Rezipro- 
kanten  382,  831;  elementar  -e  Funk- 
tionen 290,  in  Bez.  zur  Apolarität  394, 
mehrerer  Grössenreihen  in  Bez.  zu  zer- 
fallenden Formen  258, 6;  397,  i05;  477; 
-eFwnktionen  einer  Grössenreihe  450  f., 
erzeugende  Funktionen  454,  Funda- 
mentalsysteme, Grad,  Gewicht  455, 
Differentialgleichungen  876,  3ii;  466, 

75 
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Tabellen,  Symmetriegesetz  460,  Mac- 
Mahon'sche  Theorie  462,  Beziehungen 
zur  Zahlentheorie  464;  spezielle  -e 
Funktionen  464;  -e  Funktionen  meh- 
rerer Grössenreihen  471,  473,  elemen- 
tare 476 f.,  479,  doppelt-e,  —  alter- 
nierende 479;  Gleichungstheorie:  -e 
Funktionen  von  Gleichungswurzeln  238, 
bei  n  Variabein  268, 6,  262,  278;  471  f. ; 
-e  Gruppe  213,  291;  499,  von  4,  6  Din- 
gen 625,  548,  von  n  Grenzkörpem 
631. 

System,  Arithmetik:  -e  komplexer  Grös- 
sen 159  f.,  ohne  Haupteinheit  162; 
Farmentheorie:  a)  algebraische:  Reduk- 
tion unendlicher  Formen-e  300  f., 
346 f.;  volle  u.  vollständige-e  von 
Invariunten  300 f.;  841  f.  [spezielle 
337 f.,  347, 146,  361, 169, 400 f.;  529, 23, 26, 
589,69,  545,86],  von  Syzygien  352, 
von  Polarenprozeftsen  367, 262,  von  line- 
aren partiellen  Differentialgleichungen 
341,  377,  von  Reziprokanten  382  f., 
von  Seminvarianten  389  f. ;  assoziierte 
-e  von  Invarianten  345,  1S9,  347  f.,  von 
Eeziprokanten381,  von  Seminvarianten 
887  f.;  lineare  Gleichungs-e  268  f., 
unendliche  141;  Hilbert'sche  lineare 
Gleichungs-e  310;  b)  arithmeiisehe: 
Koeffizienten-  (Matrix)  582;  lineares 
Prim-  584;  Modul-e  u.  Gleichungs-e 
301  f. ,  685;  lineare  Gleichungs-e  5ö3  f. ; 
Foimen-e  588 f.;  -e  automorpher  ter- 
närer  quadratischer  Formen  616;  voll- 
ständige -e  von  deren  Geschlechtem 
618,  bei  n  Variabein  626;  -e  inkon- 
gruenter Lösungen  quadratischer  Kon- 
gruenzen 624;  Graphik:  —  von  2  Glei- 
chungen, dargestellt  durch  Rechen- 
tafeln (abaques  accoupl^s,  superpost^s) 
1035  u.  461,  in  der  Nomographie  1048  f. ; 
Gruppentheorie:  Uruppe  von  -Vertau- 
schungen (gruppo  delle  permutazioni 
sopra  i  derivati)  219,  87;  Körper- 
theorie:  Modul-e  u.  Gleichungs-e  263, 
267;  288,  301  f.;  —  von  Grundein- 
heiten eines  Körpers  683;  Rest-e, 
Gleichungs-e,  Modul-e,  s.  das. 

systematisch,  -e  Brüche  als  Grund- 
lage des  Irrationalen  54, 20,  59,  67, 97 ; 
-e  Fehler  beim  Risiko  903. 

Syzyganten,  bei  Formensystemen  346, 
bei  Komitanten  350 f.;  Grund-  362.  S. 
Syzygien. 


> 


syzygetiscb,  -es  Büschel  von  ebenen 
Kurven  3.  Ordnung  401, 4S4,  in  Bez.  zur 
Hesse' sehen  Gruppe  528 ;  a-e  Komitan- 
ten 353  f. 

Syzygien,  Endlichkeit  der  —  von  In- 
varianten, Abbrechen  der  -Kette  812; 
346;  —  1.  u.  2.  Art  346;  —  zwischen 
Invarianten  endlicher  binärer  Gruppen 
337;  523;  zwischen  Komitanten  350  f., 
irreduzible  352;  —  zwischen  Perpe- 
tuanten,  in  der  Trigonometrie,  beim 
PascaF sehen  Satz  352,177;  erzeugende 
Funktion  355;  —  zwischen  Seminva- 
rianten 386  f. ;  —  in  Bez.  zur  Symbolik 
364  f. 


Tabellen  (Tafeln),  für  symmetrische 
Funktionen  460;  füiTe—^dtlbl  u.  i2S; 

775 ;  Herstellung  von  —  durch  Interpo- 
lation 812;  977  f.  [von  Logarithmen 
924,  987 f.];  numerische  —  944 f.,  985 f. ; 
Produkten-  944f.;  Multiplikations-  mit 
einfachem  Eingang  (Arithmonome), 
948  u.  48,  mit  doppeltem  944  f. ;  —  der 
Viertelsquadrate  und  Dreieckszahlen 
947  f.;  Divisoren-  678,  951;  Divi- 
sions- 665;  949,  1003;  —  der  Quadrate, 
Kuben  960;  —  der  Proportional  teile 
von  Logarithmen  lOOfi  f.,  —  der  Lo- 
garithmen 986  f. ,  abgekürzte  993  f. , 
der  Antilogarithmen  997  f. ,  der  Addi- 
sons- und  Subtraktionslogarithmen 
99b f.;  —  quadratischer  Logarithmen 
1001;  —  der  Reziproken  u.  zur  Ver- 
wandlung von  Brüchen  in  Dezimal- 
brüche 565;  949,  1003  f.;  —  der  Qua- 
drate- u.  Potenzen  1004,  von  Qua- 
drat- u.  Kubikwurzeln  1004;  —  zur 
Lösung  numerischer  Gleichungen,  bes. 
trinomischer  1004  f.;  graphische  — 
1024  f.,  allgemeinste  1051,  für  Funk- 
tionen einer  Variabein  1026  f.,  karte- 
sische  1028 f.,  hexagonale  1035 f.;  — 
von  Binominalkoeffizienten  etc.  1077. 

Tatbestand,  der  Wahrscheinlichkeits- 
rechnung 734  u.  1,  seine  Ursachen  735. 

Tauglichkeitsverhältnis(rapportde 
convenance),  in  der  Wirtschaftslehre 
1102. 

Tausch,  wirtschaftlicher  —  1 104,  -Wert 
1114. 

Taylor,  -sehe  Reihe,  Restglied  79  [halb- 
konvergente Reihe  104],  in  der  Invari- 
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antentbeorie  373,  296,  in  der  Ausglei- 
chungsrechnang  771,  786,  bei  Berech- 
nung von  Te—'^d*  776,  bei  der  para- 
bolischen Interpolation  801. 

Teil,  Darstellung  von  Zahlen  aus  -en 
636 f.,  8.  additiv;  -Brüehe  (-Zähler, 
-Nenner)  von  Eettenbrfichen  120;  669; 
-Eliminante  264 ;  -Öe6t«f«  von  Systemen 
komplexer  Grössen  u.  Reduktion  auf 
solche  176,  irreduzible  -Systeme  solcher 
166;  'Gewieht  einer  symmetrischen 
Funktion  von  mehreren  Grössenreihen 
479;  -Mengen  68;  188,  198. 

Teilbarkeit,  Formentheorie:  —  bei 
Eombinanten  396,  396 ;  —  binarer  For- 
men durch  solche  368,  896  u.  40i,  398 ; 
Game  Funktionen:  —  von  f(z)  —  f{Zj) 
durch  z—e^  232  [Analoga  bei  w  Varia- 
bein 268  J ,  gewisser  ganzer  Funktionen 
241,  von  Resultanten  u.  Diskriminanten, 
u.  durch  solche  260 ;  348,  396  f. ;  —  von 
Kongruenzen  246;  von  Gleichungs- 
systemen 278  f.;  Körpeiiheorie:  — 
ganzer  Grössen  284;  677  f.;  von 
Modulsystemen  301  [Yerallgemeine- 
rungder — 313] ;  —  von  Idealen  296 ;  679, 
von  Formen  296 ;  686,  von  Funktiona- 
len 296,  87 ;  —  der  Diskriminante  der 
Fundamentalgleichung  eines  Körpers 
299 ;  681 ;  —  der  Diskriminante  eines 
zusammengesetzten  Körpers  691;  -sge- 
setze  eines  Ringes  687;  Zahlentheorie: 
—  666,  Proben  668;  1078 f.;  —  von 
Fakultäten  668. 

Teiler,  Arithmetik:  —  eines  Produktes 
16;— der  Null  162, 174;  F(yrmeniheoTie: 
gross te  gemeinsame  —  von  Minoren 
686,  als  Äquivalenzinvarianten  381; 
wesentliche  —  der  Diskriminante  ge- 
geben 860;  Ganze  Funktionen:  grOsster 
gemeinsamer  —  von  2  solchen  241, 
gemeinsame  —  246,  247,  bei  n  Yari- 
abeln  269;  —  eines  Gleichungssystems 
274;  Gruppen:  —  212,  gleichberech- 
tigte —  (equivalent  groups)  218  u.  so. 
Normal-  219,  charakteristische  —  221 ; 
Körpertheorie:  —  eines  Körpers  286; 
682;  grösster  gemeinsamer  —  aller  Dis- 
kriminanten von  n  Grössen  293,  der 
Koeffizienten  einer  Form  294 ;  686,  von 
Idealen  296  [Hauptidealen  304, 6«],  Mo- 
dulsystemen 301,  von  ganzen  Funktio- 
nen in  Bez.  zu  Modulsystemen  806,  nach 
einem  Primzahlmodul  314,  von  Moduln 


308;  Zahleniheorie:  —  von  Zahlen  666, 
grösster  gemeinsamer  667,  Anzahl, 
Summe  der  —  667 ;  —  von  x*  —  n 
668;  Tafeln  von  -n  678;  1077;  Summen 
von  -n,  Potenzen  von  -n  637  f.,  648, 
666,  —  als  Potenzen  666,  Anzahlen 
von  -n,  Prim — n  648,  662  f. ;  grösster 
gemeinsamer  —  bei  zahlentheoreti- 
schen Funktionen  661,  in  Bez.  zu  [x] 
664;  asymptotisch  behandelt  667; 
grösster  quadratischer  —  667. 

teilerfremd,  s.  relativ  prim. 

Teilung,  16;  vollkommene  —  einer 
Zahl  642;  —  u.  -ggleichfmg  der  ellip- 
tischen Funktionen  609  u.  9i  [Perioden 
610],  bei  komplexer  Multiplikation  718, 
—  der  singulären  Moduln  730 ;  Zwei-  der 
hyperelliptischen  Funktionen  in  Bez. 
zur  Lösung  einer  Gleichung  649,  95, 
Drei-  derselben  u.  ihre  endliche  Gruppe 
340,  118;  661;  -sproblem  (probl^me  des 
partis,  problem  of  poiuts)  in  der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung  744  u.  46. 
Kreis-,  s.  das. 

temporär,  -e  Leibrente  876. 

Term,  -e  einer  ganzen  Funktion  266, 
deren  Gewichte  266,  ss;  -e  einer 
symmetrischen  Funktion  466,  von 
mehreren  Grössenreihen  474. 

terminlich,  -e  Prämie  862. 

ternär,  -e  Form  322  u.  s;  Zerfallen  in 
Line^aktoren  268,5;  363,  sss^  397, 
405;  477;  -e  Formenprobleme  640,  644, 
648;  -e  endliche  Gruppen  397,405; 
628 f. ;  kubische  -e  Formen  369,  sio,  394, 
992,401,  434;  [Normalform,  s.  Hesse], 
arithmetisch  631,  634  [in  Linearfak- 
toren zerfallende  631,  632];  -e  dio- 
phantische  Gleichungen  669 f.;  620 f., 
mit  algebraischen  Koeffizienten  696; 
-e  ganzzahlige  Formen  bei  Duplikation 
binärer  610;  -e  quadratische  Formen 
328,  393,  arithmetisch  613  f. 

Ternariante  (Formentheorie),  349. 

Terne,  33. 

Tetraeder,  -Gruppe,  -Form  337,  343; 
624  f.  [Gegen-  624] ;  rationale  —  670. 

therapeutisch,  -e  Statistik  826. 

Theta,  Konvergenz  vielfacher  -Reiben 
100,  Produkte  u.  Reäien  für  -Funk- 
tionen 117  f.,  lineare  Transformation 
derselben  389;  646. 

thetisch,  -e  YeiknÜpfungtart  9,  it. 
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Todeimie,  Teniohening  von-nSTSf., 
Ornppiernng  künftiger  —  M4. 

Tontinen,  (IiebanirAiriolieniiig)  901'; 
Otatt-,  Halb-  MS. 

total,  —  poütiTe  Zahl  «inu  ESrpera 
6S1;  -e  WalmolieiiiUchkeit  788,  76!. 

Total,  -(^araktenquadTtJäuiberFwmiia 
fllO,  «SS;  -UOgliMat  fOr  du  Ein- 
treffen einei  EnignisM«  769;  -OpMt- 
wUm,  in  der  Wirtichaftclehre  1104. 

TrSghait,  -HgeMts  der  quadratischen 
Formen  SS8  n.  m,  in  Bec  in  reellen 
CHeiohangB w  uneln  438;  arithmetisch 
697  [-nndez  ABT,  ft2i];  -»puppe, 
-■kOiper  6H;  -^eaeta  fBr  binftre 
Formen  S9B,  400. 

Tr&gheitimomente,  in  Bei.  sn  mitt- 
leren Pehlerqtudnten  796. 

tranafinit,  -e  Zahlen  (Aach  Cantor) 
«9 ;  188,  ISl,  (nachVeroneae)  80&,  (nach 
Bettaaai)  806;  -e  Mengen  188. 

Tranafotmation.jirähMtiit:  a)i'«elj«r 
GfAiM : -en  TonBeihen  94, 101  f.  [kom- 
plexer 1  ISfij,  in  Eettenbrache  188  f.  [der 
Beihe  tOi  xjl  ISB,  itt],  divergenter 
Beihen  in  konvergente  109,  iit,  von 
iteihen  in  Produkte  n.  nmgekehit  114 
[TonFaktoriellen  117],  von  Produkten  in 
Kettenbrfiche  1 89,  von  Beihen  in  Ketten- 
brfiche  v.  nmg.  ISS  f.;  —  vtm  rationalen 
Kettenbrflchen  in  ganasahlige  IM,  m, 
von  Kettenbritcben  in  schneUer  kon- 
veigiereade  188;  b)  kompUxer  Grösttni 
—  durch  reziproke  Radien  156  [formen- 
theoretiach  334,  ii,  3BT,  s&i],  lineare 
-en  u,  bilineare  Formen  198;  838;  kol- 
lineare antomorphe  -en  einer  FIftche 
3.  Ordnung  in  Bes.  in  Qaaternionen 

178,  deigl.  rechtwinkliger  Koordinaten 
1T8;  Differetumreetmung:  —  linearer 
DiffereuEengleichongen  u.  Differential- 
gleichiuigenS88 ;  935,  M ;  Formattheorie : 
a)  älgebraitiAe :  lineare  —  einer  ganien 
Funktion  367 ;  Invarianz  bei  linearer  — 
383;  —  quadratischer  n,  bilinearer 
Formen 827 f.[reelle,  orthogonale, 
B.  da«.];  tjpische  ^  elliptischer  o. 
hypeTeUiptischer  Integrale  841  a.  lu, 
SSO;  -~  einer  Quadratsumme  resp, 
quadratischen  Form  in  ein  Vielfaches 

179,  IBS;  347,  MA;  rationale  -en  837, 
378f.  [bei  Fnnktionaldeterminante  n. 
Besultante  83S,  (,  890,  ■»■];  uneigenb- 
Ucfae  lineare  —  877,  408  n.  uo;  qua- 1 


ia  Bes.  sur  Dreieeks- 
geometrie  89S,  wi ;  infinitesimale  -en 
Ton  Omppen  87fi  f.,  401  f.;  Tsc 
hangen-,  s.  das.;  b)  t 
lineare  -en  von  Bilinearformen  693, 
einer  Qaadratsnmme&Sfi,  quadratischer 
binOier  Formen  696  £,  teniber  818  f., 
von  «  Taiiabdn  638  [rationale  — 
quadratischer  Formen  634],  bin&rer 
N**   Grades   «SO;    Fiuiletümmtiuont, 

—  mehrfacher  Integrale  876;  —  und 
-sgleichang  der  elliptischen  Funktio- 
nen 298;  609  f.  [bei  komplexer  Multi- 
plikation 7S0],  8.  Ordnnng  401,  «U; 
7.  Ordnung  u.  deren  endliche  Graj^ 
889;  689,  644;  IfOsnng  der  Gleichung 
6.  Qradei  dnräh  elliptische  -sgrOasen 
643f;  —  8.  Ordnong  d.  hyperellip- 
tischen  Funktionen  660;  lineare  — 
der  «Funktionen  83»;  64^;  Oeo- 
wtetrie:  —  algebraischer  Gebilde  818, 
biiationale  —  von  Kurven  663  f.; 
Grofkik:  logaiithmische  —  von  Funk- 
tionen 1030  u.  IM;  punktweise  —  von 
kartesischen  Tafeln  lOSO,  koUineare 

—  einer  hexagonalen  Tafel  1041, 4sa; 
ßruppeMttcortB:  —  einer  Substitution 
A  ans  B  mittels  G  (soititosione  deri- 
vata,  Hubititutiou  tranaform^}  Sil  n. 
u;  —  einer  Gruppe  mit  Substitutümea 
einer  andern  818;  889;  408;  Ztüiieti- 
Aeorte;  —  von  Summenausdracken 
6A6f.;  -sgruppe,  h.  Gruppe.  S.  auch 
Substitution. 

transitiv,  -e  Gruppe  813  [mehr&ch 
-e  314],  -e  Gleichuugsgruppe  487. 

Translationsgruppe,  in  der  Ebene, 
in  Bet.  zu  komplexen  OrOssen  167, 
in  Bez.  zu  Besiprokanten  S8t;  —  int 
elliptiBchen  Raum  in  Bez.  su  Qnater- 
nionen  178. 

tianaponiert,  -e  Substitutionen  384, 
16;  698,  in  Bez.  zn  Differentiation*- 
372. 
iposition,  -sregel  1.  Stufe  9, 
3.  Stufe  17;  --  in  der  Kombinatorik 
144,  bei  Substitutionen  318,  von  Zeilen 
n.  Kolonnen  von  Determinanten  88,  von 
unendlichen  144. 

transzendent,  -e  ganze  WSimHionen 
112,  IM;  297;  660,  mit  gegebenen 
Nullstellen  116,  )is;  Ecrper  -er  Funk- 
tionen 886,  Assoziation  solcher  80S; 
Losung  der  Gletohong  6.  Qntdet  dnrch 
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-6  Funktionen  MO,  M,  n.  Qradee  549, 
ei>l  -e  Bestiinmuiig  der  Anzahl  der 
I^tklasten  einei  KOrpera  617,  E8G, 
eineB  Ersiekörpera  706;  -e  ZaUen  GBB, 
e  n.  K  66S  f. 

Trapezmetbode,  zur  Approximatdon 
bestimmter  Integrale  925. 

T  r  e  n  Q  □  n  g ,  T  □  u  Olei  chungiwnrzeln  408  f . 
(h.  Separation);  vielfacher  248;  — 
derLöBnngen  verschiedener  Dimenaion 
eines  GleichuQgssjstemB  S67. 

trigoD&l,  -e  Rest«  569. 

Trigonometrie,  Sjzjgien  der  —  368, 

trigonometrisch,  -e  Fttnktionen,  in 
Bez.  zn  Additiouslogarithmeu  99S,  toa; 
als  unendliche  Produkte  112;  Summen 
-et  Funktionen  in  der  Zahlentheorie  646 
[-e  AusdrCcke  für  das  Legendre'sche 
Symbol  657];  Konrergenz  -er  Beihen 
96,  letztere  bei  Elassenanzahlen  647, 
686,  706,  für  [i]  657. 

trilinear,  -e  Formen,  bei  Zusammen- 
setzung von  Gruppen  4ÜS ;  geometrisch 
384,  T». 

trinomisch,  numerische  Lösung  -er 
Gleichungen  44S,(i,  Tafeln  dafür 
1004 f.,  1006,  ut,  graphische  LOsung 
1029,  nach  der  Methode  der  Suchte 
rechten  Punkte  108»,  1041  [-e  Hyper- 
beln 3.  Ordnung  1046],  bei  beweg, 
liehen  Systemen  1049,  mit  dem  Rechen- 
schieber 1065,  685. 

Tripel,  -Gleidhnngm  7.  Grades  614; 
■Grvpptn  217,  «i;  -Systeme  (Kombina- 
torik) 38. 

Triplikation,  kubischer  binärer  For- 
men 680. 

TrisektioD,  eines  Winkels  500,  516; 
—  der  elliptischen  Funktionen  u.  a., 
s.  Dreiteilung. 

Tachirnhauaentrausformation,  in 
invarianter  Gestalt  347  f.,  378,  ssi;  — 
einer  Gleichung  5.  Grades  688,  638, 
einer  Jacobi'schen  Gleichung  6.  Grades 
686. 

Typen,  Arithmetik:  —  des  Unendlich 
76;  —  der  kontinuierlichen  Unter- 
gruppen der  linearen  Gruppe  einer 
komplexen  Tariabeln  167;  von  Paaren 
reziproker  projektiver  Gruppen  176; 
von  Systemen  komplexer  Grössen, 
reelle  Gestalten  solcher  168;  —  einer 
Menge,  -Klassen  190;  Formet^teorie: 


reelle  -- quadratidcher  Formen  88B,1S; 
—  bilinearer  Formen  332;  ^  linearer 
Differentialgleichungen  mit  algebrai- 
schen Integralen  888;  627,  530;  end- 
liche Anzahl  von  —  von  Invarianten 
344;  von  Syzygien  353,  von  Büacheln 
binärer  Formen  369,  von  ftigebraiscben 
Formen  862,  I2S;  —  symmetrischer 
Funktionen  450;  —  von  firuppen  ge- 
gebener Ordnungszahlen  224,  von  Ord- 
nungszahlen einfacher  Gruppen  224. 

Typik,  der  Formen  347  f.,  858  n.  »6, 
in  Bez.  zur  Äquivalenz  3SG;  —  der 
TachimhauBentransformation  347  f., 
878,  311;  der  binären  Diskriminante 
408,  4U. 

typisch,  -e  syrometriache  Funktion  466, 
471. 

Typus,  der  Determinante  einer  binären 
quadratischen  Form  611;  —  einer 
Hadamard'schen  Funktion  660. 


flberendlich,  -e  Zahlen,  nach  Cantor 
69;  188, 181,  nach  Veronese  305,  nach 
Bettazzi  206;  -e  Mengen  168. 

Obergangskurve,  bei  birationaler 
Eurventransformation  561. 

Überlebensdichtigkeit,  Sil. 

übernormal,  -e  Dispersion  (Statütik) 
830. 

Überschiebung,  von  Formen  367f. 
[verallgemeinert  869,117,  871  u.  iw], 
bei  kombinierten  Systemen  842;  -aiden- 
tit&ten  352;  Resultanten  durch  -en 
dargestellt  898;  symbolisches  Produkt 
als  Summe  von  -en  369;  vierte  —  bei 
den  Formen  regulärer  EOrper  337  n. 
S5;  524;  —  in  Bes.  zu  kanonischen 
Daratellungen  858. 

Überschuss,  der  Summe  der  ungeraden 
über  die  der  geraden  Teiler  636. 

überschüssig,  -e  Gleichungen  der 
Ausgleichuugsrechnuug  785. 

Übertragungsprinzipien,  der  For- 
mentheorie: bei  kanonischen  Formen 
358,  in  der  Symbolik  883,  bei  Kom- 
binauten  894  f. 

Qberzählig,  -e  Parameter  von  Trans- 
formationsgruppen  177, 180;  -e  Stellen 
(„Überstellen")  bei  ungenauen  Zah- 
len 982  f. 

ultra,  -binäre  symmetrische  Funktion 
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Umfonunng  —  anendlich 


^ 


466,  -temäre,  -septen&re  460;  deren 
Differentialgleichungen  459,  460. 

Umformung,  identische  —  von  In- 
Varianten  863. 

Umkehrung,  Arithmetik:  —  der  Addi- 
tion 9,  der  Multiplikation  16,  der 
Potenzierung  24,  des  Vorzeichens  18; 
Formentheorie:  -en  (Umkehrfragen) 
868  f. ;  Ganze  Funktionen: — vony  ««/(i?) 
286;  algebraische  Reversibilität  von 
Funktionen  281;  Chraphik:  —  von 
Funktionen  zur  Lösung  numerischer 
Gleichungen  1005,849;  Wahrscheinlich- 
keitsrechnung: —  des  fiemoulli^schen 
Theorems  761,  in  der  Statistik  828; 
—  von  zahlentheoretischen  Funktionen, 
Formeln  u.  Reihen  464;  651  f. 

Umkreisung,  einer  Gleichungswurzel 
285,  286;  418;  einer  singulären  Stelle 
einer   DifferentialgleichuDg  888;  527. 

Umlage  verfahren,beiyersicherungen 
896. 

Umlegung,  -en  der  Ebene  u.  des 
Raumes  in  Bez.  zu  komplexen  Grössen 
179,  eines  elliptischen  Raumes  in  Bez. 
zu  Quatemionen  178;  —  der  Winkel 
bei  erweiterter  linearer  Gruppe  526. 

Umordnung,  von  Gliedern  bedingt 
konvergenter  Reihen  92  f.,  Produkte 
114. 

Umstände  (circonstances),  statistischer 
Erscheinungen  828. 

Umwandlung,  einer  Lebensversiche- 
rung 898. 

unabhängig,  Arithmetik:  -e  Grössen- 
paare  150,  Grössen-n-tupel  160;  linear- 
-e  Potenzen  einer  Bilinearform  171; 
Differenzenrechnung:  -e  partikuläre 
Lösungen  linearer  Differenzenglei- 
chungen 932;  Formentheorie:  -e  Sub- 
stitutionen 325  [bei  bilinearen  Formen 
329,  beim  Endlichkeitsproblem  343, 
346,  bei  Seminvarianten  888,  S62,  bei 
doppeltbinären  Formen  402,  486];  -e 
Linearformen  584;  ganze  Funktionen 
275,  Gleichungen  276;  -e  Invarianten 
880,  linear—e  353  f;  linear— e  Diffe- 
rentialgleichungen der  Invarianten  377 ; 
Körperiheorie:  linear— e  Grössen  289; 
Wahrscheinlichkeitsrechnung  etc. :  -e 
Ereignisse  789  u.  28,  in  der  Lebens- 
versicherung 859;  -e  statistische  Be- 
obachtungen   883,     Invaliditäts-    u. 


Sterbenswahrscheinlichkeiten  849, 850, 
resp.  860;  -e  Versicherungen  904. 

unbedingt,  -e  Konvergenz  von  Reihen 
91 ,  92 ,  Sil  [von  Doppelreihen  99,  von 
vielfachen  100],  von  komplexen  1125; 
von  unendlichen  Produkten  114  [von 
komplexen  1126],  Kettenbrfichen  127 
[von  komplexen  1127],  Determinanten 
144  [von  komplexen  1121,  i]. 

unbegrenzt,  -e  Ghrössenklassen  206. 
S.  unendlich. 

Unbekannte,  in  der  Ausgleichungs- 
rechnung, deren  mittiere  Fehler  789, 
Gewichte  790 ;  in  der  Gleichungstheorie, 
s.  Auflösung,  Approximation, 
Gleichung. 

unbenannt,  -e  Zahl  8. 

unbestimmt,  Arithmetik:  -e  Ausdrücke 
(valeurs  singuliäres)  74  u.  iso,  -e  (oszil- 
lierende) Sunmien  von  Reihen  78; 
Methode  der  -en  Koeffizienten  141, 439; 
Ausgleiehungsredmung:  -e  Auflösung 
der  Normalgleichungen  788;  Diffe- 
renzenreehnwng:  -e  Summe  einer  Funk- 
tion 927;  Körpertheorie:  Kronecker*- 
sehe  -e  Parameter  („Unbestimmte^^),  in 
Bez.  zur  Elimination  268;  808,  bei 
der  Fundamentalform  eines  Körpers 
292,  298;  680. 

Unbestimmtheitsgrenze,  obere, 
untere  —  von  Zahlenfolgen  71;  -n  bei 
Reihenkonvergenz  89. 

unecht,  -er  Bruch  20. 

un eigentlich,  Arithmetik:  -es  Unend- 
lich (infinitum  potentia,  synkategore- 
matisches  Unendlich)  68  u.  loi;  — 
unendlich  kleine  Grössen  70;    —  di- 

;      vergente  Zahlenfolgen  70^  Reihen  77, 
Kettenbrüche  127;   Formentheorie:  -e 

!     temäre  u.  quatemäre  endliche  lineare 

I     Gruppen  839  f;  528;  -e  Substitutionen 

!  377,  403  u.  440;  -e  Lösungen,  Dar- 
stellungen, Äquivalenz,  Formen,  s. 
eigentlich, 
unendlich,  Arithmetik:  -e  Determi- 
nanten 45;  141  f  [zweiseitige,  vier- 
seitige 148],  komplexe  1121,  i ;  -e  Linear- 
sjsteme  von  Gleichungen  142 ;  Polygone 
u.  Polyeder  von  —  vielen  Seiten  63; 
das  —  Grosse,  Kleine  67  f ;  —  gross, 
klein  werdende  Grössen  68,  70,  deren 
Graduierung  76;  203;  —  ferne  Gerade 
70,  109;  -e  Reihen  77  ff.  [—  grosse 
Summe    einer  Reihe  78],    komplexe 


Unendlich  —  Variation 
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1122 f.;  -e  Produkte  111,  113 f.  [Um- 
formung in  Reihen  u.  umg.  114  f.], 
komplexe  1126;  -e  Kettenbrüche  126  f. 
[Umformung  in  Reihen  u.  umg.  183  f.,  in 
Produkte  u.  umg.  139],  komplexe  1127; 
-e  Grösse  als  vollendete  68;  186; 
-Werden  jeder  Ordnung  von  Funktionen 
76;  187,  12;  -e  Mengen  68;  188;  Zah- 
len aus  —  vielen  Einheiten  204,  205; 
Formentheorie:  Reduktion  -er  Formen 
u.  Invariantensysteme  809  f. ;  345  f. ; 
-e  Gruppe  beim  PfafF'schen  Problem 
333,  in  der  Flächentheorie  385;  Glei- 
chungen: -e  Gleichungswurzeln  257  f., 
eines  Gleichungssystems  266,  Gemein- 
samkeit —  vieler  Gleichungswurzeln 
267;  Gruppen:  -e  diskrete  Gruppen, 
durch  Fundamentaloperationen  erzeugt 
221;  Körpei-thearie:  —  ferne  Punkte 
einer  Riemann'schen  Fläche  800. 

Unendlich,  63 f.,  uneigentliches  u. 
eigentliches  —  68, 69;  die  —  von  Zah- 
lenfolgen 76,  von  Funktionen  203  f. 

Unendlichkeitssymbole,  der 
Mengenlehre  187. 

ungerade,  —  primitive  quadratische 
Formen  596;  -e  InvariavUen  324,  lO; 
-e  Komplexionen  30;  -e  Sübstüutioneii 
213 ;  —  ZaM  als  Summe  einer  -n  Anzahl 
von  Summanden  637,  —  Teiler  638- 

ungewiss,  -e  Ereignisse  734. 

ungleich,  -e  Zahlen  5,  Unglei- 
chung 5. 

ungleichmässig,-e  Reihenkonvergenz 
106. 

ungünstig,  -e  Fälle  (casus  steriles)  735. 

unikursal,  -e  Regelfläche  817,  96;  -e 
Kurven  316,  in  der  Formentheorie 
359,  391  f.  u.  S77,  395,  401,  4M;  in 
der  Gruppentheorie  536.    S.  rational. 

unimodular,  -e  Substitutionen  322,5, 
325,  371;  583. 

unitär,  -e  und  nicht  (non)  -e  symme- 
trische Funktionen  865;  456,  459. 

universal,  -e  Algebra  169, 18,  in  Bez. 
zur  Formensymbolik  365  u.  S48;  -e 
Form  325. 

Unkosten,  einer  Versicherung  889, 
-Reserve  894. 

Unmöglichkeit,  737. 

Unterdeterminanten,  37,  67,  unend- 
liche 145.    S.  Subdeterminante. 

Untergruppen,  212,  der  linearen 
Gruppe    einer    Yariabeln    167,    der 


linearen  homogenen  Gruppe  215,216, 
der  Gruppe  der  Modulargleichung  216, 
6S;  ausgezeichnete  —  219;  —  der 
Gleichungsgruppe  488 f.;  Invarianten 
von  —  der  allgemeinen  projektiven 
Gruppe  824,  is,  386,  358  [der  unimodu- 
laren  327],  bei  der  automorphen  Trans- 
formation bilinearer  Formen  332  f.,  bei 
Reziprokanten  381,  bei  Seminvarian- 
ten 386  f;  —  von  Unterkörpern  689. 
S.  Gruppe. 

Unterklassen,  gewisser  Grössenklassen 
206;  —  automorpher  Substitutionen 
quadratischer  Formen  834. 

Unterkörper,  285;  682,  dessen  Unter- 
gruppe 689. 

Unternehmer  (Risikotheorie),  766. 

Unternehmungen,  vom  Zufall  ab- 
hängige —  766. 

unternormal,  -e  Dispersion  (Statistik), 
830. 

Unterscheidung,  von  Fällen  736. 

unverzweigt,  -er  Körper  694. 

unvollständig,  -e  Gleichungen  261; 
-e  Äquivalenz  binärer  Bilinearformen 
612. 

unzerlegbar,  -e  Zahlen  der  2.  Zahl- 
klasse  194;  -e  ganze  Funktionen  238, 
259.     S.  irreduzibel,  Primzahl. 

unzureichend,  -e  Bedingungen 
eines  Gebildes  (Wahrscheinlichkeits- 
rechnung) 758. 

Urne,  Ziehung  von  Kugeln  aus  einer 
—  747. 

Ursachen,  eines  Tatbestande«  736  n.  s; 
Wahrscheinlichkeit  von  —  759  u.  ISS; 
zufällige  —  in  der  Statistik  834. 

ursprünglich,  -e  Systeme  komplexer 
Grössen  181,  deren  Gestalten,  reell — e 
Systeme  182. 

Urteile,  Wahrscheinlichkeits-  734,  dis- 
junktive 736,  deren  Kombination  741. 


Valenz,  bei  Modulfnnktionen  721,  s. 

valeurs,  —  limites  des  integrales,  in 
der  Lebensversicherung  912,  i«8;  — 
singuliäres,  in  der  Arithmetik  74,  uo. 

Yandermonde,  -sehe  Determinanten  44. 

Variable,  einer  ganzen  Funktion  228, 
256,  einer  Form  882.  Stetige  —,  s.  das. 

Variation,  -en  der  Kombinatorik  29, 
mit  Wiederholungen  30,  für  Element- 
reihen 34;  infinitesimale  -en  von  Va- 
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Variieren  —  Yerzweigtuig 


nabeln  u.  Koeffizienten  von  Formen 
376,  877,  402;  —  willkürlicher  Kon- 
stanten bei  linearen  Differenzenglei- 
chungen  938. 

Variieren,  serienweises  —  statistischer 
Ursachen  828,  Wahrscheinlichkeiten 
832. 

Vektor,  Addition  von  -en  1009,  in  der 
Zahlentheorie  616,  in  Bez.  zu  kom- 
plexen Grössen  166. 

Veränderliche,  s.  Variable. 

Veränderung,  Wert-en  bedingt  kon- 
vergenter Reihen  93,  Produkte  114; 
-en  der  Gauss'schen  Funktion  9  {p,  q) 
667. 

Verbesserung,  der  Näherungswerte 
von  Gleichungswurzeln  etc.,  s.  Ap- 
proximation; plausibelste  -en  von 
Unbekannten  in  der  Ausgleichung  794. 

Verbindung,  elementare  symmetrische 
-en  von  Grössen  460  [mehrerer  Grös- 
senreihen  476],  in  Bez.  zu  Koeffizien- 
ten 238,  zu  Potenzsummen  468,  in  der 
Körpertheorie  290,  in  der  Gruppen- 
theorie 290,  291 ;  -en  von  Unbekannten 
in  der  Ausgleichungsrechnung  770. 

verbunden,  -e  Leben  887. 

verdichtet,  -e  Punkte  (points  con- 
dens^s),  bei  mehrfach  bezifferten  Ele- 
menten 1043  U.  487. 

Verdichtungspunkt,  einer  Menge  186. 

Verdoppelung,  des  Würfels  (Glei- 
chungstheorie) 618. 

vereinigt,  — liegende  Formen  391,378. 

Vereinigungsmenge  (Mengenlehre) 
189. 

Verfallen,  (stomo)  einer  Lebensver- 
sicherungspolice 873,  einer  Police  über- 
haupt 893. 

Vergleichung,  -sschlüsse  der  Arith- 
metik 6,  13;  -sprinzip  bei  Reihen  80, 
83,  bei  Doppelreihen  99. 

Verhältnisse,  —  inkommensurabler 
Strecken  20, 23 ;  49  f.,  von  Quantitäten  61. 

verkehrt,  -e  Multiplikation  942. 

Verknüpfung,  -sarten  der  Arithmetik 

9,  13. 

Verkürzung,  einer  Zahl  979. 

verlebt,  innerhalb  zweier  Grenzen  -e 
Zeit  838,  844. 

Verlust,  -Erwartung  764,  reine  766; 
Fehler  als  Spiel-e  776;  Gesamt-  ein 
Minimum  als  Quelle  der  Ausgleichung 
777 ;  -Rechnung  bei  Versicherungen  898. 


vermittelnd,  Ausgleichung  -er  Beob- 
achtungen 771,  786,  mit  Bedingungs- 
gleichungenen  792,  794. 

Vermögen,  differentielle,  reine -sände- 
rangen  766. 

vernünftig,  -e  Erwartung  736,13. 

verschieden,  -e  Genauigkeit  direkter 
Beobachtungen  786. 

Verschwinden,  identisches  —  einer 
ganzen  Funktion  232,  267,  von  Ko- 
varianten  336,  837  u.  95,  367,  371; 
626,  der  Eliminante  267 ;  —  der  Funk- 
tionaldeterminante 274  [identisches 
276];  gleichzeitiges  —  ganzer  Funk- 
tionen 269. 

Versicherte,  Minimalzahl  von  -n  916. 

Versicherung,  -sdauer  einer  Lebens- 
873;  -ssumme  873  [Maximum  916]; 
-swert  (insurance  value)  883;  Reduk- 
tion, Umwandlung  einer  —  893;  un- 
abhängige -en  904,  gleichartige  907; 
kritische  Zahl  einer  —  910  u.  162. 

Versuchsreihen,  für  das  Bernoulli'- 
sche  Wahrscheinlichkeitstheorem  767 
u.  125;  822  f. 

vertauschbar,  -e  Grössen-n-tupd  162; 
-e  Polaroperationen  367;  -e  Substi- 
tutionen (substitutions  permutables, 
^changeables)  210  u.  10,  in  der  Glei- 
chungstheorie 601, 606 ,  in  der  Formen- 
theorie 334;  -e  au^morphe  Transfor- 
mationen von  quadratischen  Formen 
614.     S.  auch  kommutativ. 

Vertauschung,  -en  von  Grössen,  die 
den  Wert  einer  Funktion  derselben 
nicht  ändern  209;  ^90;  468  f.;  482  f.; 
Gruppe  der  -en  von  Gleichungswurzeln 
291;  468;  484;  cyklische  —  der  Wur- 
zeln der  Kreisteilungsgleichung  482; 
Gruppe  von  -en,  s.  Gruppe;  —  der 
Erzeugenden  der  Fläche  2.  Ordnung 
539,  der  Kugel  626;  —  von  Variabein 
bei  Reziprokanten  380 f.  S.  Permu- 
tation, Substitution,  Gruppe. 

Verteilung,  der  Gefahr  beim  Risiko 
908, 168. 

Vertrauenswürdigkeit,   relative  — 
statistischer  Resultate  825. 

Verwandtschaft,  quadratische  — ,  in 
Bez.  zur  Dreiecksgeometrie  393,  sss; 
Kreis-  158.     S.  Transformation. 

Verzinsungsintensität  (Lebensver- 
sicherung) 878. 

Ve  r  z  w  e  i  g  u  n  g, -spunkte  einer  Riemann'- 


yieldeutig  —  Wallis 
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sehen  Fläche  299 ;  -sgruppe  u.  -skörper 
690. 

yieldeutig,  -e  Zeichen  Verknüpfung  1 7 ; 
-e  Ausdrücke  74. 

vielfach,  >e  Gleich ungs wurzeln  282, 
261  [deren  Trennung  248],  bei  n  Va- 
riabein 258,  276,  bei  Gleichungssyste- 
men 266,  274. 

Vielfaches,  (Multiplum)  einer  Zahl 
15;  556,  einer  ganzen  Funktion  243, 
259,  der  Eliminante  262,  eines  Körpers 
285;  682,  eines  [festen]  Zahlenmoduls 
808;  lineare  Transformation  einer 
Quadratsumme  resp.  quadratischen 
Form  in  ein  —  179,  183;  347,  146; 
kleinstes  gemeinsames  — :  von  Zahlen 
557  [bei  zahlentheoretischen  Funk- 
tionen 651,  asymptotisch  behandelt 
667];  von  ganzen  Funktionen  in  Bez. 
zur  Resultante  249.  S.  Faktor, 
Multiplikation,  Produkt. 

Viereck,  die  5  -e  der  Desargues'schen 
Konfiguration  359,  ais;  rationale  -e  576. 

Vierergruppe,  in  Bez.  zum  regulären 
Tetraeder  525. 

viergliedrig,-e  (quadrinomische)  Glei- 
chungen 446,  41,  gpraphisch  1043. 

Vierpunktproblem,  der  Wahrschein- 
lichkeitsrechnung 754. 

Viertelquadrat,  Tafeln  von  -en  947 f. 

Vieta,  -sches  unendliches  Produkt  für 
2/n  111. 

voll,  -e  Formensysteme,  s.  System, 
Form,  Invariante. 

vollkommen,  -e  Gruppe  221;  -e  Zah- 
len 578,  zweiter  Art  578;  -e  Teilung 
einer  Zahl  642. 

vollständig,  -es  Restsystem  561;  -e 
u.  nn-e  Äquivalenz  binärer  bilinearer 
Formen  612 ;  -es  System  temärer  qua- 
dratischer Formen  eines  Geschlechts 
618,  bei  n  Variabein  626 ;  -es  System 
inkongruenter  Lösungen  linearer  Kon- 
gruenzen 585,  589,  quadratischer  624; 
-e  Disjunktion  787 ;  -e  Wahrscheinlich- 
keit 738;  -e  lineare  Differenzenglei- 
chung 932;  -es  System  von  Formen, 
Invarianten,  s.  System,  Form,  In- 
variante. 

Volumen,  s.  Inhalt. 

Vorbereitung,  von  Formeln  zur  lo- 
garithmischen Berechnung  1076. 

vorwärts,  Interpolation  nach  —  807. 

Vorzeichen  18;  — Änderung  einer  De- 


terminante 38;  144,  einer  Invariante 
324,  10,  des  Legendre'schen  Symbols, 
s.  Reziprozitätsgesetz;  —  beim 
verallgemeinerten  Wilson'schen  Satze 
562,  Gauss'scher  Summen  bei  Anzahl- 
berechnungen 625;  645;  702;  — Folge, 
— Wechsel,  s.  Zeichen. 
Vorzugskurven,  der  Wirtschaftslehre 
1108  u.  86,  1109  u.  86. 

W 

wahr,  -e  Werte  unbestimmter  Aus- 
drücke 74;  -e  Beobachtungsfehler  779. 

wahrscheinlich,  -er  Tatbestand  787; 
-er  Wert  von  Geldsummen  766,  einer 
Lebensversicherungsfunktion  861  u.  9; 
-er  Fehler  780,  beim  Rechenschieber 
1058,  649;  -ste  Kombination  von  Wie- 
derholungszahlen 755;  -ster  Wert  von 
Geldsummen  765,  einer  Unbekannten 
771  [-=  plausibelster  783],  der  Präzi- 
sionskonstanten 780,  einer  Jjebensver- 
sicherungsfunktion  861  u.  lo;  -ste  Ur- 
sache 761;  -ster  Verlust  778. 

Wahr  seh  ein  lichkeit,-sreeXmun(^7d4ff. 
[in  Bez.  zur  Kombinatorik  35],  aprio- 
rische 734,  760,  763,  aposteriorische 
759,  763;  -surteil  784;  mathematische 
—  735  [bei  stetigen  Variabein  758], 
numerische  736 ;  direkte  -sbestimmung 
787;  totale  —  (Entweder,  Oder)  738, 
739,  zusammengesetzte  (Sowohl,  als 
Auch)  739,  740,  Kombination  beider 
741;  geometrische  —  753;  konstante 
-en  735,  beim  Bemoulli' sehen  Theo- 
rem 755  f. ;  823,  variable  -en  758,  beim 
Poisson'schen  Theorem  758 ;  826 ;  vom 
Zufall  abhängige  -en  759 ;  —  von  Ur- 
sachen 759  u.  188, — künftiger  Ereignisse 
762 ;  —  für  zwei  relativ  prime  Zahlen 
665;  —  von  Fehlem  771  [zwischen 
Grenzen  774,  777],  einer  Potenzsumme 
von  Fehlem  781;  -skurve,  -Bfläche, 
'sMrper  796;  -Bhauptaxen  796;  —  in 
der  Statistik  822i.;  serienweise  vari- 
ierende -en  882,  Lebens-  u.  Sterbens- 
888,  843,  Axiome  der  letzteren  860; 
Invaliditäts-  849;  —  von  Ereignissen 
859  f. 

Waisenpension,  887. 

Waldegrave,  -sches  Wahrscheinlich- 
keitsproblem 752. 

Wallis,  -sehe  Produktformel  für  2/jc 
63,  70,  112. 
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WkItm  —  woUgeordiMt 


IfKlrss,  -«che  üleichnngcn  <Ier  Wirt- 
■ehaftalebre  lOMf,  110». 

WftndeTanBispiele,  lOBO  f- 

W«ring.  -Boho  Fonnel  m.  Rfiduktion 
für  STnunetriBche  Fonktionen  161,  ITl 
[Ter^gemeiuert  46S]. 

wkvB,  (kombinatorische  Analjaia)  699. 

Weber,  -icher  KlawenkOrpcr  696;  TZ3  f. 

Weierstrats,  -echa  Theorie  des  Irra- 
tionaleii  U;  -iches  Konver^enükrite- 
liom  ffir  alternierende  Reihen  95 
[fOr  komplexe  06,  »i;  1IS4];  -ecbe 
Theorie  der  nneiidlicheii  Produkte 
113;  -Boliano'scher  Sata  aber  die 
H&nAiiigB«tellen  einer  Menge  185;  -sehe 
Reduktion  nnd  iquiTateozkritci 
fBr  awei  Bilinearformen  resp. 
Scharen  solcher  BS0n.Gt,6S;59i;  -sehe 
Primfimktion  119,  MM;  89T;  660;  -sehe 
gaqse  traniKendeiite  Fnnktion  mit  ge- 
gebenen Nollstellen  116  u.  mb;  -ecbe 
elliptiache  Funktion  bei  komplexer 
Holtjplikation  IS». 

Wendedreiieit,  Omppe  der  -e  einer 
ebenen  Knrre  8.  Ordnung  339,  in  Bez. 
sa  deren  Normalform  Sfi9  u.  iio. 

Wendepnnkte,  einet  Kurve  8.  Ord- 
nung S69  Q.  no  [in  Bei.  zur  Lösung 
der  Qleichnng  6.  Grades  618],  Glci- 
ohnng  n.  Gmppe  619;  reelle  —  einer 
Knrre  iOO,  ut.    S.  HesBo. 

Wert,  wahrer  —  eines  nnbcatimmftn 
Ansdnuckes  74;  —  einer  unendlichen 
Reihe  77,  einer  kompleien  11S2,  eines 
unendlichen  Produktes  113,  eines  fcom- 
plexeDl]!6,eineBSettenbnichsl20, 127 
[•Bestimmung  durch  TrauiiformiLtioii 
ISS],  eines  komplexen  112T,  eincrun- 
endticheu  Determinante  14^ ,  einiT 
komplexen  llSl,  i;  mögliche  Anzahlen 
Ton-en  einer FunJUi'onSlS;  ISä;  icoAr- 
B^teinlieher  a.icahTSchfinlichster  —  von 
GeldBommen  765;  wahrscbeinlichatei 
—  Ton  Unbekannten  771  [=  plausibel- 
ster 783],  der  PrtlzieiouEkonstanten 
780;  —  eiaei  Lebensversicherung  875; 
BemonUi'Bche  -Lehre  890;  -Komplett 
{-Softem)  ((f,,r„-  «^  256;  -Verän- 
äerung  bedingt  konvergenter  Reihen 
Produkte  93,  114. 

wertig,  ein'ealgebraischeFunktion  450, 
in  der  Oruppentheorie  !90,  ihO,  484; 
mehre  [bes.  xwei-e]  Funktion  313; 
S90;  467,  484;    ein   -e    trän b Ken dente 


Funktion  116  u.  sis  [Primfanktion 
113,  SOI ;  660,  auf  einer  Riemana'schen 
Flache  397], 

Wertigkeit,  eines  chemiuchen  Ele- 
ment«, iuBoz,zQcFormenBjuibo1ik364, 

weEentlioh,  —  twgvläre  Futiktionn- 
Bt«l!e  auf  KiemannVher  Flüche  297 ; 
-e  reifiT  der  Diskriminante  gegeben 
360;  -e  Di/ferentialgleichufigen  der  In- 
varianten ShO. 

Wetterprognosen,  deren  Wahrediein- 
lichkeit  762,  Oi. 

widersprechend,  AusBehluBS  -er  Be- 
obachtungen 797. 

Widersprüche,  Quadrate  der  —  in 
der  Ausgleichung  770,  deren  absolute 
Werte  776,  791.54. 

Wiederhoinng,  Kombinationen  u.  Va- 
riationen mit  —  S'J,  30,  in  der  Zahlen- 
tbeorie  verallgemeinert  643 ;  symmetri- 
sche —  eines  Ereisbogendreiccks  in 
Bez.  zu  endliehen  Gruppen  S3K;  524; 
Zahl  ala  Summe  solcher  mit  -en  353 
639  f;  —  einer  Substitution  333,  3S4, 
im,  373,  —  einer  infinitesimalen  Substi- 
tution 334,  IT,  84T,  IIA,  376  f.,  einer 
orthogonalen  333, 7i;  —  eines  Cyklos 
von  Substitutionen  SlO;  483;  —  eines 
Ereignisses  740 ;  -ssahlen  beim  Ber- 
nouUi'schen  n.  Poisson'schen  Wahr- 
scheinlichkeitstheorem 755,  758  [in  der 
Statistik  833,  826]. 

willkürlich,  -er  Rationalitätsbereich 
S40 ;  498 ;  —  in  einer  Ebene  gezogejie 
Gerade  755;  Variation  -er  Konstanten 
bei  linearen  Uifferenzeagleicbungen 
033. 

Wilson,  -scher  Satz  der  Zahlentbeorio 
ÖGl  [GauDs'sche  Verailgemeinemng 
562]. 

Winkcltcilung,  dezimale  —  687.  na; 
—  gi'uppentheoretisch,  insbes.  Drei- 
teilung 500,  518. 

wirtschaftlich,  -es  Gleicli  gewicht 
1098,  1102  f,  1104. 

WirtschaftBlehre,  mathematiscbe  — 
1094  ff..  Gleich ge wie btebedingnngen 
1098  f,  1102  f.,  1106. 

Wissen,  in  der  Wahrscheinlichkeits- 
rechnung 736,  objektives  1H6. 

wohldefiniert,  -e  Objekte  einer  Menge 
188, 

wohlgeordnet,  -e  Menge  161, 


Wronski  —  Zahl 
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Wronski,  -sehe  Determinante  44,  Aleph- 
funktion  459,  466. 

Würfel,  Verdoppelung  des  -s  (Gruppen- 
theorie) 618;  Werfen  von  -n  (Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung) 741,  746  u.  60. 

Wurzel,  Arithmetik:  n*"  —  aus  einer 
Zahl  [-Exponent]  24:  deren  Aus- 
ziehung mittels  der  Newton*  sehen 
Approximationsmethode  986 ,  mit 
Bechenmaschinen  976 ;  abgekürzte 
984  f;  [bei  beliebigem  Exponenten] 
durch  den  Rechenschieber  1064; 
—  einer  ganzzahligen  quadratischen 
Gleichung  als  Eettenbruch  182 ;  Ganze 
Funktionen,  Gleichungen  u.  Kongruen- 
zen: —  einer  algebraischen  Gleichung, 
einfache,  mehrfache  232,  261;  Exi- 
stenz der  -n  233  f ;  Trennung  viel- 
facher 248 ;  reelle  -n  262 ,  280 ;  422  f. 
[in  der  Graphik  1013  f.],  gewisser 
Gleichungen  42;  268;  417;  -Potenz- 
determinanten  247,  261,  274;  — 
(solutio)  einer  Gleichung  in  n  Yaria- 
beln  266,  mehrfache  u.  unendliche 
267 f.,  267,  274;  —  eines  Gleichungs- 
systems 260,  266  [-Relationen  279]; 
symmetrische  Funktionen  von  -n  von 
Gleichungen  u.  Gleichungssystemen 
238,  262;  471,  von  -Differenzen  361, 
888,  386;  466;  Auflösung  von  Gleichun- 
gen durch  -Zeichen  (Radikale)  226 ;  449, 
481 ;  Lagrange'sche  -Zahl  eines  Ereis- 
körper8702;  Absonderung  U.Appro- 
ximation von  -n,  s.  das.;  -n  von  Kon- 
gruenzen 246,  arithmetisch  661,  674, 
von  irreduzibeln  676  [Galois'sche  ima- 
ginäre-n  211,  216,67;  246,77;  676]; 
primitive  -n  662,  668  [von  Kon- 
gruenzen 246;  674],  s.  das.;  Formen- 
theorie:  -Symbolik  361,  ms;  Glei- 
chungs-n  bei  den  Differentialgleichun- 
gen der  binären  Invarianten  376,  bei  der 
Tschimhausentransformation  378,  S8i, 
bei  typischer  Darstellung  348,  397. 

Z«) 
Zahl,  Arithmetik:  —  3,  im  erweiterten 
Gebiet  11,  positive  u.  negative  —  13, 
ganze  u.  gebrochene  19,  rationale  u.  ir- 
rationale 20 ;  49  f ,  66 ;  dekadische  u.  an- 
dere -ensysteme  667,  6;  941,  s;  Rech- 
nen mit  genauen  -en  940  f. ,  mit  unge- 
nauen 978  f .  [s.  R  e  c  h  n  e  n] ;  Äquivalenz 

•)  S.  auch  unter  C. 


von  Strecke  u.  —  61, 63 ;  236;  -enfolgen 
(-enmengen,  -enreihen):  Grenze  u.  Kon- 
vergenz 63  f.  [bei  komplexen  Folgen 

•  1121],  monotone  67,  zwei  monotone 
für  irrationale  -en  64,  20;  eigent- 
lich u.  uneigentlich  divergente  -enfol- 
gen 68,  70,  zweifach  unendliche  -en- 
folgen u.  deren  Grenzwert  76;  kom- 
plexe -en  148 ff.,  B.  Grösse,  komplex; 
Abzählbarkeit  der  algebraischen  -en 
186  [der  rationalen  186,  s];  -enkonti- 
nuum  186;  transfinite  -en  69;  188,  191, 
206;  -en  der  ersten,  zweiten  Klasse 
192,  der  dritten  196, 60;  Limes-en  192; 
€-en  196;  Formentheorie:  höhere  kom- 
plexe -en  in  Bez.  zur  Äquivalenz  bi- 
linearer Formen  168;  383,  Systeme  sol- 
cher formentheoretisch  333,70,  in  Bez. 
zur  Endlichkeit  der  Invarianten  344, 1S8; 
Kummer'sche  ideale  -en  706  f.,  in  Bez.  zur 
Symbolik  362 ;  —  als  Summe  von  -en  mit 
Wiederholungen  363 ;  639  f. ;  Ordnungs- 
— en  =  determinierende  -en  bei  qua- 
dratischen Formen  623;  Darstellungen 
von -en  durch  Formen,  s.  D  ar  s  te  llun  g; 
jrÄ7)CT'^onc:  algebraische — 287 ;  676, 
ihre  konjugierten  288;  676;  ganze  — 
287 ;  677 ;  Ordnung  (Ring)  294 ;  687 ;  -en- 
modul  (-engitter)  308 ;  688  [in  der  arith- 
metischen Formentheorie  608,  613, 
616];  -Körper  286;  676  [seine  Gruppen 
696],  relativquadratischer  696,  Abel'- 
scher  als  Kreiskörper  704 ;  Wahrschein- 
lidikeitsrechnung  u.  Versichenmg:  Ber- 
noulFsche  -en  766;  929;  Gesetz  der 
grossen  -en  768,  in  der  Statistik  827,  is; 
—  der  Lebenden  eines  Alters  860,  dis- 
kontierte 876 ;  kritische  —  einer  Ver- 
sicherung 909  u.  162 ;  Zahlentheorie :  Zer- 
legung ganzer  -en  667 ;  in  Summanden 
636  f  [in  der  Nomographie  1062],  s. 
Zerlegung;  Farey'sche  -en  660; 
Fermat'sche  -enreihe  676;  Fibonacci'- 
sche  oder  Lam^'sche  -en  677;  voll- 
kommene u .  befreundete  678 ;  n  u  m  e  r  i , 
B.  das.;  —  als  Quadratsumme  604, 
612, 619,627;  637  f.,  660;  ~  als  Summe 
von  Kuben,  Biquadraten  634,  von  ra- 
tionalen Kuben  673;  Periodizität  alge- 
braischer -en  686;  668 f 

Zahl,  -Klasse,  erste,  zweite  192,  dritte 
196, 60;  nach  einem  -enmodul  808,  nach 
einem  Ideal  678;  -Körper  286,  ratio- 
nale, algebraische  287;  687;  -System^ 
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Zählbarkeit  —  Zerlegung 


mit  kommutativer  Multiplikation  173  f., 
in  Bez.  zu  Modulsystemen  307 ;  -Werte 
Yon  Grundformen  gegeben  360 ;  -Zeichen 
3  u.  7;  Irrationalität  als  -Zeichen  6^. 

Zählbarkeit,  yon  Fällen  763.  Ab-, 
8.  das. 

Zählen,  1  u.  i,  s. 

Zahlen,  -Folge y  s.  Zahl;  -Kantinuum 
186;  —  Modul  (Dedekind'scher)  808; 
688;  —  Systeme  667, 6;  941,  s  [dyadische 
69  u.  46,  in  der  Mengenlehre  193,  beim 
Bagenaudierspiel  1099];  -theoretische 
Funktionen  u.  Reihen  648 f.,  Umkeh- 
rung solcher  464;  661  f.  [asymptotische 
Ausdrücke,  s.  asymptotisch];  -Theo- 
rie,  elementare  656  ff.;  der  Formen 
682  ff.;  der  Körper  284  ff.;  676  ff.; 
analytische  112,  116;  636 ff.;  -Theorie 
Yon  Systemen  komplexer  Grössen  183; 
von  InTarianten  346,  1S9,  bei  Umkehr- 
Problemen  369. 

Zähler,  eines  Bruches  19;  Teil-  eines 
Eettenbruches  120;  669. 

Zählwerk,  bei  Rechenmaschinen  969; 
Neben-  974. 

Zahnräder,  bei  Rechenmaschinen  965. 

Zehnerübertragung,  Additions-  u. 
Subtraktionsapparate  ohne  selbsttätige 
—  963  f.,  Rechenmaschinen  mit  solcher 
969 f.,  unstetige  (springende),  stetige 
(schleichende)  —  960. 

Zeichen,  der  Arithmetik  6  u.  8;  Zahl- 
3  u.  7;  -Folgen  u.  -Wechsel,  Anzahlen 
solcher  409,  431 ;  -Regel,  Descartes'sche 
410,  Laguerre'sche  Ausdehnung  auf 
Reihen  413.     Vor-,  s.  das. 

Zeilen,  einer  Determinante  37,  einer 
unendlichen  143. 

Zeit,  Anschauungsform  der  —  beim 
Zahlbegriff  2, 4;  -Folge  von  Ereignissen 
740. 

Zerfallen,  Zerfällung,  s.  Zerle- 
gung. 

zerfallend,  eigentlich -e Gruppe 219, 91. 

zerlegbar,  in  Linearfaktoren  -e  arith- 
metische Form  629  f. ;  -e  Form  eines 
Körpers  298;  686,  eines  Moduls  688; 
-e  Gruppe  219, 91.  S.  Zerlegung. 

Zerlegung,  Algebra  ganzer  u.  gebro- 
chener Funktionen:  —  einer  ganzen 
Funktion  f{z)  in  lineare  Faktoren  232, 
238,  in  irreduzible  243,  nach  einem 
Doppelmodul  245,  gewisser  ganzer 
Funktionen  f(x,y,z,--)  in  Linearfak- 


toren 268  f.  u.  6  [s.  u.] ;  —  gewisser  Resul- 
tanten u.  Disimminanten  260,  263;  — 
reduzibler  Gleichungssysteme  274;  — 
der  Ebene  in  Teilgebiete  beim  Funda- 
mentalsatz 236,  S7 ;  —  einer  gebroche- 
nen Funktion  in  Partialbrüche  229  u.  lo, 
in  Primbrüche  242,  244;  Arithmetik: 

—  von  Zahlen  u.  Zahlenpaaren  bei 
bestimmtem  Gewicht  32;  —  gewisser 
Determinanten  40, 41 ;  —  ganzer  Funk- 
tionen des  Unendlichkeitssymbols  m 
194;  —  einer  Menge  in  separierte  u. 
homogene  Teile  198;  Formentheorie: 

—  (Reduzibilität)  invarianter  Formen 
365  u.  241;  —  von  Formen  in  Linear- 
faktoren beim  Reziprozitätsgesetz  363, 
2S3',  von  gewissen  temären  Formen 
in  Linearfaktoren  477,  kubischer  ter- 
närer  Formen  397,  405;  von  Resul- 
tanten und  Diskriminanten  348;  398, 
400;  Gleichungstheorie:  —  einer  Glei- 
chung in  irreduzible  Faktoren  289  f., 
243;  486,  bei  n  Variabein  269,  von 
Gleichungssystemen  274 ,  von  Kon- 
gruenzen 246 ;  674 ;  —  des  Gleichungs- 
problems in  Resolventen  491  f. ;  —  der 
Klassengleichung  bei  Adjunktion  von 
Quadratwurzeln  '  727 ;    Körperthearie: 

—  ganzer  algebraischer  Grössen  in 
Primelemente  287,  294  f.,  der  Zahlen 
u.  Ideale  in  Primideale  296;  678,  der 
Zahlen  eines  Ringes  687,  einer  ra- 
tionalen Primzahl  im  Galois'schen  Kör- 
per 690,  im  Klasaenkörper  727,  im 
Kreiskörper  700,  701 ;  —  einer  Ambige 
694;  -sgruppe,  -skörper  690;  —  eines 
Funktionais  in  Primfunktionale  296, 37 ; 
einer  ganzen  Funktion  nach  einem 
Primmodul  298,  301,  nach  einem  Prim- 
zahlmodu]  315,  von  Modulsystemen  in 
Primsysteme  306;  —  von  Diskrimi- 
nanten, s.  das. ;  Zahlentheorie :  —  einer 
Zahl  in  Primfaktoren  557,  grosser 
Zahlen  in  Faktoren  576  [Prpben  1075, 
623] ;  —  eines  Bruches  in  Partialbrüche 
564 ;  —  von  Zahlen  in  Summanden  353 ; 
636  f.  [in  der  Nomographie  1052], 
gleichzeitige    zweier    Zahlen    640  f. ; 

—  von  Zahlen  in  Bez.  zu  zahlentheo- 
retiscben  Funktionen  648  f. ;  —  von 
Zahlen  in  Quadratsummen  604,  612, 
619,  627;  637  f.,  660;  von  Gitterzahlen 
bei  temären  kubischen  zerfallenden 
Formen  632. 


^ 


Ziehung  —  Zwischen 
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Ziehung,  in  der  Lotterie  760;  von  Ku- 
geln aus  Urnen  747. 

Ziffern  11,  le;  940 f.  [-Schrift  4],  als 
Zeichen  fOLr  kombinatorische  Elemente 
30;  209. 

Zillmer,  -sehe  Reserve  bei  Lebensver- 
sicherung 891,  896;  -sches  Maximum 
des  ersten  Zuschlages,  der  ersten  Un- 
kosten 891;  -sehe  Bilanzmethode  894; 
-sehe  Bisikomethode  („Zillmem^^)  916. 

Zinsgewinn,    einer    Versicherungsge- 

.    Seilschaft  899. 

Zirkel,  Konstruktion  mit  —  [u.  Lineal] 
49;  618;  1007,  856;  logarithmischer  — 
1019,  1020. 

Zufall  736  u.  6;  vom — abhängige  Wahr- 
scheinlichkeiten 769. 

zufällig,  -e  Ereignisse  736,  von  solchen 
abhängige  Vor-  u.  Nachteile  764  f. ;  -e 
Ursachen  in  der  Statistik  834;  -e 
Schwankungen  der  Sterblichkeit  908. 

Züge,  reelle  Kurven-  400,  ^s. 

zugeordnet,  -e  Darstellungen  von  Zah- 
len u.  binären  Formen,  durch  temäre 
Formen  618;  -e  Summen  (sommes  sub- 
ordonn^es),  bei  der  Cauchy'schen  Liter- 
polation  818.    S.  Zuordnung. 

zulässig,  -e  Qrössen  der  allgemeinen 
Arithmetik  178. 

Zunge  (r^glette,  languette),  des  Rechen- 
schiebers 1066. 

Zuordnung,  von  Dingen  beim  Zählen 
2  u.  S;  —  von  Mengen  186  f.,  zwischen 
Mengen  U.Teilmengen  68 ;  188 ;  zwischen 
Strecke  u.  Zahl  63;  236. 

Znsammenfassung,  von  Dingen  beim 
Zählen  1  u.  8;  von  Reihengliedem  78, 
161,  81,  97;  von  Formeln  mittels  kom- 
plexer Grössen  169;  von  Objekten  ei- 
ner Menge  188. 

zusammengesetzt,  Arühmetik:  -e  De- 
terminanten 40,  41;  -e  Chruppe  219 
[Bildung  aus  einfachen  226,  iss] ;  No- 
mographie:  Skala  einer  -en  Funktion 
1026,417;  -e  parallele  Skalen  1044,476; 
WahrscheinUchkeü:  -es  Ereignis  739; 
-e  Zahlen   666;   690,   727    [-e  Ideale 


296;  679,  691,  Formen  296;  6861*. 
Funktionale  296,  37].  S.  Zusammen- 
setzung. 

Zusammenhang,  einer  Menge  201,  84, 
206, 206 ;  —  der  Blätter  einer  Riemann'- 
schen  Fläche  299. 

zusammenhängend,  -es  Divergenz- 
gebiet bei  Potenzreihen  108;  mehrfach 
-e  Flächen  299;  339,  106;  Spielbretter 
1088. 

Zusammenrücken,  singulärer  Kurven- 
elemente 260,  263;  398,  400. 

Zusammensetzung,  ArükuttUk  kom- 
plexer (xTösseni  —  von  Grössenpaaren 
aus  Einheiten  160,  desgl.  von  Grössen- 
n-tupeln  160,  von  Matrices  u.  bilinea- 
ren Formen  169 ;  333, 373 ;  602 ;  bilineare 
—  der  Parameter  von  Transformations- 
gruppen 177;  —  der  Euler'schen  Pa- 
rameter in  Bez.  zu  Quatemionen  179; 
Formentheorie :  —  von  kontinuierlichen 
Gruppen  401;  von  automorphen  For- 
men 602;  Chruppentheoriei  —  einer 
Gruppe  u.  ihre  Hauptreihe,  Faktoren 
der  —  220  u.  96,  einer  Gleichungsgruppe 
497;  Körperlheorie:  —  zerlegbarer  al- 
gebraischer Formen  687,  von  Körpern 
290;  688,  691,  von  Idealklassen  694, 
von  Klassen  binärer  quadratischer 
Formen  608f.;  724,  [s.Komposition]. 
S.  zusammengesetzt. 

Zuschlag,  in  der  Lebensversicherung 
874,  911. 

zweiseitig,  -e  (ancipites)  Charaktere 
einer  Aberschen  Gruppe  223;  610;  -e 
Klasse  binärer  quadratischer  Formen 
609. 

Z  w  eiteilung, -s(Schnitt)prinzip  66;201, 
84,  206,  206;  —  der  hyperelliptischen 
Funktionen  in  Bez.  zur  Lösung  einer 
Gleichung  649,  96. 

zwingend,  Prinzip  des  -en  Grundes  736. 

Zwischen, -JPorm«n 326;  -Parameter,  in 
der  Flächentheorie  886;  -Variable,  in 
der  Formentheorie  326,  bei  assoziierten 
Formen  349,  in  der  Symbolik  362,  bei 
Reihenentwickelungen  374. 
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eines  jeden  Bandes  zu  wohlfeilen  Preisen  von  der  Yerlagshuchhaudbui^  ^^k^^l^« 
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I  C  4  b.    Theorie  des  Kreiskörpers.    Von  David  Hilbert  in  Göttingen 699 

I  C  5.        Arithmetische    Theorie    algebraischer    Gröfsen.      Von    6.    Landsberg    in 

Heidelberg 715 

I  C  6.        Komplexe  Multiplikation.    Von  H.  Weber  in  Stralsburg 716 

Berichtigungen. 

p.  41,  Anm.  91).  Der  BegriflF,  wie  der  Name  „Rang"  finden  sich  schon  vor  Kronecker  bei 
G.  Frobenius,  s.  p.  269,  Anm.  46). 

p.  43,  Anm.  100).  Die  Litteraturangaben  über  die  Säculargleichung  sind  noch  zu  ergänzen 
durch  K.  Weierstrass,  Berl.  Ber.  1858  p.  207,  1868  p.  310  =  Werke  1,  p.  233;  2,  p.  19; 
Berl.  Ber.  1879  p.  430. 

p.    82,  Zeile  1  und  2  von  oben.    Das  Zeichen  „0"  ist  durch  „1"  zu  ersetzen. 

p.  222,  Anm.  110).  Statt  „bei  L,  Kronecker,  Berl.  Ber.  1870,  p.  882"  ist  zu  lesen:  „In  dem 
Sinne,  in  dem  in  Nr.  11  cyklische  Gruppe  gebraucht  ist,  bei  L.  Kronecker,  Berl, 
Ber.  1853,  p.  368;  in  dem  Sinne  des  Textes  bei  C,  Jordan,  traitö  p.  402". 

p.  273,  Zeile  8.  Vor  „Yahlen"  ist  zu  erwähnen  die  ältere  Arbeit  von  5.  Boherts,  J.  f. 
Math.  G7,  1867,  p.  266.  Hier  findet  sich  das  allgemeinere,  in  I  B  1  b  auf  p.  271 
unten  aufgeführte  Theorem.  Yahlen  eliminiert  m  Variable  aus  m+n  Gleichungen 
fa=*0  und  bestimmt  den  Grad  des  resultierenden  Gleichimgssystems.  Die  Grad- 
bestimmung bei  Roberts  ist  etwas  allgemeiner,  aber  nur  für  den  Fall  bewiesen, 
dafs  die  fa  Produkte  von  linearen  Funktionen  der  zu  eliminierenden  Variabein  sind. 

p.  277,  Zeile  11  von  unten.  Der  Satz  „Ist  etwa  (fi,  f^,  .  .)  eine  Ä;-fache  Nullstelle  .... 
gemeinsam"  ist  durch  folgenden  zu  ersetzen:  „Ist  etwa  (^j,  ?„...,  t,„)  eine 
^• -fache  Nullstelle  für  F^  so  ist  sie  zugleich  eine  (mÄ:  — 2 tn-f  2 )-fache  für  iZ, 
und  alle  oc"*"^  „Tangenten"  in  (fj,  J„  . .  .,  f ^)  von  F=0  sind  zugleich  Tangenten 
für  H=0  (Voss,  Math.  Ann.  27,  1886,  p.  626;  cf.  auch  Ul  C  7)". 

p.  328,  Zeile  1.  Vor  „Insbesondere"  ist  einzuschalten:  „Die  Konstanz  von  k  bezieht  sich 
auf  reelle  Transformationen  und  auf  reelle  Formen". 

p.  328,  Anm.  38)  und  p.  399,  Anm.  424).  Mit  der  reellen  Transformation  reeller  Formen 
beschäftigt  sich  eingehend  auch  A.  Loeicy  in  den  p.  330,  Anm.  63  (Zeile  1  und  2 
von  unten)  citierten  Schriften.  Daselbst,  Math.  Ann.  öO,  p.  669  if.;  Leop.  N.  A.  71, 
p.  424  ff.,  wird  eine  mit  dem  Trägheitsindex  nahe  zusammenhängende  Zahl 
(Charakteristik)  eingeführt;  vgl.  noch  I  C  2  Nr.  b,  13). 

p.  341,  Anm.  115).     S.  noch  Loewy,  Math.  Ann.  60  (1898),  p.  561,  Anm.  daselbst. 

p.  462,  Ende  von  Nr.  2.  Die  Faä  di  Brnuo'Bchki  Formel  ist  unrichtig;  die  richtige  — 
Bn'oschi'sche  —  Formel  lautet: 

11  1 2     *     '         1 1' 
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WO  nach  der  Entwicklung 
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\k^  \i-^  \k^  •  •   «*^*^  ■  -  S  +  P,  +  •  •  +  P, 
zu  setzen  ist*).  ' 

•)  Briotchi,  Ann.  mftt.  fis.  5  (1H54),  p.  4S7;  vgl.  ferner:  E.  />.  Roe,  Anier.  Math.  Montbly  18Ö8',  p.  161. 

Anm.  38),  Zeile  2.    Vor  „J.  f.  Math.  81  . ."  ist  der  Name  „Kostkiv'  einzufügen. 


Neuester  Verlag  Ton  B.  O.  Tenbner  in  Leipzig, 

Bianohi.  Ltiigi,  Professor  a.  d.  Universität  Pisa,  Vorlesungen  über 
Ditferentialgeometrie.  Autorisierte  deutsche  Übersetzung  yon 
Max    Lükat,    Oberlehrer   in   Hamburg.      [XII   u.  659   S.]      gr.  8. 

1899.  geh.  n.  JC  22.60. 

von  BraunmlUil,  Prof.  Dr.  A.,  München,  Vorlesungen  über  Ge- 
schichte der  Trigonometrie.  2  Teile.  I.Teil:  Von  den  ältesten 
Zeiten  bis  zur  Erfindung  der  Logarithmen.  Mit  62  Figuren  im  Text. 
[Vn  u.  260  S.]     gr.  8.     1899.     geh.  n,  JC  9.— 

BriefWeohsel  zwischen  Carl  Friedrich  Gauss  und  Wolfgang 
B  o  1 7  ai.  Mit  Unterstützung  der  Eönigl.  ungar.  Akademie  d.  Wissen- 
schafben herausg.  von  F.  Schmidt  u.  P.  Stäckel.  [XVI  u.  208  S.] 
4.     1899.     Geschmackvoll  geb.  n.  Jt  16.— 

Brdokner^  Dr.  Max^  Oberlehrer  am  Gymnasium  zu  Bautzen,  Vielecke 
und  Viel  flache.  Theorie  und  Geschichte.  Mit  7  lithographierten 
und  6  Lichtdruck -Doppel  tafeln,  sowie  vielen  Figuren  im  Text. 
[Vm  u.  227  S.l     1900.     4.    geh.  n.  .^  16.— 

Oantor^  Hofrat  Prof.  Dr.  Morits^  Heidelberg,  Vorlesungen  über  Ge- 
schichte der  Mathematik.  In  3  Bänden.  iL  Band.  Von 
1200—1668.  2.  Aufl.  Mit  190  in  den  Text  gedruckten  Figuren. 
[XII  u.  943  S.]    gr.  8.    1900.    geh.  n.  JK  26.— 

Dudensing.  W.^  Dr.  phil.  und  Oberlehrer  am  Grymnasium  zu  Zwickau 
in  Sacnsen,  über  die  durch  eine  allgemeine  dreigliedrige 
algebraische  Gleichung  definierte  Funktion  und  ihre  Be- 
deutung für  die  Auflösung  der  algebraischen  Gleichungen  von 
höherem  als  viertem  Grade.  [VlII  u.  56  S.]  gr.8.  1900.  geh.  n.  «/^  2.40. 

Engel,  Dr.  Friedrioli.  Prof.  a.  d.  Universität  Leipzig,  und  Dr.  Faul 
St&okeL  Prof.  a.  a.  Universität  Kiel,  Urkunden  zur  Geschichte 
der  niciiteuklidischen  Geometrie.    In  2  Bänden,    gr.  8.    geh. 

I.Band.  NikolftJ  Iwanowitsch  LobatBchefskiJ,  swei  geometrische  Abhand- 
lungen, aus  dem  Bussischen  übersetzt,  mit  Anmerkungen  und  mit  einer 
Biographie  des  Verfassers  ron  Fb.  Ekoel.  I.  Teil :  Die  Übersetzung.  Mit 
einem  Bildnisse  Lobatschefskijs  und  mit  194  Figuren  im  Text.  II.  Teil: 
Anmerkungen.  Lobatschefskijs  Leben  und  Schriften.  Begister.  Mit  67 
Figuren  im  Text.  [XYI,  lY  u.  476  S.]  1899.  n.  JC  14. -- 
II.  Band.  Wolfgang  und  Johann  Bolyai,  geometrische  Untersuchungen, 
herausgegeben  Ton  Faul  Stäokxi«.  Mit  einem  Bildnisse  Wolf  gang 
Bolyais.    [In  Torbereitung.] 

Engel,  Dr.  Friedrich,  Prof.  a.  d.  Universität  Leipzig,    Sophus  Lie. 

Ausführliches  Verzeichnis  seiner  Schriften.   Mit  dem  Bildnis  Sophus 

Lies  in  Ucliogravüre.  [42  S.]  gr.  8.  1900.  geh.  n.  ulC  2.— 
Festschrift  zur  Feier  der  Enthüllung  des  Gauss-Weber-Denk- 

mals  in  Göttingen.   Herausg.  TOm  Fest-Comitee.   Lex.-8.    1899. 

geh.  n.  JC  6. — .   Enthaltend:  Hilbert,  D.,  Grundlagen  der  Geometrie 

[92  S.];  Wiechert,  E.,  Grundlagen  d.  Elektrodynamik  [112  S.]. 
FöppL  Dr.  A«,  Professor  an  der  Technischen  Hochschule  zu  München, 

Vorlesungen  über  technische  Mechanik.    4  Bde.    gr.  8.    In 

Leinwand  geb. 

I.  Band:  EinfOhrgl.d. Mechanik.  M.96Fig.i.T.  [Xiya.4S8S.]  2.  Aufl.  1900.  u.JClO.— 
II.  Band:  Graphische  SUtik.     [In  Vorbereitung.] 

ni.  Band:  Festigkeitslehre.  M. 70 Fig.  L  Text.  [XYin u. 51S  S.]  2. Aufl.  1900.  n.JKl2.— 
lY.  Band:  Dynamik.    Mit  69  Figuren  im  Text.    [XTV  u.  45€  S.]     1899.    n.  JC  12.— 

Frioke^  Dr.  Robert ,  Prof.  a.  d.  techn.  Hochschule  zu  Braunschweig, 
kurzgefafste  Vorlesungen  über  verschiedene  Gebiete 
der  Höheren  Mathematik  mit  Berücksichtigung  der 
Anwendungen.  Analytisch -Functionentheoretischer  Teil.  Mit 
102    in    den    Text   gedruckten    Figuren.     [IX   u.    620    S.]     gr.   8. 

1900.  In  Leinwand  geb.  n.  JC  14. — 

Ghenooohiy  Angelo,  Differentialrechnung  und  Grundzüge 
der  Integralrechnung,  herausgegeben  yon  Giuseppb  Peano. 
Autorisierte  deutsche  Uebersetzung  yon  G.  Boulmamn  und  A.  Scubpp. 
Mit  einem  Vorwort  yon  A.  Mateb.  [VHI  u.  899  S.]  gr.  8.  1899. 
In  Leinw.  geb.  n.  JC  12. — 

Hubert, D.,  Grundlagen  derGeometrie,  s.: Festschrift Gauss-Weber. 

Holder y  Otto,  o.  Prof.  d.  Mathematik  in  Leipzig,  Anschauung  und 
Denken  in  der  Geometrie.  Akademische  Antrittsvorlesung,  ge- 
halten am  22.  Juli  1899.  Mit  Zusätzen,  Anmerkungen  und  einem 
Kegister.    [75  S.]    1900.    gr.8.    geh.  n.  UK  2.40. 
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Kronecker* 5i,  Leopold,  W<.-rki'.  IL.Tauj-'^'eireben  auf  Veraulassung  der 
K'ii.ijrli«  II  I'n;U3>isch'!n  Aka<l«;mi»i  der  Wissenschafren  von  K.  Henskl. 
In  4  Bänden.;    Drirt-r  Ban.l.    I.  Halbband.    [VIU  u.  474  S.]    gr.  4.  i 

l'^'J'J.      g*:h.  n.   .tf    3ti.    -       [Der  zweite  Halbb&nd  befindet  lieh  v.  d.  Prl 

Muth,  Dr.P.,  «.»Kili'jfeu,  Theorie  und  Anwendung  der  Elementar- 
tL-il.T.      [XVI  u.  236  S.]      crr.  ».      1899.    gtrh.  n.  .«  8.— 

Netto,  Dr.  Eugen,  Professor  der  Math».niaiik  an  der  Universität  zu  Giefseu. 
Vorlesungen  über  Algebra.  In  2  Bänden.   IL  Band.   2.  Schluf«- 
Lieferung.    '[XI  u.  S.  193-327.]    gr.  H.    19(M).    geh.  u.  .<K  10.—.  j 

Neumann,  Dr.   C,   Professor   d»:r  Mathematik  an   der  Universität  zu  I 

L'.-ipzig.  die  el«*ktrischen  Kräfte.    Darlegung  und  g«^nauere  Be-  ' 

trachtnni:  der  \on  hervorragenden  Physikern  entwickelten  mathe-  I 

itiatifchen    Theorieen.     Zweiter    Theil:    Uebi*r    die    von    Her-  j 

mann    von    Hülmholtz   in    seinen    älteren    und   in    seineu  > 

neueren  .\rbeiten  angestellten  Untersuchungen.  [XXXVHI 
u    4«2  S.]     gr.  S.     l^f^'Jh.     j?oh.  n.  .K,  14.— 

Pascal,  Ernst,  o.  Prof.  a.  d.   Univ.  zu  Pavia,  die  Variationsrech- 
nung    Autorisierte  deutsche  Ausgabe  von  Adolf  jfciiEPP.  Ingenieur  j 
und  Oberleutnant  a.  D.  zu  Wiesbaden.  [VI  u.  146  S.]  gr.  8.    1899.  \ 
In  Leinwand  geb.  n.  JC  3.00.                                                                             • 

Riemann,  B.,  elliptische  Funktionen  Vorlesungen  herausg.  von 
Prof.  Dr.  H.  Stahl,  Tübingen.  Mit  Figuren  im  Text.  [VIII  u. 
144  S.^     gr.  8.     1899.     geh.  n.  JC  5.60. 

Salmon,  G(eorge,  analytische  Geometrie  des  Raumes.  Deutsch 
liearMi/;it»;t  von  Dr.  Wilrklm  Fiedleb,  Profe-ssor  am  Eidgenössischen 
Polytechnikum  zu  Zürich.  Zwei  Teile.  I.  Teil:  Die  Elemente 
und  die  Theorie  der  Flächen  zweiten  Grades.  Vierte  ver- 
bes.>.erte  Auflage.  [XXIV  u.  448  S.]  gr.  S.  isy8.  geh.  n.  .«  8.— 
•  Scheibner,  W.,  zur  Theorie  de-s  Legendre-Jacobi^schen  Sym- 

!  bols  (**y    [11  u.  44  S.]     Lex.-8.     1900.     geh.  n.  JC  1.80. 

I  Serret,  J.-A.,  f  Membre  de  Ulnstitut  et  du  Bureau  des  Longitudes:  ä 

I  PariH,    Lehrbuch    der  Differential-    u.  Integral-Rechnung. 

Mit  G».'nehmif,'ung  des  Verfasser:!  deutsch  bearbeitet  von  Axel 
Harnack      2..    d'irchges.    Auflage   mit   Unterstützung   der    Herren  j 

H.  LiKiiMANN  u.  E.  Zkkuklü  licrausgegebeu   von  G.  Boulmanx.     lu  j 

3  Bänden,    gr.  8.    geh. 

I.:  Differentiftlrechuunt«.      Mit  S.'i   Fijr.     pC   u    ,'.70  S.l     ISOT.    n.  Jt  l'K  — 
IL:  Intf-gralrechnun«.     Mit  55  FiR.     r^U  u.  42S  .S.)     1SI«9.     n.  .«l  s.— 
III.:  lUfferontialgloichnngen    u.  VftriationBrechnuu  g.    [In  Votbereitung ] 

StolK,  Dr.  Otto,  ord.  Professor  an  der  Universität  zu  Iniusbruck,  Grund- 
zi'ige  der  Differential-  und  Integralrechnung.  In  3  Teilen. 
Iir.  TmiI:  Die  Lehre  v<.'n  den  Doppelintegralen.  Eine  Er- 
gänzung zum  I.  Teile  des  Werkes.  Mit  41  Figuren  im  Text.  [VfU 
u.  296  S.]     gr.  H.     1S99.     geh.  n.  „Äi  8.— 

Sturm,  Dr.  Rud.,  Prof  a.  d.  Universität  zu  Breslau,  Elemente  der 
darst«.' 11  enden  Geometrie.  2.,  umgearb.  u.  erweit.  Aufl. 
Mit  61  Fig.  im  Text  u.  7  lith.  Tafeln.  [V  u.  157  S]  gr.  8.  1900. 
In  Lrinwiiud  gel»,  n.    if.  5.60. 

Volkmann,  Dr.  P,,  o.  i».  Professor  der  theoretischen  Physik  an  der  Uni- 
versität Königsberg  i.  Pr.,  Einführung  in  das  Studium  der 
theoretischen  Physik,  insbesondere  in  das  der  analyti- 
|.  .sehen    M«'thanik.      Mit    einer    Einleitung    in    die    Theori«*    der 

physikalischen  Erkenntnis.  Vorlesungen.  fXVl  u.  370  S.J  gr.  8. 
1900.     geh.  n.  .r^  14.— 

Wassiljef^  A.,  u.  N.  Delaunay,  P.  L.  Tscbebyschef  und  seine  wissen- 
schaitlichen  Leistungen.  —  Die  T.schebyschefschen  Arbeiten  in  der 
'J'li«v)rie  der  Geleukniechanismen.  Mit  Porträt  Tscbeliyschefs. 
flV  n.  70  S.]     1900.     gr.  8.     geh.  n.  .«:  4.  -- 

von  Weber,  Dr.  E.,  Privatdor-ent  an  der  Universität  München,  Vor- 
lesungen über  das  Pfaff'sche  Problem  und  die  Theorie 
der  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung. 
rXlu.  C22S.]  gr.  8.  1900.  In  Lein wd.  geb.  n.  .^24.—  A.  u.  d.  T.': 
Teubner's  Sammlung  von  Lehrbüchern  auf  dem  Gebiete 
der  Mathematischen  Wissenschaften.     Band  U. 

Wieohert,  E..  Grundlagen  der  Elektrodynamik,  siehe:  Fest- 
schrift 6aus8  -Weber. 
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LEIPZIG, 
DRUCK  UXD  VERLAG  VON  B.  G.  TEÜBNER. 

1901. 

Bisher  erschien:  Band  I,  Heft  1—6;  Band  II i,  Heft  1—4. 

Unter  der  Presse  befinden  sieh:   Band  I,  Heft  7  (Schlufs);    Band  II i,  Heft  5 
nnd  Us,  Heft  1;  Band  IVi,  Heft  1  nnd  IVs,  Hefl  1. 

BV*  Einhanddeeken  in  Halbfrau  werden  anf  Bestellnng  mit  dem  Sehlnfohefte 
cinei  Jeden  Bandes  zn  wohlfeilen  Preisen  von  der  VerlagsbuchhandUuL^  ^^VSkI^iN.« 
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I  D  2.       AuBgleichungsrechnung  (Methode  der  kleinsten  Quadrate.     Fehlertheorie). 

Von  Julias  Bansehinger  in  Berlin 768 

I  D  3.      Interpolation.    Von  Jnlins  Baasehinger  in  Berlin 799 

I  D  4  a.    Anwendungen  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  auf  Statistik.  Von  Ladislans 

von  Bortkiewicz  in  Berlin 821 

I  D  4b.    Lebensversicherungs-Mathematik.    Von  0.  Bohlmann  in  Göttingen.     (Mit  2 

Figuren  im  Text) 862 

I  £.  Differenzenrechnung.    Von  Demetrins  Seliwanoff  in  St.  Petersburg  ....     918 
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Inbalt  des  nächsten  (Sclilnrs-)  Heftes. 

I  F.        Numerisches  Bechnen.    Von  R.  Mehmke  in  Stuttgart.     (Fortsetzung  und  Schluls.) 

Ergänzrmgen  zum  I.  Bande: 
I  G  1.    Anwendungen  der  Mathematik  auf  Nationalökonomie.    Von  V.  Pareto  in  Lausanne. 
I  G  2.    Mathematische  Spiele.    Von  W.  Ahrens  in  Magdeburg. 
Vorwort  und  Register  zu  Band  I.    Von  W.  Franz  Meyer  in  Königsberg. 
Einleitung:   Historischer  Bericht   über   das   Unternehmen   der  Encyklopädie    der   Mathe- 
matischen Wissenschaften.    Von  W.  T.  Dyck  in  München. 


Berichtigung   zu   I  G  2,   a  12) 

p.  587,  Zeile  3  von  unten.    Tschebyscheff  hat  nicht,  wie  Hermite  [Fufen.  8]  angicbt,  bewiesen, 
dafs  für  unendlich  viele  ganze  Zahlen  .r,  y: 

sondern  nur,  dafs: 

gemacht  werden  kann*).     Hermite  zeigt  1.  c. ,  dafs  auch  die  bessere  Annäherung: 

i'-«-'--^:<Vlrii|- 

unendlich  oft  erreicht  werden  kann.  Als  einzige  einschränkende  Voraussetzung 
ist  hinzuzufügen,  dafs  h  nicht  ganzzahlig  sein  darf,  da  sonst  nur  die  geringere 
Annäherung : 

unendlich  oft  erreichbar  ist  {Hundts,  Fufsn.  7). 


♦)  r.  Tschebyicfi^'ft  Beilage  zu  den  Ptterab.  Dcckscbr.  10*  (1866)  =  Oeurrea  1,  p.  637, 
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Neuester  Verlag  Ton  B.  6,  Tenbner  in  Leipzig. 


Ahrens^  W,,  mathematische  Unterhaltungen  und  Spiele.  [X 
u.  428  S.]  gr.  8.  1901.  In  Original-Leinwandband  mit  Zeichnung  von 
P.  BüRCK  in  Darmstadt,    n.  JC  10.—   (Auch  in  2  Hälften  broschiert.) 

Brdokner^  Max^  Vielecke  und  Vielflache.  Theorie  und  Geschichte. 
Mit  7  lithographierten  und  5  Lichtdruck-Doppeltafeln ,  sowie  vielen 
Figuren  im  Text.    [Vm  u.  227  S.]    gr.  4.    1900.    geh.  n.  JK  16.— 

Ces&ro,  EmestOy  Vorlesungen  über  natürliche  Geometrie. 
Autorisierte  aeutsche  Ausgabe  von  Dr.  Gerhabd  Eowalewski. 
Mit  24  in  den  Text  gedruckten  Figuren,  gr.  8.  geh.  (Erscheint 
im  Mai  1901.) 

Frioke,  Robert^  kurzgefafste  Vorlesungen  über  verschiedene 
Gebiete  der  höheren  Mathematik  mit  Berücksichtigung 
derAnwendungen.  Analy  tisch-functionentheoretischer  Teil.  Mit 
102  in  den  Text  gedruckten  Figuren.  [IX  u.  620  S.]  gr.  8. 
1900.    In  Leinwand  geb.  n.  JC  14. — 

Fricke^  Kobert  und  Felix  iEQein^  Vorlesungen  über  die  Theorie 
der  automorphen  Funktionen.  In  2  Bänden.  ü.  Band. 
1.  Hälfte.  Mit  34  in  den  Text  gedruckten  Figuren,  gr.  8.  geh. 
(Erscheint  im  Mai  1901.) 

GbmIbj  Caxl  Friediiohy  Werke,  herausg.  v.  d.  Egl.  Gesellschaft  d. 
Wissenschaften  in  Göttingen.  10  Bände.  VIII.  Band.  [468  S]  4. 
1900.    kart.  n.  ^1C  24.—     (Band  VII  unter  der  Presse.) 

Heim,  Karl,  die  kinetischen  Probleme  der  wissenschaft- 
lichen Technik.  Mit  16  Figuren  im  Text.  A.  u.  d.  T.:  Jahres- 
bericht der  Deutschen  Mathematiker- Vereinigung.  IX.  Bd.  2.  Heft. 
[IV  u.  123  S.]     gr.  8.     1900.    geh.  n.  ^  4.— 

Klein.  F.,  und  E.  Biecke.  über  angewandte  Mathematik  und 
Physik  in  ihrer  Bedeutung  für  den  Unterricht  an  höheren  Schulen. 
Vorträge,  gehalten  in  Göttingen,  Ostern  1890,  bei  Gelegenheit  des 
Ferienkurses.  Mit  einem  Wiederabdruck  verschiedener  einschlägiger 
Aufsätze  von  F.  Klein.  [VI  u.  262  S.]  Mit  84  Textfiguren,  gr.  8. 
1900.    geb.  n.  .Hiß.— 

Koenigsberger^  Leo,  die  Principien  der  Mechanik.  Math.  Unter- 
suchungen.   [Xn  u.  228  S.]    gr.  8.    1901.    In  Leinw.  geb.  JC  9. — 

Kronecker^  L.,  Vorlesungen  über  Zahlentheorie.  I.  Band.  Heraus- 
gegeben von  KüBT  Hensel.  [XVI  u.  509  S.]  gr.  8.  1901.  geh.  n.  .K.  16.— 

Lüroth^  J.y  Vorlesungen  über  numerisches  Bechnen.  Mit 
18  Figuren  im  Text.    gr.  8.     1900.    geh.  n.  JC  S.— 

Müller,   Felix,    mathematisches   Vokabularium,   französisch- 
deutsch   und    deutsch-französisch,    enthaltend    die   Eunst- 
ausdrücke  aus  der  reinen  und  angewandten  Mathematik.     Erste 
i  Hälfte:   Französisch-deutsch.     [IV  u.  132  S.l    Lex.-8.     1900. 

i  geh.  n.  JC  9.—     (Die  IT.  Hälfte  erscheint  im  Mai  1901.) 


Il 
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Netto,  E.,  Vorlesungen  über  Algebra.  2  Bde.  II.  Bd.  2.  (SchlufB-) 
Lieferung.     [XI  u.  S.  193  —  827.]     gr.  8.     1900.     geh.  n.  .«10.— 

Pascal,  Ernst,  Repertorium  der  höheren  Mathematik  (Defini- 
tionen, Formen,  Theoreme,  Litteratur).  Autorisierte  deutsche 
Ausgabe  nach  einer  neuen  Bearbeitung  des  Originals  von  A.  Scbepp, 
Oberleutnant  a.  D.  zu  Wiesbaden.  In  2  Teilen:  Analysis  und 
Geometrie.  I.  Teil:  Die  Analysis.  [XII  u.  638  S.]  gr.  8.  1900. 
In  Leinwand  geb.  n.  UK  10.—    (ü:  Geometrie  unter  der  Presse.) 

die  Determinanten.    Eine  Darstellung  ihrer  Theorie  und 


Anwendungen  mit  Rücksicht  auf  die  neueren  Forschungen.  Deutsch 
von  H.  Lbitzmakn.   [XVI  u.  266  S.]    gr.  8.    1900.    geb.  n.  JL  10.— 

Schilling,  Fr.,  über  die  Nomographie  Ton  M.  d'Ocagne.  Eine 
Einführung  in  dieses  Gebiet.  Mit  28  Abbildungen.  [47  S.]  gr.  8. 
1900.    geh.    n.  «Ä  2.— 

Sohoenflies,  A..  die  Entwickelung  der  Lehre  von  den  Punkt- 
mannigfaltigkeiten. A.  u.  d.  T.:  Jahresbericht  der  Deut- 
schen Mathematiker -Vereinigung.  VIIL  Band.  2.  Heft.  Mit  8  Figuren 
im  Text.    [VI  u.  251  S.]    gr.  8.    1900.    geh.  n.  JK  8.— 

Simon,  Max,  Euclid  nnd  die  sechs  planimetrischen  Bücher. 
A.  u.  d.  T.:  Abhandlungen  zur  Geschichte  der  mathematischen 
Wissenschaften  mit  Einscmurs  ihrer  Anwendungen.  Begründet  von 
Moritz  Caotok.  XI.  Heft.  Mit  192  Figuren  im  Text.  [VlI  n.  141  S.] 
gr.  8.    1901.    geh.  n.  .iL  6.— 

Stolz,  O.  und  J.  A.  Gmeiner,  theoretische  Arithmetik.  In  2  Ab- 
teilungen: I.  Abteilung.  Zweite  umgearbeitete  Auflage  der 
Abschnitte  I— IV  des  I.  Teiles  der  Vorlesungen  über  allgemeine 
Arithmetik  von  0.  Stolz.  A.  u  d.  T.:  B.  G.  Teubner's  Sammlung 
von  Lehrbüchern  auf  dem  Gebiete  der  Mathematischen 
Wissenschaften  mit  Einschluüs  ihrer  Anwendungen.  Band  IV,  1. 
[IV u.  98  S.]  gr.  8.  1901.  geh.  n.  „Äi  2 . 40;  in  Leinwand  geb.  n.  .H.Z.— 

Study.  E.,   Geometrie  der  Dynamen.     Die  Zusammensetzung  von 
Kräften  und  verwandte  Gegenstände  der  Geometrie.  2  Lieferungen. 
I.  Lieferung.     Mit    in    den    Text    gedruckten   Figuren.     [240    S.] 
'  gr.  8.     1901.     geh.  n.  JL  7.60. 

!i 

Suter,  H.,  die  Mathematiker  und  Astronomen  der  Araber  und 
ihre  Werke.  A.  u.  d.  T.:  Abhandlungen  zur  Geschieht«  der 
mathematischen  Wissenschaften.  10.  Heft.  [IX  u.  278  S.]  gpr.  8. 
1900.     geh.  n.  JC  14.— 

Volkmann,  P.^  Einführung  in  das  Studium  der  theoretischen 
Physik,  insbesondere  in  das  der  analytischen  Mechanik. 
Mit  einer  Einleitung  in  die  Theorie  der  physikalischen  Erkenntnis. 
Vorlesungen.     [XVI  u.  370  S.]    gr.  8.     1900.    geh.  n.  .,*;  14.— 

von  Weber^  E.,  Vorlesungen  über  das  PfafPsche  Problem 
und  die  Theorie  der  partiellen  Differentialgleichungen 
erster  Ordnung.  A.  u.  d.  T.:  Teubner*s  Sammlung  von 
Lehrbüchern  auf  dem  Gebiete  der  Mathematischen 
Wissenschaften.  Band  IL  [XI  u.  622  8.]  gr.  8.  1900.  In 
Leinwd.  geb.  n.  ..^24. — 
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LEIPZIG, 
DRUCK  UND  VERLAG  VON  B.G.TEUBNER. 

1902. 

SV"  Bisher  erschien:  Band  I,  Heft  1—7;  Band  lli,  Heft  1—4;  Band  IIa,  Heft  1; 
Band  IVi;  Heft  1-2  nnd  IV  s,  Heft  L 

aV^  Unter  der  Presse  belinden  sich:  Band  I,  Heft  8  (Schlnfs);  Band  11 1,  Heft  5  (Schlnfs); 
Band  llTxTHeft  1;  Band  lUs,  Heft  1;  Band  IV i,  Heft  3;  Band  IV s,  Heft  2;  Band  Vi,  Heft  1. 

flf^  Einbanddecken  in  Halbf^ani  werden  auf  Bestellung  nit  dftm.  ^^^&»Sai«^N^ 
eines  Jeden  Bandes  zn  wohlfeilen  Preisen  you  to  NtT\^|gAii%!t^EdBAnS\^KA.^  ^gjfi^^^siX. 


Sprechsaal  für  die  Encyklopädie  der  Mathematisclieii  Wissenseliafteii. 

Eine  neue  Abteilung  ist  in  dem  Archiv  der  Mathematik  und  Physik 
von  den  Herren  E.  Lampe,  W.  Franz  Meyer  und  E.  Jahnke  eingerichtet  worden, 
nändich  ein  Sprechsaal  für  die  Encyklopädie  der  Mathematischen  Wissen- 
schaften. Unter  dieser  Abteilung  nimmt  die  Redaktion  des  Archivs  ihr  aus  dem 
Leserkreise  zugehende  Verbesserungsvorschläge  und  Ergänzungen  (auch  in  litterarischer 
EEinsicht)  zu  den  erschienenen  Heften  der  Encyklopädie  auf.  Diesbezügliche  Ein- 
sendungen sind  an  den  Unterzeichneten  zu  richten.  Beiträge  für  den  Sprechsaal 
haben  bisher  beigesteuert  die  Herren  W.  Ähren s,  A.  v.  Braun mühl,  T.  J.  FA. 
Bromwich,  H.  Burkhardt,  G.  Eneström,  H.  Fehr,  M.  Krause,  A.  Loewy, 
J.  Lüroth,  W.  Fr.  Meyer,  E.  Müller,  E.  Netto,  M.  Noether,  W.  Osgood, 
L.  Saalschütz,  Carl  Schmidt,  A.  Schoenflies,  W.  Wirtinger. 

W.  Fr.  Meyer, 

Königsberg  i.  Pr ,  Mitteltragheim  51. 
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AhrenSy  Dr.  W.,  Magdeburg,   mathematische  Unterhaltungen  und  Spiele. 

tX  u.  428  S.J     gr.  8.     1901.     In  Original -Leinwandband    mit  Zeichnung  von 
*.  BüKCK   in  Darmstadt,     n.   ^H.   10.—.     (Auch   in  2  Hälften  broschiert,  jede 
n.  JC  ö. — ). 

Bachmann,  Professor  Dr.  Paul,  niedere  Zahlentheorie.  I.  Teil.  (B.  Cr.  Teubners 
Sammlung  von  Lehrbüchern  auf  dem  Gebiete  der  mathematischen  Wissenschaften. 
Mit  Einschlufs  ihrer  Anwendungen.  Band  X,  1.)  [Xu.  402  S.]  gr.  y.  1902. 
geb.  n.  ^fC  14. — 

Bardey,  Dr.  Ernst,  algebraische  Gleichungen  nebst  den  Resultaten  und 
den  Methoden  zu  ihrer  Auflösung.  Fünfte  Auflage,  bearbeitet  von 
FttiKDRicii  TiKTZKER.     [XIII  u.  420  S.J     gr.  8.     1902.     geb.  n.  .f(.  8.— 

Beriohte,  MathematiBche  und  Naturwissenschaftliche  aus  Ungarn.  Mit  Unter- 
stützung der  Ungarischen  Akademie  der  Wissenschaften  und  der  Kgl.  Ungar, 
naturwissenschaftlichen  Gesellschaft  herausgegeben  von  Roland  Badon  Eötvö», 
JuLiL»  König,  Karl  von  Than.  Redigiert  von  August  Hkllkr.  17.  Band.  {YU 
u.  364  S.]     gr.  8.     geh.  c^  8.— 

Beyel,  Dr.  Chr.,  Dozent  am  Polytechnikum  in  Zürich,  darstellende  Geometrie. 
Mit  einer  Sammlung  von  1800  Dispositionen  zu  Aufgaben  aus  der  darstellenden 
Geometrie.   Mit  1  Tafel.    [XII  u.  190 S.]  gr.8.  1901.  In  Leinwand  geb.  n.  .AI  3. GO. 

[Fortsetsong  aaf  Seite  3  de«  rnflclilags.] 


BrüBch,  Dr.  phil.  Wilhelm,  Oberlehrer,  Gruiidrifs  der  Elektrotechnik  für 
technische  Lehranstalten.  Mit  248  Abbildungen  im  Text.  [XI  ii.  108  S.J 
gr.  8.     11»02.     geb.  n.  .K  3.— 

Burkhardt,  H.,  Entwicklungen  nach  oscillierenden  Functionen.  A.  n.  d.  T.: 
Jahresbericht  der  Deutschen  Mathematiker -Yereinigung.  X.  Band.  1.  Hälfte. 
[176  S.]     gr.  8.     lyOl.     geh.  n.  .k.  6.60. 

Canton  Moritz,  Vorlesungen  über  Geschichte  der  Mathematik.  In  3  Bänden. 
III.  Band.  Von  1008—1758.  2.  Aufl.  Mit  147  in  den  Text  gedruckten  Figuren. 
[X  u.  923  S.J     gr.  8.     lüOl.     geh.  n.  JC  25.60. 

Cesäro,  EmestOy  Vorlesungen  über  natürliche  Geometrie.  Autorisierte 
deutsche  Ausgabe  von  Dr.  Gehuakd  Kowalewski.  Mit  24  in  den  Text  gedruckten 
Figuren.     [VIEL  u.  341  S.]     gr.  8.     11)01.    In  Leinwand  geb.  n.  uiC  12.— 

Curtze,  Maximilian,  Urkunden  zur  Geschichte  der  Mathematik  im  Mittel- 
alter und  der  Renaissance.  In  zwei  Teilen.  Erster  Teil.  Mit  127  Figuren 
im  Text.  (Heft  XII  der  .^Abhandlungen  zur  Geschichte  der  mathemat.  Wissen- 
schaften mit  Einschlufs  ihrer  Anwendungen",  begründet  von  Moritz  Cantor.) 
[X  u.  336  S.]     gr.  8.     1902.     geh.  n.  ^fC  16.— 

Zweiter   Teil.     Mit  117  Figuren  im  Text.     (Heft  XIH  der 

,, Abhandlungen  zur  Geschichte  der  mathematischen  Wissenschaften  mit  Ein- 
schlufs ihrer  Anwendungen'',  begründet  von  Moritz  Caxtor.  [IV  u.  291  S.] 
gr.  8.     1902.     geh.  n.  J{.  14.— 

Darwin^  Q.  H.,  Professor  an  der  Universität  Cambridge,  Ebbe  und  Flut,  sowie 
verwandte  Erscheinungen  im  Sonnensystem.  Autorisierte  deutsche  Aus- 
gabe nach  der  zweiten  englischen  Auflage  von  A.  Pockkls.  Mit  43  Illustrationen 
im  Text.     [XXH  u.  344  S]     8.     1902.     Eleg.  geb.  JC  6.80. 

Biokson,  K  S.,  Ph.  D.,  Assistant  Professor  of  Mathematies  in  the  University  of 
Chicago,  linear  Groups  with  an  exposition  of  the  Galois  Field  theory. 
[X  u.  312  S.]    gr.  8.    1901.    [In  englischer  Sprache.]    In  Leinw.  geb.  n.  JC  12. — 

S*erraris.  Galileo,  wissenschaftliche  Grundlagen  der  Elektrotechnik. 
Nacii  den  Vorlesungen  über  Elektrotechnik  gehalten  in  dem  R.  Museo  Industriale 
in  IHirin.  Deutsch  herausgegeben  von  Dr.  Leo  Finzi.  Mit  161  Figuren  im 
Text.     [XII  u.  358  S.]    gr.  8.     1901.    geb.  n.  .«;  12.— 

Fisoher.  Dr.  Karl  T.,  der  naturwissenschaftliche  Unterricht  in  England, 
insDcsondcre  in  Physik  und  Chemie.  Mit  einer  Obersicht  der  englischen 
Unterrichtslitteratur  zur  Physik  und  Chemie  und  18  Abbildungen  im  Text  und 
auf  3  Tafeln.    [VIII  u.  94  S.]   gr.  8.   1902.     In  Leinw.  geb.  n.  .4C  3.60. 

neuere  Versuche  zur  Mechanik  der  festen  und  flüssigen  Körper. 

Mit  einem  Anhange  über  das  absolute  Mafssystem.  Ein  Beitrag  zur  Methodik 
des  physikalischen  Unterrichts.  Mit  55  Figuren  im  Text.  [VI  u.  68  S.]  gr.  8. 
1902.     geb.  .ä:  2.— 

Gleichen,  Dr.  A.,  Oberlehrer  am  Königl.  Kaiser  Wilhelms-Keal^mnasium  zu  Berlin, 
Lehrbuch  der  geometrischen  Optik.  Aus  Teubners  Sammlung  von  Lehr- 
büchern auf  dem  Ge})iete  der  mathematischen  Wissenscliaften  mit  Einschlufs 
ihrer  Anwendungen).  Band  VUI,  Mit  251  Figuren  im  Text.  [XIV  u.  511  S.] 
gr.  8.     1902.     geb.  n.  JC  20.— 

Hammer,  Dr.  E«,   sechsstellige  Tafel  der  Werte  log  •    Für  jeden  Wert  des 

Arguments  loga;  von  3.0  —  10  bis  9.99000  —  10.    (Vom  Argument  9.99000  —  10  an 

bis  9.999  700  — 10  sind  die  log         '    nur  noch  fünfstellig  angegeben ,  von  dort 

an' vierstellig).     [IV  u.  73  S.]    gr.  8.     1902.     geb.  n.  ^Ä  3.60. 

Hensel,  K.,  und  G.  Landsberg,  Theorie  der  algebraischen  Funktionen 
einer  Variabcln  und  ihre  Anwendung  auf  algebraische  Kurven  und  Abelsche 
Integrale.  Mit  zahlreichen  Textfiguren.  [XVI  u.  708  S.]  gr.  8,  1902.  In 
Leinwand  geb.  n.  ^fC  28. — 

Klein,  F.,  Anwendung  der  Differential-  und  Integralrechnung  auf  Geo- 
metrie, eine  Revision  der  Principien.  Vorlesung,  gehalten  während  des  Sommer- 
Semesters  1901.  Ausgearbeitet  von  Conrad  Mcllkb.  [VIII  u.  468  S.]  gr.  8. 
1902.    geh.  n.  .ä:  10.— 


Eoenigsberger,  Leo,  die  Principien  der  Mechanik.     Math.  rntersiicLungen. 
[XII  u.  22>S  S.]    p*.  8.     1901.    In  Leimv.  jjreb.  JL  ii.— 

Kronecker,  L.,   Vorlesungen  über  Zahlentheoric.   I.Band.  lIerauj»gcgebon  von 
Kl  KT  Hknsel.  [XVI  u.  f)Oy  S.J    gr.  8.    1901.    geh.  n.  c^iT.  18.— 


Loria 


ia,  Dr.  Gino,  ord.  Protessor  der  (ieometric  an  der  üniverHitüt  Genua,  spezielle 
iilgebraische  un<l  transscendontc  ebene  Kurven.  Theorie  und  (Teschichte. 
Autorisierte,  na<h  dem  italienischen  Manuskript  bearbeitete».  df»uti»ehe  Ausgabe 
von  FitiTz  ScHÜTTK,  Oberlehrer  am  Kgl.  Gymnasium  zu  Neuwie«!.    Krate  Hiilite. 


gl*,  s.     190-2.     geh.  n.  JL  16.— 


Musil,  A.,  0.  ö.  Professor  an  der  k.  k.  deutschen  technischen  Hochule  in  Hrünn, 
Grundlagen  der  Theorie  und  des  Haue.s  der  Wärmekraftmaschinen. 
Zugleich  autorisierte,  erweiterte  deut.«clie  Auggabe  des  Werkes  The  steam-engine 
and  other  heat-engines  von  J.  A.  Kwin«,  Prof.  an  der  Universität  in  Cambridge. 
Mit  302  Abbildungen  im  Text.   [X  u.  794  S.J  gr.  8.  1902.   In  Leinw.  geb.  n.  .iL  20.  -  - 

Netto,  B.,  Vorlesungen  über  Algebra.  2  Bde.  IL  Bd.  2.  (Schlufs-) Lieferung. 
[XI  u.  S.  193—327.]    gr.  8.     1900.     geh.  n.  Jd  10.— 

..  —  ...  Lehrbuch  der  Kombinatorik.  A.  u.  d.  T.:  B.  G.  Teubners  Samm- 
lung von  Lehrbüchern  auf  dem  Gebiete  der  Mathematischen  Wissen- 
schaften mit  Einschlufs  ihrer  Anwendungen.  VII.  Band.  [VIII  u.  260  S.]  gr.  8. 
1902.    In  Leinw.  geb.  n.  JL  9. — 

Pascal,  Ernst,  o.  Professor  an  der  Universität  zu  Pavia,  II epertorium  der  höheren 
Mathematik  (Detinitiunen ,  Formeln,  Theoreme,  Litteratur.i.  Autorisierte 
deutsche  Ausgabe  nach  einer  neuen  Bearbeitung  des  Originals  von  A.  Sc.ukpp, 
Oberlieut^nant  a.  IJ.  zu  Wiesbaden.  In  2  Teilen.  Analvsis  und  Geometrie. 
L  Teil;  Die  Analysis.    [XII  u.  63S  S.]    H.     1900.     geb.  n.  M.  10.— 

IL  Teil:  Die  Geometrie.     |X  u.  712  S.]     8.     1902.    geb.  n.  Jt  12.— 

Perry,  Dr.  John,  V.  K.  S.,  Professor  der  Mechanik  uml  Mathematik  am  Iioyal 
College  of  Science  zuLondtm.  höhere  Analvsis  für  Ingenii'ure.  Auiori.sierl« 
deutsche  Bearbeitung  von  Dr.  Üihjert  Fuickk,  o.  Profe>sor  an  der  technischen 
Hochschule  zu  Braunschweig,  imd  Fhitz  Sücutixg,  Oberiugenieur  am  städti^^chen 
I^lektrizitUtswcrkc  zu  Mintlen  i.  W.  Mit  106  in  den  Text  gedruckten  riirureu. 
[X  u.  423  S.|     gr.  8.     1902.     geb.  n.  Ji  12.— 

Stolz,  O.  und  J.  A.  Gmelner,  theoretische  Arithmetik.  Zweite  umge- 
arl)eitete  Auflage  ausgewählter  Abschnitte  der  Vorlesungen  über  allgemeine 
Arithmetik  von  ().  Sroi.z.  A.  u.  d.  T.:  B.  (?.  Teubners  Sammlung  von 
Lehrbüchern  auf  dem  Gebiete  der  Matlit>niatischcn  Wissenschaften 
mit  Einschlufs  ihrer  Anwendungen.  Band  IV.  |X1  u.  402  S.]  gr.  8.  1902.  In 
Leinwand  geb.  n.  JC  10. Co. 

-  —       -         -  II.  Abteilung.      Zweite,  umgearbeitete  Auflage    der   Ab- 

schnitte V-  VIII,  X,  XI  des  I.  und  I,  LI,  V  de.s  IL  Teiles  der  Vorlesungen  über 
allgemeine  Arithmetik  von  O.  Stolz.  Mit  19  Figuren  im  Text.  [XI  u.  304  S.J 
gr.  8.     1902.     geh.  n.  JL  7.20,  in  Leinwand  geb.  n.  ,H.  8.    - 

—      dasselbe,  Abteilung  I  und  II  in  1  Band  geb.  n.  *Ä1  10. 6o. 

Thaer,  Prof  Dr.  A.,  Bestimmung  von  Gestalt  und  Lage  eine.-i  Kegelschnitts 
aus  einer  Gleichung  zweiter  Ordnung  oline  Koordinaten -Trans- 
formation.    Mit  einer  TatVl.     [40  S.|     gr.  8^     1902.     geh.  n.  J(.  1   4n. 

von  Weber,  Dr.  E.,  Privatdocent  an  der  Universität  München,  Vorlesungen  über 
das  Pfaffsche  l^roblem  und  die  Theorie  der  partiellen  Differential- 
gleichungen erster  Ordnung.  A.n. d.  T.:  B.(.i.  Teubners  Sammlung  von 
Lehrbüchern  auf  dem  Gebiete  der  Mathematischen  Wissenschaften. 
Band  IL     [XI  ii.  622  S.]     gr.  8.     19oo.     In  Leinwd.  geb.  n.  ./^.  24.— 
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ZU  GÖTTINGEN,  LEIPZIG,  MÖNCHEN  UND  WIEN 
SOWIE  UNTER  HITWIRKUNG  ZAHLREICHER  FACHGENOSSEN. 

IN  SIEBEN  BÄNDEN. 

BAND   I:  ARITHMETIK  U.  ALGEBRA,  RED.  VON  W.  FR.  MEYER  IN  KÖNIGSBERG. 

-  H:  AXALTSIS,  IN  2  TEILEN H.  BURKHARDT  IN  ZÜRICH. 

-  ni:  GEOMETRIE,  IN  3  TEILEN W.  FR.  METER  IN  KÖNIGSBERG. 

-  IV:  MECHANIK,  IN  2  TEILEN {c'h.  MÜLLER  IN  QÖTTINGEN. 

-  V:  PHTSIK,  IN  2  TEILEN A.  SOMMERFELD  IN  AACHEN. 

VI    1 .  flROnXqilC  UND  flMPHYSlK  /  ^"-  PÜRTWÄNÖLER  IN  POTSDAM  UND 

-  VI,  1:  GEODÄSIE  UND  GEOPHYSIK     .  .    |  j,  w,bcue,jt  IN  GÖTTINGEN. 

-  VI,  2:  ASTRONOMIE K.  SGHWARZSCHHiD  IN  GÖTTINGEN. 

-  VE:  HISTORISCHE,   PHILOSOPHISCHE  UND 

DIDAKTISCHE  FRAGEN  BEHANDELND.  REDAKTION  NOCH  NICHT  BESTIMMT. 

BAND  I    HEFT  8. 

W.  T.  DTGK  IN  MÖNCHEN:  EINLEITENDBB  BBBICHT  ÜBER  DAS  UNTKRNEHMBN  DER 
HBRAUS6ABE  DER  ENGTKDOPADIE  DRR  MATHBMATISGHKN  WISSEN- 
SCHAFTEN. 

r.  METER  IN  KÖNIGSBERG  1,/PB.:  VOBBEDE  UND  REOISTER  ZU  BAND  I. 

INHALTSYEBZEICHNISSE  ZU  BAND  L    TEIL  1  UND  S. 

A.  PRIHQSHEIM  IN  MÖNCHEN:  UNENDLICHE  PROZESSE  MIT  KOMPLEXEN  TERMEN. 

AUSOEOEBEN  AM  6.  AUGUST  1901. 


LEIPZIG, 
DRÜCK  UND  VERLAG  VON  B.G.TEUBNER. 

1904. 


Alf  Bflseklitt  der  Ak«deaie-K«aaiB8i«ii  werdn  r«i  Jetit  ak  die  Hefte  «teif 
kresekiert  ud  bewhaittei  augegekei. 

fl^  Jeder  Bud  iat  eiuelii  kliflieh.  —  Bisker  erwkiei:  Bd.  L  Heft  1—7:  Bd.  Hl, 
Heft  1—5;  Bd.  Ui,  Heft  I:  Bd.  Ult,  Heft  1—2;  Bd.  ffls,  Heft  1— S;  Bd.  ITi,  Heft  I— S; 
Bd.  lYt,  Heft  1—2;  Bd.  Yi,  Heft  I;  Bd.  Ti,  Heft  1. 
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Thaer,  Prof.  Dr.  A»  Bestimmung  Ton  Gestalt  und  Lage  eines  Eegeltchnittfl 
aus  einer  Gleichung  zweiter  Ordnung  ohne  Koordinaten-Trans- 
formation.   Mit  einer  Tafel.    [40  S.]    gr.  8.    1902.    geh.  n.  UK  1.40. 

Weber I  H«,  Professor  in  Strasburg,  und  J.  Wellateixii  Professor  in  GieSen, 
Encjklopädie  der  Elementar-Mathematik.  Ein  Handbuch  ftir  Lehrar 
u.  Studierende.  In  8  B&nden.  [I.  Elementare  Algebra  und  AniJysis.  n.  Elementare 
Geometrie.  III.  Anwendung  der  ElementarmathematikJ  L  Band.  [XIV  n.  446  S.j 
gr.  8.    1903.    In  Leinw.  geb.  n.  JCS,^    [Bd.  11  u.  m.    1904.    Unter  d.  Prene.] 

Weümoldt,  Dr.  Srnst,  Professor  an  der  Kaiserlichen  Marine-Akademie  und  -Sehale 
zu  Sael,  Leitfaden  der  analytischen  Geometrie.  Auf  Veranlassung  der 
Kaiserlichen  Inspektion' des  Bildungswesens  der  Marine.  Mit  62  Figuren  mTezt. 
[YI  u.  80  S.]    gr.  8.     1902.    geb.  n.  JC  1.60. 

Wieneokei  Bmeti  Lehrer  in  Berlin,  der  geometrische  Vorkursus  in  schul- 
gemäßerDarstellung.  Mit  reichem  Aufgabenmaterial  nebst  B>esultaten  z.  Gebr. 
an  allen  Lehranst.   Mit  59  Fig.  i.Text.   [IV  u.  97  S.]   gr.  8.  1908.  geb.  n.  «4:  2 .20. 

Wölfüngi  Dr.  Emsty  Professor  an  der  KOni^l.  Techn.  Hochschule  zu  Stuttgart,  Mathe- 
matischer Bücherschatz.  Systematisches  Verzeichnis  d.  wichtigsten  deutschen 
und  ausländischen  Lehrbücher  u.  Monographien  d.  19.  Jahrhunderts  a.  d.  Gebiete  d. 
mathematischen  Wissenschaften.  In  zwei  Teilen.  L  Teil:  Reine  Mathematik. 
Mit  einer  Einleitung:  Sjitische  Übersicht  über  die  bibliographischen  Hilfsmittel 
der  Mathematik.  A  u.  d.  T. :  Abhandlungen  zur  Geschichie  der  mathematischen 
Wissenschaften  mit  Einschluß  ihrer  Anwendungen.  Begründet  Ton  Moarri  Castob. 
Heft  XVI,  1.  [XXXVI  u.  416  S.]  gr.8.   1903.    geh.  n.  UK  14.— ,  geb.  n.  «4115.^ 

Zeuthen^  G.  H.«  Professor  an  der  Universität  Kopenhagen,  Geschichte  der 
MathematiK  im  16.  und  17.  Jahrhundert.  Deutsch  von  Bapbakl  Msram. 
A.  u.  d.  T.:  Abhandlungen  zur  Geschichte  der  mathematischen  Wissenschaften 
mit  Einschluß  ihrer  Anwendungen.  Begründet  von  Moirrz  Cantob.  XVII.  Heft. 
[Vm  u.  434  S.]    gr.  8.     1908.    geh.  n.  UK  16.— 


B.  6.  Teubners  Mathematische  Zeitschriften. 

Mathemtieche  Aaialei.  Begründet  1868  durch  A  Glebsch  uud  G.  Neumann.  Hrsg.  von 
F.  Klein,  W.  v.  Dyok,  D.  Hubert  68.  Band.  1904.  gr.  8.  Preis  für  den  Band  ron  4  Heften 
n.  JC20. — .  Ctoneralregieter  zu  den  Bänden  1—50,  zusammengestellt  von  A  Soboobb- 
FiLD.    I^Iit  Portrftt  Ton  A.  Clbbscb.    [XI  u.  202  S.]    gr.  8.    geh.  n,  JC  1. — 

Bibliotheca  Mathematloa.  Zeitschrift  für  Geschichte  der  Matliematisclien  Wissenschaften. 
Herausgegeben  von  Gustav  EnestrSm.  III.  Folge.  5.  Band.  1904.  gr.  8.  Preis  für  den 
Band  von  4  Heften  n.  ^1C  20.— 

Zeitschrift  für  Mathematik  und  Physiii.  BegrOndet  1856  durch  0.  SchlOmilch.  Or^aA 
f&r  an^wandte  Mathematik.  Hrsg.  von  R.  Mehnl(e  und  C.  Runge.  50.  Band.  1904. 
gr.  8.  Preis  für  den  Band  von  4  Heften  n.  ^^  20. ~.  Oeneralregister  zu  den  Jahr- 
gängen 1—25.     [128  S.]    gr.  8.    geh.  n.  JC  3.60. 

Jahresberichte  der  Deutschen  Mathenatllier- Vereinigung.  In  Monatsheften  herausgegeben 
von  A.  Gutzner.   18.  Band.   1904.   gr.  8.   Preis  für  den  Band  von  12  Heften  n.  »^  18.— 

Archiv  der  Mathematili  und  Physil(.  Gegründet  1841  durch  J.  A  Grunert.  III.  Reihe.  Im 
Anhang:  Sitzungsberichte  der  Berliner  Mathematischen  Gesellschaft.  Herausgegeben 
von  E.  Lampe,  W.  Franz  Meyer  und  L  Jahnice.  8.  Band.  1904.  Preis  für  den  Band  von 
4  Heften  n.  .€  14.—.  Gteneralregister  zu  Reihe  I,  Bd.  1—70  [468  S.J,  n.  .€  10.—; 
SU  Reihe  II,  Bd.  1 — 17,  zusammengestellt  von  £.  Jahstu.   [XXXI  u.  114  S.j,   n.  »41  6.— 

Zeitschrift  ftlr  mathematischen  und  naturwissensohaftiiohen  Unterricht  Ein  Organ  ftlr 
Methodik,  Bildungsgehalt  und  Organisation  der  exakten  Unterrichtsfächer  an  Gymnasien, 
Realschulen,  Lehrerseminarien  und  gehobenen  Bürgerschulen.  Begründet  1869  durch 
J.  C.  Y.  Ho  ff  mann.  Herausgegeben  von  H.  Schotten.  35.  Jahrg.  1904.  gr.  8.  Preis 
für  den  Jahrgang  von  8  Heften  n.  .iC  12.—.  Oenerälregiater  zu  den  Jalirgängen  1—82 
unter  der  Presse. 

Revue  semestrieiie  des  Publioations  mathtoatiqoes,  redigeo  sous  les  auspiccs  de  la  Soci^te 
mathämatique  d* Amsterdam  par  P.  H.  Schonte  (Groningen),  D.  J.  Kortoweg  (Amsler- 
dam\  J.  C.  Kluyver  (Leyden),  W.  Kapteyn  (Utrecht),  P.  Zeeman  (Delft).  gr.  8. 
geh.    12.  Jahrgang.    1904.    JiLhrlich  2  Hefte.    Jeder  Jahrgang  n.  JC  7.— 

Hathematiecb-natarwlssenschaftliehe  BlStter.  Oigan  des  Verbandes  mathematischer  und 
naturwissenschaftlicher  Vereine  an  deiutschen  Hochschulen.  1.  Jahrg.  1004.  Preis  für 
den  Jahrgang  von  12  Nummern  JC  3. — .    Einzelnummer  40  5s.  /    ^ 
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